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Vorrede. 

In  diesem  Werke  war  ich  bestrebt,  die  rationelle  Mechanik 
nach  dem  gegenwärtigen  Stande  dieser  Wissenschaft  und  den  neuesten 
Forschungen  in  klarer,  fasslicher  Form  vorzutragen.  Inwieweit  ich 
dieses  Ziel  erreicht,  möge  der  Leser  beurtheilen.  Ich  glaube,  ein 
umso  nützlicheres  Buch  geschrieben  zu  haben,  als  bei  uns  in 
Österreich  kein  diese  Wissenschaft  speciell  behandelndes  Lehrbuch 
erschienen  ist.  Das  ausgezeichnete  Werk  von  Mach  bezweckt  bloß 
historisch  -  kritische  Forschung.  Das  vortreffliche  Lehrbuch  von 
Poisson  ist  annoch  vor  80  Jahren  erschienen,  und  das  vorzügliche 
Werk  von  Kirchhoff  setzt  beinahe  die  Kenntnis  der  Mechanik 
voraus.  Soviel  zur  Rechtfertigung  des  Erscheinens  dieses  Buches. 
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Einleitimg. 

L 

Die  rationelle  Mechanik,  auch  analytische  Mechanik  genannt, 
deren  Forschungen  das  unermessliche  Weltali  umspannen,  ist  ent- 
schieden die  höchste  Schöpfung  des  menschlichen  Geistes,  die 
Fürstin  der  Wissenschaften,  »quo  nihil  maius  meliusve  terris  fata 
donavere  bonique  divi«.  Wie  einst  Prometheus  das  Feuer  vom 
Himmel  entwandt,  wagte  es  hier  der  menschliche  Geist  in  die 
Schmiede  der  Natur  einzudringen,  daselbst  den  ewigen,  unabänder- 
lichen Gesetzen  der  blind  treibenden  Kräfte  nachzuforschen,  holte 
aus  tiefem  Schacht  edles  Gestein  und  Edelmetall,  und  baute  daraus 
einen  Palast,  der  an  Pracht  alles  übertrifft,  was  jahrtausendlange 
Arbeit  je  zustande  gebracht. 

Um  in  die  tiefen  Schächte  einzudringen,  benöthigte  der  mensch- 
liche Forschungsgeist  entsprechender  Werkzeuge,  die  er  selbst  in 
der  Analysis  sich  angefertigt,  wenn  auch  diese  noch  nicht  scharf 
genug  sind.  Die  Analysis,  und  insbesondere  die  Differentialrechnung 
hat  auch  sozusagen  in  der  Luft  geschwebt,  und  war  man  darauf 
vorzugsweise  durch  die  Forschungen  in  der  rationellen  Mechanik 
mit  Nothwendigkeit  hingeleitet. 

Diese  Wissenschaft  ist,  wie  die  Molecular-Physik,  jüngeren 
Datums,  wenn  auch  einige  Grundsätze  aus  der  Statik  schon  dem  Archi- 
medes  bekannt  waren ;  auch  weiß  schon  Aristoteles,  dass  die  Schwere 
eine  gleichförmig  accelerierte  Bewegung  sei:  „texfti^piov  Se  loö  |jl'^ 
elc  Äicstpov  cp^peo^at  xa\  tö  r/jv  f/jv  \i&v,  Soq)  av  h^iyzipiü  ijj  toö  (i^ooo, 
ddxTOV  Y^pso^ai."  Ein  Beweis  daftLr,  dass  die  Raumbewegung  nicht 
nach  dem  Unbegrenzten  stattfinde,  ist  auch  das,  dass  die  Erde 
(Körper),  je  näher  sie  dem  Mittelpunkte  ist,  um  so  schneller  bewegt 
wird.  Unter  Erde  versteht  Aristoteles  einen  fallenden  Körper  IIspl 
ODpocvoo  I  8.  Noch  zu  Ende  des  sechzehnten  Jahrhunderts  hat  man 
als  ausgemachte  Wahrheit  angesehen,  dass  schwerere  Körper  im  selben 
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Mittel^  proportional  den  Massen,  rascher  als  leichtere  Körper  fallen, 
ein  Satz,  den  Aristoteles  in  seinem  Werke  IIspl  oöpavoö  als  unzweifel- 
hafte Wahrheit  aufgestellt:  „t6v  aötöv  8^  Tpöi:ov  xal  ^arcov  tö  irXstov", 
IV  4.  »In  der  nämlichen  Weise  auch  die  grössere  Quantität  schneller.« 
Jahrtausende  hat  es  gedauert,  bis  man  erkannt  hat,  dass  die  Kraft, 
welche  den  Stein  zur  Erde  fallen  lässt,  auch  die  Sterne  in  ihren 
Bahnen  leitet,  wenn  auch  dieses  von  Aristoteles  geahnt  wird. 

G-eschaffen  und  ausgebildet  wurde  die  rationelle  Mechanik  von 
den  Zierden,  den  unvergänglichen  Leuchten  der  Wissenschaft.  Galilei 
legte  den  G-rundstein,  und  die  großen  Denker  Kepler,  Huyghens, 
d'Alembert  und  Newton  waren  die  kühnen  Baumeister.  Bewunderns- 
wert sind  auch  die  Leistungen  von  Euler  und  BernouUi.  Später 
traten  Lagrange,  Gauss  und  Laplace  als  Schöpfer  und  Pfadfinder 
auf.  Namentlich  hat  sich  Laplace  mit  seiner  Mecanique  Celeste  ein 
unsterbliches  Denkmal  für  alle  Zeiten  gesetzt.  Auch  Poinsot,  Jacobi, 
Poisson  und  Kirchhoflf  haben  die  Wissenschaft  bereichert. 

IL 

Die  rationelle  Mechanik  legt  zwar  allen  ihren  Forschungen 
die  Analysis  zugrunde,  nimmt  aber  stets  die  Erfahrung  zu  Hilfe.  Viele 
der  von  ihr  aufgestellten  Principien  sind  aus  Thatsachen  hergeleitet. 
Dabei  werden  diese  Principien  keineswegs  als  bloße  Hypothesen 
angesehen,  vielmehr  liegt  deren  Evidenz  in  den  zahlreichen  Con- 
sequenzen,  die  aus  jenen  Principien  entspringen  und  mit  der  Er- 
fahrung vollkommen  übereinstimmen.  Viele  Sätze,  ursprünglich  als 
Hypothesen  aufgestellt,  sind  in  dieser  Weise  zu  evidenten  Prin- 
cipien geworden. 

Die  Mechanik,  welche  die  Erforschung  und  Kenntnis  der  Be- 
wegung anstrebt,  maßt  sich  dabei  keineswegs  an,  in  das  Wesen  und 
Geheimnis  dieser  Ursachen  einzudringen.  Ihr  Streben  ist  vielmehr 
bloß  dahin  gerichtet,  die  Gesetze  zu  ergründen,  nach  welchen  jene 
Ursachen  wirken. 

III. 

Die  Mechanik  wird  in  drei  Theile  eingetheilt. 

1.  In  die  Kinematik  (%iv7j|ia),  nämlich  die  Lehre  von  der  Be- 
wegung an  sich,  ohne  Rücksichtnahme  auf  die  Ursachen,  welche 
jene  erzeugen,  und  indem  man  noch  zum  Begriffe  des  durchlaufenen 
Raumes  die  Zeit  hinzutreten  lässt. 

2.  In  die  Statik,  das  ist  die  Lehre  vom  Gleichgewichte  der 
Kräfte.  Die  Ursachen  der  Bewegung  werden  in  der  Mechanik  Kräfte 
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genannt.  Die  Statik  stellt  nun  die  Bedingungen  auf,  unter  welchen  ein 
System  zusammenwirkender  Kräfte  im  Gleicbgewichte  sich  befindet. 

3.  In  die  Dynamik,  die  Lehre  von  der  Bewegung,  als 
Wirkung  der  treibenden  Kräfte. 

Diese  Theile  der  Mechanik  greifen  jedoch  in  einander  ein,  so 
dass,  infolge  der  obwaltenden  Beziehungen,  eine  stricte  Trennung 
nicht  leicht  thunlich  ist  Auch  erheischt  oft  die  anzustrebende  Klarheit, 
manche  Lehre  zu  trennen  und  zu  verschieben.  Die  logische  Gliederung 
obiger  Disciplinen  wird  daher  auch  hier  nicht  genau  eingehalten  werden. 

Insbesondere  haben  wir  die  früher  übliche  Zweitheilung  inso- 
fern beibehalten,  dass  wir  einen  Theil  der  Statik  früher  und  dann 
die  erst  von  Ampere  abgetrennte  Kinematik  vollständig  durchgeführt 
und  einen  Theil  der  Statik  auf  später  verschoben  haben. 

IV. 

Die  Zeit,  man  möge  sie  als  Anschauung  des  inneren  Sinnes, 
als  Negativität  oder  als  Sein  auffassen,  ist  nicht  weiter  definierbar, 
sie  kann  gemessen  werden,  und  darauf  allein  kommt  es  hier  an. 
Aus  dem  genauen  Takthalten  bei  mehrstimmiger  Musik  sieht  man, 
dass  auch  kleine  Intervalle  scharf  gemessen  werden  können.  Kleine 
und  größere  Zeitintervalle  werden  mit  Zuhilfenahme  anderer  Be- 
wegungen gemessen,  wie  durch  das  gleichmäßige  Fallen  schwerer 
Körper,  durch  isochrone  Schwingungen  eines  Körpers.  Die  Astronomie 
gewährt  uns  Mittel  genauer  Zeitmessung. 

Ebenso  ist  der  Begriff  Raum,  man  möge  ihn  als  die  subjective 
Bedingung  der  Sinnlichkeit  oder  als  Seiendes  auffassen,  nicht  weiter 
definierbar,  man  kann  ihn,  worauf  es  hier  allein  ankommt,  genau 
messen.  Körper  sind  Theile  der  Materie.  Die  Mechanik  erstreckt 
ihre  Untersuchungen  auf  materielle  Punkte.  Sie  begreift  unter 
einem  materiellen  Punkt,  unabhängig  von  jeder  Hypothese  über 
die  Beschaffenheit  der  Materie,  eine  mit  Stoff  angefüllte  Sphäre 
von  unendlich  kleinem  Durchmesser.  Der  materielle  Punkt 
in  der  Mechanik  ist  demnach  verschieden  von  den  Molecülen  des 
Physikers,   welche  ein  Volumen   und   eine   bestimmte  Form   haben. 

Ein  System  unter  einander  verknüpfter  Punkte,  welche  in 
Constanten  Distanzen  von  einander  zu  verbleiben  haben,  werden 
solide,  starre,  rigide  Körper  genannt. 

Bewegung,  sie  möge  ein  Seiendes  oder  eine  bloße  Beziehung 
sein,  ist  nicht  weiter  definierbar.  Wahrnehmbar  sind  nur  relative 
Bewegungen.  Mit  Hilfe  der  Bewegung  wird  die  Zeit  gemessen. 
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Durchläuft  ein  Punkt  oder  Körper  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Räume,  so  kann  an  dem  rückgelegten  Wege  die  darauf  verwendete 
Zeit  gemessen  werden.  Befindet  sich  ein  Punkt  beständig  in  dem- 
selben Orte  im  Räume,  so  befindet  sich  der  Punkt  im  Zustande 
der  Ruhe.  Wahrnehmbar  ist  nur  die  relative  Ruhe,  durch  Ver- 
gleichung  des  immobilen  Punktes  mit  andern  Punkten. 

Zeno  von  Elea  lehrte  die  Unmöglichkeit  der  Bewegung.  In 
der  That  bewegt  sich  in  der  Natur  alles,  das  Weltall  ist  bewegliche 
Materie,  nichts  ist  in  absoluter  Ruhe.  Die  Mechanik  jedoch,  fern 
von  aller  Metaphysik,  abstrahiert  von  diesen  Ansichten,  betrachtet 
bloß  die  einem  Körper  gegenüber  anderen  Körpern  eigen thümliche 
relative  Bewegung,  und  auf  diese  erstrecken  sich  ihre  Forschungen. 

Unter  Geschwindigkeit  versteht  man  das  Verhältnis  zwischen 
der  Strecke,  die  ein  Körper  oder  ein  materieller  Punkt  in  einer 
gewissen  Zeit  durchläuft,  und  der  darauf  verwendeten  Zeit.  Durch- 
läuft ein  Punkt  einen  bestimmten  Weg  in  weniger  Zeit  als  ein  anderer 
Punkt,  sagt  man,  die  Bewegung  des  ersten  Punktes  sei  rascher,  und 
legt  diesem  eine  größere  Geschwindigkeit  bei. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  kann  geradlinig  oder  krumm- 
linig, gleichförmig  oder  variiert  sein.  Gleichförmig  ist  die  Bewegung 
dann,  wenn  der  Punkt  in  jedem  Zeittheil  denselben  Weg  durchläuft. 
Ist  das  nicht  der  Fall,    dann  sagt  man,  die  Bewegung   sei  variiert. 

Man  sieht  also,  dass  obige  Definition  der  Geschwindigkeit  still- 
schweigend voraussetzt,  dass  die  Bewegung  gleichförmig  sei,  und 
für  eine  variierte  Bewegung  nicht  mehr  genau  passt.  Bei  variierten 
Bewegungen  werden  wir  der  Geschwindigkeit  im  Lehrbuche  einen 
schärferen  Ausdruck  geben. 

Unter  Kraft  versteht  man  jede  Ursache,  welche  den 
Zustand  der  Ruhe  oder  Bewegung  eines  Punktes  oder 
Körpers  ändert  oder  zu  ändern  anstrebt,  und  so  kann  eine 
Kraft  auch  die  Bewegung  eines  Körpers  aufhalten  und  Ruhe  er- 
zeugen. Die  Kraft  kann  Druck-,  Zieh-  oder  Stoßkraft  sein.  Im  Lehr- 
buche werden  wir  noch  andere  Eintheilungen  kennen  lernen. 

Andere  £intheilungen  der  Kräfte  kommen  in  der  angewandten 
Mechanik  vor. 

Der  Begriff  Masse,  wie  auch  andere  Begriffe  finden  ihre  Er- 
läuterungen im  Lehrbuche. 

In  diesem  Lehrbuche  wird  die  Kenntnis  der  Analysis  wie  auch 
der  elementaren  Grundsätze  der  Mechanik  vorausgesetzt.  Aus  ersterer 
wird  jedoch  hie  und  da  raacnhes  begründet  angeführt  werden. 


Ei-ster  TheU. 

STATIK  T 

# 

Erstes  Capitel. . 
Von  Kräften,  die  einen  materiellen  Pnnkt  sollicitieren. 

Princip  der  Trägheit, 

§  1.  Befindet  sich  ein  materieller  Punkt  in  Ruhe  oder  Be- 
wegang,  so  kann  er  diesen  Zustand  nicht  selbsttbätig  modificieren. 
Jede  Modification  dieses  Zustandes  kann  nur  durch  eine  äußere, 
von  einem  anderen  Punkte  oder  einem  System  von  Punkten  her- 
stammende Ursache  bewirkt  werden.  Die  Ursache  nennen  wir  Kraft. 

Diesen  durch  die  Erfahrung  bestätigten  Grundsatz  nennen 
wir  Princip  der  Trägheit         - 

Vermöge  dieses  Principes  wird  demnach  ein  Punkt,  der  sich 
in  Ruhe  befindet,  wenn  keine  äußere  Ursache  hinssutritt,  fortdauernd 
in  Ruhe  verbleiben.  Ändert  er  diesen  Zustand^  so  ist  es  gewiss,  dass 
eine  äußere  Ursache  ihn  in  Bewegung  gesetzt. 

Befindet  sich  ein  Punkt  in  geradliniger  Bewegung  und  wirkt 
keine  äußere  Ursache  auf  ihn  ein,  alsdann  wird  sich  der  Punkt 
geradlinig  und  mit  derselben  Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  die 
Bewegung  begonnen,  fortdauernd  weiter  fortbewegen.  Aufhören  der 
Bewegung  oder  Abnahme  der  Geschwindigkeit  kann  nur  durch  eine 
äußere  Ursache,  als  Widerstand,  Reibung  oder  eine  andere  äußere 
Ursache  herbeigeführt  werden.  Alles  dieses  wird  durch  die  Erfahrung 
▼ollkommen  bestätigt. 

§  2.  Sehen  wir  nun .  einen  Punkt  in  Ruhe  oder  begabt  mit 
einer  gleichförmigen  geradlinigen  Bewegung,  so  sagen  wir,  dass 
auf  den  Punkt  keine  Kraft  einwirke.  Die  Bewegung  dauert  fort, 
weil  sie  einmal,  beispielsweise  infolge  eines  Stoßes,  eingetreten  war 
und  daher  der  Punkt  mit  derselben  Geschwindigkeit,  die  <er  einmal 
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erhalten,  sich  fortbewegen  mass,  wenn  nicht  eine  äußere  Ursache  ihn 
in  Ruhe  versetzt.  Ist  der  Punkt  ausgestattet  mit  einer  Bewegung, 
die  nicht  gleichzeitig  gleichförmig  und  geradlinig  ist,  ist  es  gewiss, 
dass  er  von  einer  Kraft  sollicitiert  ist. 

Wie  es  mit  einer  krummlinigen  Bewegung  diesbezüglich  be- 
schaffen ist,  werden  wir  im  Verlaufe  dieses  Lehrbuches  sehen. 

Wir  werden  insbesondere  ersehen,  dass  auch  bei  krummlinigen 
Bewegungen  um  eine  Achse,  wenn  der  Punkt  in  Bewegung  ist  und 
keine  Tangentialkraft  auf  ihn  einwirkt,  die  Bewegung  fortdauernd 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  vor  sich  geht. 

Richtung,  Intensität,  Angriffspunkt  einer  Kraft. 

§  3«  Bei  einer  Kraft  sind  drei  Bestimmungen  in  Betracht  zu 
ziehen:  a)  die  Richtung,  b)  die  Intensität,  c)  der  Angriffspunkt 

a)  Wirkt  eine  einzige  Kraft  auf  einen  materiellen  Punkt,  so 
bewegt  sich  dieser  nothwendig  in  gerader  Linie,  da  kein  Grund  vor- 
handen, dass  der  an  sich  als  frei  gedachte  Funkt  von  der  geraden 
Linie,  in  welcher  die  Kraft  ihren  Angriffspunkt  zu  bewegen  strebt, 
sich  eher  nach  der  einen  Richtung  als  nach  der  anderen  bewegen 
sollte.  Die  gerade  Linie,  nach  welcher  die  Kraft  wirkt,  ist  die 
Richtungslinie  der  Kraft« 

b)  Unter  Intensität  versteht  man  das  grössere  oder  geringere 
Vermögen  der  Kraft  Bewegung  zu  erzeugen. 

Richtung  und  Intensität  einer  Kraft  werden  durch  eine  gerade 
Linie  vorgestellt 

o)  Angriffspunkt  ist  der  materielle  Punkt,  auf  welchen  die 
Kraft  ihre  Wirkung  appliciert  Werden  nun  Richtung  und  Intensität 
der  Kraft  graphisch  durch  eine  gerade  Linie  repräsentiert,  so  stellt 
der  Ursprung  dieser  den  Angriffspunkt  vor. 

§  4.  Kräfte  sind  einander  gleich,  wenn  sie  auf  denselben  Punkt, 
in  derselben  Richtung,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkend 
sich  das  Gleichgewicht  halten.  Zwei  gleiche,  auf  einen  und  den- 
selben Punkt,  in  derselben  Richtung,  aber  in  entgegengesetztem 
Sinne  wirkende  Kräfte,  zerstören  sich  daher  und  können  unter- 
drückt, also  so  betrachtet  werden,  als  wenn  sie  nicht  vorhanden 
wären. 

Man  bezeichnet  femer  eine  Kraft  als  constant,  wenn  sie 
dem  Angriffspunkte,  der  Punkt  möge  in  Ruhe  oder  Bewegung  sich 
befinden  und  die  Bewegung  wie  immer  beschaffen  sein,  immer  die- 
selbe Bewegung  ertheilt,  in  welchem  Zeitpunkte  immer  man  die 
Kraft  auf  den  Punkt  wirken  lasse. 


Versetzung  einer  Kraft, 

§  5.  Eine  auf  einen  Punkt  wirkende  Kraft  kann  ohne 
Änderung  des  Effectes  auf  jeden  Punkt  ihrer  Richtungs- 
linie transportiert  werden,  vorausgesetzt,  dass  der  neue 
Angriffspunkt  mit  dem  früheren  invariable  verbunden  ist 

Fig.  1. 
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K  A        r         A'  K 

In  der  That.  Die  Eraft  E,  in  Richtung  und  Intensität  durch 
die  Strecke  AK  vorgestellt,  greift  den  Punkt  A  in  der  Richtung 
der  A  K  an.  Liegt  nun  der  Punkt  A'  auf  der  starren  Richtungslinie 
A  A'  invariable  mit  A  verbunden,  so  bringen  wir  an  A'  zwei  der 
Kraft  K  gleiche,  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkende  Kräfte  K',  K", 
vorgestellt  durch  die  Strecken  A'  K',  A'  K"  an,  wodurch  am  Zu- 
stande des  Punktes  A  nichts  geändert  wird.  Wir  können  die  in 
entgegengesetztem  Sinne  wirkenden  gleichen  Kräfte  A  K  und  A'  K'' 
als  unterdrückt  betrachten,  und  dann  verbleibt  nur  die  der  Kraft  K 
gleiche,  auf  A'  wirkende  Ejraft  A'  K',  welche  demnach  denselben 
Effect  wie  A  K  mit  dem  Angriffspunkt  A  herbeiführt. 

Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Kräften, 

§  6.  Wirken  zwei  oder  mehrere  gleiche  Kräfte  auf  einen 
materiellen  Punkt  in  derselben  Richtung  und  in  gleichem  Sinne,  so 
werden  sie  zusammengerechnet  und  man  spncht  von  einer  doppelten, 
dreifachen,  mehrfach  großen  Kraft.  Hält  eine  in  entgegengesetztem 
Sinne  wirkende  Kraft  diesen  mehreren  Kräften  das  Oleichgewicht, 
so  sagt  man,  diese  einzige  Kraft  sei  jenen  mehreren  Kräften  gleich. 
Diese  einzige  Kraft,  welche  mehreren  Kräften  das  Qleiehgewicht 
hält,  wird  Resultante  dieser  mehreren  Kräfte,  und  die  einzelnen 
Kräfte  werden  die  Componenten  genannt. 

Kräfte  können  zu  einander  in  einem  commensurablen  und,  wie 
man  leicht  einsieht,  auch  in  einem  incommensurablen  Verhältnisse  stehen. 

§  7.  Wirken  mehrere  Kräfte  auf  einen  Punkt  in  einem  Sinne 
und  andere  Kräfte  auf  denselben  Punkt  in  entgegengesetztem  Sinne, 
und  ist  die  Summe  der  einen  der  Summe  der  anderen  Kräfte  gleich, 
alsdann  herrscht  Gleichgewicht  und  alle  Kräfte  haben  sich  wechsel- 
seitig aufgehoben,  zerstört. 

Übersteigt  die  Summe  der  Kräfte  nach  einem  Sinne  die  Summe 
der  Kräfte  nach   dem  anderen  Sinn,   so  ist   der  übersteigende  Rest 
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die  Resultante  aller  Kräfte  und  der  Punkt  bewegt  sieh  nach  dem 
Sinne  dieser  Resultante,  also  nach  dem  Sinne  der  Kräfte,  welche  die 
größere  Summe  ausmachen.  Befindet  sich  ein  System  von  Kräften 
im  Gleichgewichte,  so  werden  diese  als  gegenseitig  zerstört  betrachtet 
und  der  Punkt  befindet  sich  im  Zustande  der  Ruhe  oder  Bewegung 
wie  wenn  diese  Kräfte  nicht  vorhanden  wären.  In  der  Regel  ver- 
bindet man  jedoch  mit  dem  Begriffe  »Gleichgewicht«  den  Zustand 
der  Ruhe  des  Punktes. 

■  • 

Pardlldogramm  der  Kräfte.     . 

§  8.  Greifen  zwei  Kräfte  einen  materiellen  Punkt 
nach  Richtungen  an,  die  miteinander  einen  Winkel  ein- 
schließen, so  haben  sie  eine  Resultante,  welche  in  Richtung 
und  Größe  durch  die  Diagonale  des  aus  den  Strecken  der 
Kräfte  construierten  Paral  lelogrammes  vorgestellt  wird. 

Dieses  höchst  wichtige,  zuerst  von  Stevin  aufgestellte,  die 
ganze  Mechanik  durchziehende  Theoreme  wurde  von  Galilei  und 
Newton  aus  den  Begriffen  der  Bewegung  und  Geschwindigkeit  be- 
wiesen. Man  suchte  dann  nach  Beweisen,  die  von  diesen  Begriffen 
unabhängig  wären.  Vollständig  kann  jedoch  der  Begriff  Bewegung 
nicht  umgangen  werden.  Der  Beweis  von  Poisson  ist  minder  ein- 
fach und  weitläufig.  Der  folgende  ist  nach  BernouUi. 

§  9.  Greifen  zwei  Kräfte  einen  materiellen  Punkt  an,  deren 
Richtungen  einen  Winkel  miteinander  bilden,  so  wird  der  Punkt 
sich  in  einer  gewissen  Richtung  so  bewegen,  als  wäre  er  von  einer 
einzigen,  nach  dieser  Richtung  wirkenden  Kraft  getrieben. 

Diese  neue  Kraft,  welche  an  die  Stelle  jener  beiden  Kräfte 
tritt,  wird,  wie  bei  den  in  derselben  Richtung  wirkenden  Kräften, 
ebenfalls  Resultante  genannt,  und  die  beiden  Kräfte  nennt  man  die 
Componenten  dieser  Resultante. 

Dabei  ist  es  klar,  dass  die  beiden  Kräfte  nur  eine  einzige 
Resultante  haben  können,  die  wir  mit  R  bezeichnen.  Denn  hätten 
sie  zwei  Resultanten  R  und  R',  so  müsste  eine  der  Kraft  R  gleiche, 
auf  derselben  Richtung,  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkende  Kraft 
der  Kraft  R'  Gleichgewicht  machen,  was  aber  nur  dann  mög- 
lich ist,  wenn  R'  mit  der  Kraft  R  an  Intensität,  Richtung  und 
Sinn  genau  übereinstimmt,  also  mit  dieser  identisch  ist  und  zu- 
sammenfallt. 

§  10.  Dieses  vorausgeschickt,  wollen  wir  beweisen,  a)  dass  die 
Richtung  dieser  gesuchten  Resultante  in  die  Richtung  der  Diagonale 
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Fig.  2. 


des  obangegebenen  Parallelogrammes  fällt  und  daher  auch  in  der 
Ebene  der  beiden  Componenten  liegt,  b)  Dass  sie  auch  durch  diese 
Diagonale  vorgestellt  wird. 

Sind  die  beiden  Kräfte  gleich,  so  wird  die  Richtung  der  Resul- 
tante nothwendig  mit  der  Halbierungslinie  zusammenfallen,  welche  den 
Ton  den  Richtungen  der  beiden  Kräfte  gebildeten 
Winkel  in  zwei  gleiche  Hälften  theilt,  da  kein 
Grund  vorhanden,  dass  die  Richtung  der  Resul- 
tante der  einen  Kraft  näher  als  der  anderen 
Kraft  liegen  oder  gar  aus  der  von  den  beiden 
Kräften  gebildeten  Ebene  heraustreten  sollte. 

Sind  nun  die  beiden  Kräfte  durch  die 
beiden  Strecken  ab,  a  c  vorgestellt,  so  wird 
die  Resultante  nothwendig  in  die  Richtung 
der  Diagonale  a  d  fallen,  welche  den  Win- 
kel b  a  c  in  zwei  gleiche  Hälften  theilt. 

Vermöge  eines  früheren  Lehrsatzes  können  wir  aber  die  in  a 
angreifende  Kraft  auf  ihrer  Richtung  a  d  nach  d  versetzten.  Dann 
können  wir  diese  Kraft  im  Punkte  d  in 
zwei  gleiche,  den  früheren  beiden  Kräften 
ab,  ac  parallele  und  gleiche  Kräfte  de 
und  df  th^ilen,  ohne  dass  der  Effect  ge- 
ändert wird. 

Diese  ganze  Zusammensetzung  und 
Theilung  läuft  aber  ersichtlich  darauf 
hinaus,  diese  beiden  Kräfte,  ohne  Ände- 
rung des  Effectes,  parallel  zu  sich  selbst 
zu  verschieben. 

Man.  hat  daher  auch  folgenden 
Lehrsatz:  Zwei  gleiche,  an  einem 
Punkte  angreifendeKräft6  können; 
ohne  Änderung  des  Effectes,  paral- 
lel zu  sich  selbst  auf  einen  anderen 
Punkt  der  den  Winkel  beider  Richtungen  halbierenden 
Geraden  versetzt  werden,  vorausgesetzt,  dass  der  neue 
Angriffspunkt  mit  dem  früheren  invariable  verbunden  ist. 

§  11.  Seien  nun  zwei  ungleiche  Kräfte,  angreifend  an  einem 
Punkt  nach  Richtungen,  die  miteinander  einen  beliebigen  Winkel 
einschließen.  Die  Kräfte  P,Q  mögen  durch  die  Strecken  am,  an  vor- 
gestellt  sein,   und   nehmen    wir    zunächst  an,    sie    stehen    in  einem 
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commensurablen  VerhältnUse.  Wir  zerlegen  nun  die  Kräfte  P,  Q 
nach  einer  bestimmten  gemeinschaftlichen  Einheit,  verschieben  eine 
Einheit  der  Kraft  P  nach  h*,  eine  zweite  nach  c',  eine  dritte  nach 
i%  und  ebenso  eine  Einheit  der  Kraft  Q  und  b  und  eine  zweite 
nach  c  und,  wie  aus  Fig.  8  zu  ersehen,  haben  wir  hier  die  Kraft  P 
in  4  Einheiten,  und  die  Kraft  Q  in  8  Einheiten  zerlegt,  und  die 
Theilkräfte  so  versetzt,  dass  die  Einheiten  an  den  Punkten  a^  b',  c', 
d',  b,  c  angreifen.  Die  ganze  Figur  ist  in  dieser  Weise  in  gleiche 
Rhomben  getheilt.  Diese  Versetzungen  von  Kräften  sind  nach  dem 
Früheren  gestattet. 

Die  Resultante  der  gleichen  Kräfte  a  b'  a  b  geht  durch  die 
Diagonale  a  1'.  Wir  versetzen  sie  nach  1',  und  zerlegen  sie  daselbst 
in  zwei  gleiche,  mit  den  früheren  Kräften  ab',  ab  genau  congruente 
Kräfte  1'  1",  1'  2\  Die  Kraft  1'  1''  versetzen  wir  nach  b',  die  Kraft  1'  2' 
nach  b.  In  b'  haben  wir  zwei  gleiche  ELräfte  b'  c',  b'  1',  deren  Resul- 
tante, nach  der  Richtung  V  2'  gehend,  wir  nach  2'  versetzen,  und 
daselbst  in  zwei  gleiche  2'  2",  2'  3'  zerlegen.  Die  Kraft  2'  2"  ver- 
setzen wir  nach  c',  die  Kraft  2*  8'  nach  V,  Die  gleichen  Kräfte  c'  2', 
c'  d'  setzen  wir  zusammen,  versetzen  die  Resultante  nach  3',  zerlegen 
sie  daselbst  in  die  gleichen  Kräfte  8'  3'',  8'  4',  8'  3"  versetzen  wir 
nach  d',  die  Kraft  3'  4'  nach  2'.  Die  gleichen  Kräfte  d'  3'^  d'  m 
setzen  wir  zusammen,  versetzen  die  Resultante  nach  4'^  zerlegen 
sie  daselbst  in  4'  4"  und  4'  5',  4'  4"  verschieben  wir  nach  m,  4'  5' 
nach  3'. 

§  12.  Wie  man  sieht,  ist  der  Effect  der  bisherigen  Operation 
der,  dass  wir  die  ganze  Kraft  P  =  a  m  nach  b  4'^  und  die  Theil- 
kraft  a  b  nach  m  4',   ohne  Änderung  des  Effectes,   versetzt   haben. 

Dieselbe  Operation  können  wir  in  früherer  Weise  fortsetzen, 
und  die  nunmehr  in  der  Richtung  b  4'  wirkende  Kraft  P,  wie  auch 
die  Theilkraft  b  c  nach  c  4"  und  4'  4"  überftlhren,  und  dann  die 
Kraft  c  4"  nach  n  4"'  und  die  Theilkraft  c  n  nach  4"  4'"  trans- 
portieren. Wir  haben  alsdann  zwei  Kräfte,  die  eine  P  nach  der 
Richtung  n  4'"  und  die  andere  Q  nach  der  Richtung  m  4'"  wirkend, 
die  beide  nach  4'''  verlegt  werden  können.  Die  Resultante  beider 
Kräfte  wird  daher  durch  4"',  also  in  der  Richtung  a4'"  wirken  und 
fällt  daher  in  die  Richtung  der  Diagonale  des  Parallelogrammes  an  m  4'''. 

Da  dieses  Theoreme  richtig  ist,  wenn  die  Kräfte  in  einem 
commensurablen  Verhältnisse  stehen,  so  muss  es  richtig  sein,  wenn 
die  Kräfte  in  einem  incommensurablen  Verhältnisse  stehen,  da  durch 
ein  bekanntes  Raisonnement  dieser  Fall  auf  jenen  zurückgeführt  wird. 


§  13.  Wir  behaupten  aber  weiter,  dass  auch  die  Qröfie  der 
Resultante  durch  die  Diagonale  des  von  beiden  Krftften  ge- 
bildeten Parallelogrammes  reprttsentiert  wird. 

Vor  allem  ist  es  klar,  dass,  wenn  swei  Kräfte  einen  Punkt 
nach  irgend  welchen  Richtungen  angreifen,  mithin  die  Resultante 
nach  einer  gewissen  Richtung  wirkt,  und  wir  eine  der  Resultante 
gleiche,  in  direct  entgegengesetztem  Sinne  wirkende  Kraft  an  den 
materiellen  Punkt  anbringen,  diese  neue  Kraft  der  Resultante  und 
mithin  den  beiden  Kräften  Gleichgewicht  machen  wird. 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  unter  diesen  drei  Kräften,  nämlich 
den  beiden  angreifenden  Kräften  und  der  hinxugefdgten,  der  Resul* 
tante  gleichen,  in  entgegengesetstem  Sinne  wirkende  Kraft,  da  unter 
ihnen  Gleichgewicht  herrscht,  jede  Kraft  als  Resultante  der  beiden 
anderen  betrachtet  werden  kann.  Denn  je  swiei  Kräfte  haben  noth* 
wendig  eine  Resultante,  die,  da  Gleichgewicht  herrscht,  nothwendig 
durch  die  dritte  Kraft  au%ehoben  wird,  mithin  diese  dritte  Kraft 
einleuchtend  der  Resultante  der  beiden  anderen  Kräfte  gleich- 
kommt und  nur  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkt 

Es  greifen  nun  die 
Kräfte  P,  Q,  vorgestellt  Fig.  4-  > 

in  Richtung  und  Giöße  g 
durch  die  Strecken  a  b^ 
a  c  den  Punkt  a  an. 
Die  Resultante  wird  die 
Richtung  der  Diagonale 
des  Parallelogrammes 
a  b  c  d,  nämlich  die 
Richtung  a  d  haben,  die 
Intensität  ist  uns  nicht 
bekannt. 

Wir  fOgen  eine  neue,  der  Resultante  gleiche  Kraft  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  a  g  hinzu^  deren  Größe  uns  jetzt  nicht  bekannt 
ist,  so  dass  wir  nicht  wissen,  wo  der  Endpunkt  dieser  Strecke  ftUt. 

Wir  verlängern  ferner  die  Strecke  ac  nach  entgegengesetzter 
Richtung  in  einer  der  ac  gleichen  Strecke  ac',  so  dass  ac'  eben* 
falls  die  Kraft  Q,  nur  in  entgegengesetztem  Sinne  vorstellt. 

Zwischen  den  drei  Ejräften,  nämlich  den  beiden  Kräften  ab, 
ac  und  der  auf  der  Strecke  ag  liegenden  dritten  Kraft  herrscht 
Gleichgewicht,  und  wird  daher  ac  gleich  sein  der  Resultante  der 
beiden  Kräfte  ab  und  der  unbekannten  auf  der  Strecke  ag  liegen- 
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den     Krftft,     folglich     wird    a  c'    die     Resultante     dieser     beiden 
Kräften  sein. 

Ziehen  wir  schließlich  di^  Linie  bc',  die  beiden  Endpunkte 
der  Kräfte  ab,  a c'  verbindend^  sp  ist  diese  Linie  parallel  der  Linie 
dag.  Denn  die  beiden  Dreiecke  acd  und  bc'a,  welche  die  beiden 
Seiten  ac'  =  ac^  ab==:cd  und  den  Winkel  bac'  =  acd  haben, 
sind  einander  glBich,  und  mithin  ist  Winkel  ac'b  =  Winkel  cad 
=:  g  a  o',  daher  o'  b  parallel  zu  a  d,  parallel  zu  d  g. 

Wir  haben  nun  unter  den  an  a  zusammenwirkenden  Kräften 
a  b,  a  ofy  beide  der  Grösse  und  Richtung  nach  bekannt,  und  die 
dritte  Kraft  der  Richtung  nach  bekannt,  da  sie  auf  a  g  liegt.  Der 
Endpunkt  d'  dieser  dritten  Kraft  wird  aber  einleuchtend  geometrisch 
dadurch  gefunden,  dass  man  c'  d'  parallel  zu  a  b  zieht,  und  in  dieser 
Weise  das  I^arallelogramm  a  b  c' d'  vollendet. 

Die  Strecke  a  d'  ist  demnach  der  Resultante  der  beiden  Kräfte 
P,  Q  gleich,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkend. 

Nun  sind  die  Dreiecke  a  d'  c',  cad  congruent,  da  d'  c'  parallel 
und  gleich  ist  a  b  =  c  d,  und  die  an  diesen  Seiten  anliegenden  Winkel 
ebenfalls  gleich  sind,  mithin  a  d'  =  a  d,  daher  a  d  auch  die  Grösse 
der  Resultante  der  beiden  an  einem  Punkte  nach  beliebigen  Rich- 
tungen wirkenden  Kräfte  vorstellt. 

§  14.  Aus  dem  Dreiecke  acd  (Fig.  4)  ist  ferner  zu  ersehen, 
dass,  indem  ad  =  R,  ac  =  Q,  cd  =  ab  =  P  sind,  wenn  wir  die 
Winkel  dac  =  a^  acd  =  c,  cda  =  d  setzen,  man  haben  wird : 

1.     R:Q:P  =  ad:ac:cd  =  sin  c  :  sin  d  :  sin  a 

Gesetzt  nun,  es  wirken  an  a  drei  Kräfte  P  =  ab,  Q  =  ac 
und  ad',  wo  ad'  gleich  ist  der  Resultante  der  beiden  Kräfte  P,  Q 
und  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkend,  alsdann  wird  zwischen 
jden  drei  Kräften  noth  wendig  Gleichgewicht  stattfinden.  Dabei  ist 
jede  gleich  und  entgegengesetzt  der  Resultante  der  beiden  anderen 
Kräfte,  und  da  die  Resultante  in  der  Ebene  der  beiden  Kräfte  liegen 
muss,  ffo  folgt,  dass  alle  drei  Kräfte  in  einer  Ebene  liegen  müssen. 
Ferner  kann  im  obigen  Verhältnisse  1  statt  ad  die  Kraft  ad'  statt 
sin  Winkels  acd,  sin  Winkek  cab,  statt  sin  Winkels  ade,  der  sin 
Winkel  d^ab,  statt  sin  Winkels  cad  der  sin  Winkel  cad'  gesetzt 
werden. 

Geschieht  dies,  so  verwandelt  sich  obiges  Verhältnis  1  in 
folgendes 

2.     R  :  Q  :  P  i=  sin  c  ab  :  sin  b  a  d'  :  sin  d'  a  c. 
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Die  Gleichung  2  spricht  nun  aus:  Wenn  drei  Kräfte  an 
einem  Funkte  angreifen  und  zwischen  diesen  Krälften 
Gleichgewicht  vorhanden  ist,  jede  von  den  Ki'äften  dem 
Sinns  des  Winkels  proportional  ist,  den  die  Richtungen 
der  beiden  anderea  Kräfte  einschließen. 

Auch  findet  man  aus  dem  Dreiecke  acd 

3.    Jl^^p^  +  Q^  — 2PQC08C 

=  P2  _[_  Q2  -I-  2  PQ  cos  bac, 

wodurch  R  bestimmt  werden  kann,  wenn  P  und  Q  und  der  Winkel 
gegeben  sind,  welchen  die  Richtungen  der  beiden  Kräfte  einschließen. 

Resultqnie  mehrerer  an  einem  Punkte  angreifender  Kräfte. 

§  15.  Es  kann  daher  die  Resultante  einer  beliebigen  Anzahl 
von  einen  Punkt  angreifenden  Kräften  gefunden  werden,  wobei  man 
die  Kräfte  mit  P,  P',  P'^  .  .  .  bezeichnen  möge.  Man  setzt  nämlich 
zaerst  die  Kräfte  P,  P'  mittelst  des  Parallelogrammes  der  Kräfte 
zusammen,  dann  diese  Resultante  mit  einer  dritten  Kraft  P"  in  der- 
selben Weitfe  zusammen,  und  so  verfährt  man  weiter,  bis  man  alle 
Kräfte  zusammengesetzt   und  ^so   die  Resultante ^  aller  Kräfte  findet. 

Am  passendsten  führt  man  dieses  • 
Verfahren  in  der  Weise  aus,  dass  man  ^'g-^. 

ein  Polygon  bildet.  E9  seien  nämlich  die 
an  A  wirkenden  Kräfte  P,  F,  P",  P'" 
vorgestellt  in  Richtung  und  Grösse  ' 
durch  die  Strecken  AP,  AP',  AP",  AP'". 
Ziehen  wir  die  den  Kräften  gleichen 
und  parallelen  Linien  PB,  BC,  CD,  ver- 
binde dann  D  mit  A,  so  ist  DA  die 
Resultante  aller  Kräfte  der  Richtung 
und  Größe  nach.  Fällt  der  Punkt  D  bei 
dieser  Construction  mit  A  zusammen,  so  dass  das  Polygon  von  selbst 
sich  schließt,  dann  ist  die  Resultante  gleich  Null  und  die  Kräfte  be- 
finden sich  im  Gleichgewichte. 

Dabei  können  die  zusammenwirkenden  Kräfte  in  einer  Ebene 
oder  ifa  verschiedenen  Ebenen  liegen. 

Parallelepiped  der  Kräfte. 

§  16.  Greifen  insbesondere  an  einem  Punkte  drei  Kräfte  in 
Richtungen  an,  die  miteinander  rechte  Winkel  bilden,  so  haben  wir 
ein  Parallelepiped  von  Kräften. 
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Es  seien  die  drei  Kräfte  an  Richtung  und  Grösse  repräsentiert 
durch  die  Strecken  ab,  ac,  ad,  so  wird  die  Resultante  in  Richtung 
und  Größe  durch  die  Diagonale  a  e  repräsentiert  sein,  was  einleuchtend 

aus  der  fraheren  Con- 
^'^'  ^'  struction  folgt. 

Ebenso  kann  man 
eine  in  a  angreifende 
Kraft  ae  in  drei  nach 
den  Achsen  ax,  ay,  az 
angreifende  Kräfte  ab» 
ac,  ad  zerlegen. 

Die  Richtuhg  der 
Diagonale  wird  durch 
die  drei  Winkel  be- 
stimmt, welche  die  Dia- 
gonale ae  mit  den  drei 
Achsen  ax,  a  y,  a  8  ein- 
schließt und  welche  wir  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c,  und  die 
Kräfte  ab,  ac,  ad  mit  x,  y,  e  bezeichnen  wollen. 

Sind  nun  die  Intensitäten  der  Seitenkräfte  x,  y,  z  bekannt,  so 
findet  man  die  Größe  der  Resultante  durch  die  bekannte  Gleichung 

4.     R2  =  x2  +  y2  +  z2; 

femer   findet   man   deren   Richtung   durch   die  ebenfalls  bekannten 
Gleichungen 

cos  a  =  ;7— 


cosb  = 


cosc 


1^x2  +  y2  +  z^ 
_    y    _   . 

z 


6. 


fx^  +  y-^  +  z*^ 
cos^  a  -[-  cos'^  b  -}-  cos^  c  =  1. 


Sind  umgekehrt  die  Resultante  R  nach  ihrer  Größe,  und  deren 
Richtung  durch  die  Winkel  a,  b,  c,  die  sie  mit  den  Achsen 
einschließt,  bekannt,  so  findet  man  die  Componenten  durch  die 
Gleichungen 

X  =  R  cos  a 


7. 


y  =  R  003  b 
z  =  R  cos  c 
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wo  wir  die  Componenten  Dach  den  Achsen  mit  x,  y,  z  be- 
zeichnen. 

§  17.  Belangend  den  Sinn  der  Richtung  einer  Componente,  so 
wird  solcher  aus  den  Cosinus  der  Winkel,  die  sie  mit  den  Achsen 
einschließt,  zu  ersehen  sein.  Die  Kräfte  selbst  werden  als  positiv 
angenommen. 

Bildet  also  die  Kraft  P  mit  der  Achse  ax  einen  spitzen  Winkel, 
so  wird  X  =  R  cos  a  offenbar  positiv  sein.  Bildet  sie  mit  der  be- 
treffenden Achse  einen  stumpfen  Winkel,  so  wird  x  s=  R  cos  a  negativ 
sein  und  wirkt  daher  in  negativer  Richtung. 

Bei  parallelen  Kräften  spricht  man  auch  von  negativen  Kräften, 
wie  wir  weiter  sehen  werden. 


Z^veites  Capitel- 

Züsaounensetzimg  von  an   einem  Pnnkte  in  beliebiger  Anzahl  und 

Richtung  wirkenden  Kräften. 

§  18.  Wirken  Kräfte  an  einem  Punkte,  in  beliebigen  Rich- 
tungen und  in  welcher  Zahl  immer,  so  kann  das  auf  den  früheren 
Fall  lurllckgeftlhrt  werden. 

Fig.  7. 


Auf  den  Punkt  A  wirken  die  Kräfte  P,  P',  P" .  .  .  nach  den 
Richtungen  AP,  AP',  AP"  .  .  .  und  stellen  diese  Strecken  auch  die 
Größen  der  Kräfte  vor.  Durch  den  Punkt  A  führen  wir  die  recht- 
winkeligen Achsen  Ax,  Ay,  Az  und  zerlegen  jede  Kraft  nach 
diesen  drei  Richtungen  in  drei  Componenten. 
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Es  mögen  nun  die  Winkel,  welche  die  Kraft  P  mit  den  drei 
Achsen  Ax,  Ay,  Az  bildet,  mit  a,  ß,  7,  die  Winkel,  welche  die 
Kraft  P'  mit  den  Achsen  bildet,  mit  a',  ß',  y',  die  Winkel  aber, 
welche  die  Resultante  aller  Kräfte,  die  R  heißen  möge,  mit  den 
Achsen  einschließt^  mit  a,  b,  c  bezeichnet  werden. 

Die  nach  den  Achsen  zerlegten  Kräfte  der  Kraft  P  werden 
demnach  sein  Pcosa,  Pcosß,  ^Pcosy,  und  wir  haben,  wenn  wir 
die  Summe  der  nach  der  Achse  Ax  zerlegten  Componenten  mit  X, 
die  Summe  der  <i!omponenten  nach  A  y  mit  Y,  und  die  Summe  der 
Componenten  nach  Az  mit  Z  bezeichnen,  folgende  Gleichungen 

X  =  P  cos  a  -f  F  cos  o!  +  P"  <ios  a"  +  P'^.cos  a'"  +  .  ..  . 

1.     Y  =  P  cos  ß  +  F  cos  ß'  +  P''  cos  ß"  -f-  P"'  cos  ß'"  +  .  .  . 

Z  =  P  C03  Y  +  F  cos  T'  +  F'  cos  y"  +  F"  cos  y'"  +  •  •  • 

X  ist  also  die  Resultante  aller  nach  der  Achse  Ax  zerlegten  Com- 
ponenten der  Kräfte,  Y  die  Resultante  aller  nach  Ay  zerlegten 
Componenten  der  Kräfte,  Z  die  Resultante  aller  nach  Az  zerlegten 
Componenten  der  Kräfte.  Dabei  sind-  X,  Y,  Z  die  algebraischen 
Summen  der  nach  einer  Achse  . verlegten .  Compotienten  der  Kräfte 
und  sind  diese  Formeln  allgemein,  die  Richtungen  der  Kräfte  mögen 
wie  immer  beschaffen  sein.  Fallen,  wie  bei  unserer  Figur,  Com- 
ponenten von  Kräften  P'",  P^^',  P^  in  die  Richtung  der  negativen 
Coordinaten  der  Achse  Ax,  so  ergibt  sich  dieses  von  selbst  aus 
den  Cosinus  der  Winkel,  die  hier  stumpf  sind,  und  mitbin  die 
entsprechenden  Componenten  P"'cosa'"  P^^'cosa'^',  P^cosa^'  .  .  . 
negativ  sind. 

§  19.  Wir  haben  nun  in  dieser  Weise  den  Fall  der  Zusammen- 
wirkung einer  beliebigen  Anzahl  von  Kräften  an  einem  Punkte  nach 
beliebigen  Richtungen  auf  den  Fall  des  vorigen  Capitels  reduciert, 
indem  die  früheren  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  nunmehr  durch  die 
Kräfte  X,  Y,  Z  vollkommen '  ersetzt  erscheinen,  welche  aber  am 
Punkte  A  nur  nach  drei  Richtungen  wirken,  die  auf  einander  senk- 
recht stehen,  und  bilden  die  Kräfte  X,  Y,  Z  die  anstoßenden  Kanten 
eines  Parallelepipeds,  dessen  Diagonale,  wie  aus  Figur  6  zu  ersehen, 
die  Resultante  aller  Kräfte  R  repräsentiert. 

Obige  Gleichungen  1  werden  in. bequemerer  Form  geschrieben. 
Man  bezeichnet  nämlich  die  SummQ  aller  gleichgebildeten  Ausdrücke 
mit  dem  Zeichen  £  P  cos  a,  und  bekommen  obige  Gleichungen 
folgende  Gestalt: 
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j   X  =  SPcosa 

2.        Y  =  2Pco3ß 

1  Z  =2PcosT 

Kennt  man  die  Größen  der  an  A  wirkenden  Kräfte  P,  P', 
P''  .  .  .  und  die  Winkel,  die  sie  mit  den  Achsen  einsehließen,  mithin 
auch  die  Größen  X,  Y,  Z,  so  kann  man  die  durch  die  Diagonale 
des  Parallelepipeds  yorgestellte  Richtung  und  Größe  der  Resultante 
R  bestimmen  and  man  hat,  wie  im  vorigen  Capitel,  für  die  Winkel 
und  die  Größe  der  Resultante  folgende  Gleichungen 

X 


3. 


cosa  = 


cosb  = 


cosc  = 


l'X2  +  Y2  ^  T;1 

Y 


l'X2  +  Y2  -f  Z"^ 
Z 


yx2  4-  Y'^  +  Z2 

.  R2  =  X2  +  Y2  +  Z2. 

R  cos  a  =  X  =  S  P  cos  a 

4.         Rco8b=  Y  =  IPco8ß 

R  cos  c  =  Z  =  S  P  cos  Y 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man,  wenn  man  Intensität  und 
Richtung  der  Resultante,  also  R,  a,  b,  c  kennt,  die  Summen  der 
Componenten    nach    den   Achsen,   also  X,  Y,  Z,  finden. 

§  20.  Die  Intensität  der  Resultante  kann  nicht  von  der  Wahl 
des  Coordinatensystems  abhängen,  und  in  der  That  kann  man  sie 
davon  unabhängig  berechnen. 

Erwägt  man  nämlich,  dass  die  Sunlme  der  Quadrate  der  Co- 
sinus dei*  Winkel,  welche  jede  Kraft  mit  den  drei  Achsen  bildet, 
gleich  1  ist,  nämlich 

5.    cos^  a  -j-  cos^  ß  -[-  cos^  y  =  l? 
dass    femer   die   Winkel,   welche   die   Richtungen  je  zweier  Kräfte 
miteinander  bilden,  durch  die  bekannte  Gleichung  bestimmt  sind 

6.  ^  cos  P  P'  =  cos  a  cos  a'  -|-  cos  ß  cos  ß'  -)-  cos  y  cos  y' 

und  so  alle  anderen  Winkel  zwischen  den  Kraftricfatungen  bestimmt 
erscheinen,  dass  man  endlich.^ 

R2  =  X2  4-  Y2  +  Z-^ 

hat,   so  können  die  Größen  X,  Y,  Z,   wie   auch  die  Winkel  a,  r,  Y7 
a'  .  .  .  herausgeschafft  und  statt  derselben  die  ursprünglichen  Kräfte 
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P,  P'  .  .  .  und  die  Winkel   zwischen   ihren  Kraftrichtungen   einge- 
führt werden. 

Zu   diesem  Ende   quadriert  man   die   Gleichungen    l,   addiert 
dieselben  und  bekommt  alsdann 
R2  _  p2^  p2^p..2^  , . .  +2PPcosPP  +  2  PF'cosPF'+  . . . 

oder  kürzer 

7.    R2  =  S  P2  +  2  S  [PP'  cos  PP'] 

eine  Gleichung,  in  welcher  die  Winkel  a,  ß,  Yi  a'  •  •  •   nicht   mehr 
vorkommen. 

Drittes  Capitel. 

Vom  Gleichgewiclite  der  an  einem  Punkte  wirkenden  Kräfte. 

§  21.  Steht  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  eines 
Systems  zusammenwirkender  Kräfte,  der  Punkt  möge,  unabhängig 
von  diesen  Kräften,  sich  in  Ruhe  oder  Bewegung  befinden,  so  machen 
sich  diese  Kräfte  alsdann  Gleichgewicht,  wenn  diese  Kräfte  den 
Zustand  des  Punktes,  sei  es  der  Ruhe,  sei  es  der  Bewegung,  nicht 
modificieren.  Man  sagt  alsdann,  die  betreffenden  Kräfte  machen  sich 
Gleichgewicht  Befand  sich  der  Punkt,  unabhängig  von  diesen 
Kräften,  in  Ruhe,  so  sagt  man  auch,  der  Punkt  befinde  sich  im 
Gleichgewichte. 

Eine  einzige  Kraft  kann  einen  Punkt  nicht  im  Gleichgewichte 
erhalten. 

Damit  also  ein  System  von  einen  Punkt  angreifenden  Kräften 
sich  Gleichgewicht  mache,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
dieses  Kräftesystem  nicht  im  Stande  sei,  den  angegriffenen  Punkt, 
als  in  Ruhe  befindlich  gedacht,  in  Bewegung  zu  setzen.  Denn  können 
die  Kräfte  den  Zustand  des  Punktes  nicht  modificieren,  so  können 
sie  ihn  auch  nicht  in  Bewegung  setzen. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dem- 
nach, dass  ein  einen  Punkt  angreifendes  Kräftensystem 
sich  Gleichgewicht  mache,  ist,  dass  die  Resultante  gleich 
Null  sei.  Denn  die  Resultante  ist  die  Kraft,  welche  an  sich  allein 
die  Gesammtwirkung  der  gegebenen  Kräfte  hervorbringt.  Ist  also 
die  Resultante  gleich  Null,  so  wird  von  den  Kräften  gar  keine 
Wirkung  auf  den  Punkt  erzeugt,  die  Kräfte  haben  sich  also  zerstört, 
machen  sich  Gleichgewicht. 

Nach  dem  vorigen  ist  die  Resultante 


R  =  1^X2  + Y^  +  Z« 
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Damit  R  gleich  Null  werde,  muM 

X2  =  0,  also  X  =  0 

1.  Y2  =  0,  also  Y  =  0 
Z*  =  0,  also  Z  =  0 

sein.  Die  nothwendigen  und  hinreichenden  drei  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichtes  der  an  einem  Punkte  su- 
sammenwirkenden  Kräfte  sind  demnach,  dass  die  Gesammt- 
heit  der  nach  jeder  Achse  zerlegten  Componenten  der 
Kräfte  für  sich  gleich  Null  sei,  also  dass 

X  =  SPcosd  =  0 

2.  Y  =  SPco8ß  =  0 

Z  =  SPcosT  =  0 
seien. 

Damit  also  die  Kräfte  sich  Gleichgewicht  machen, 
and  daher  die  Resultante  gleich  Null  sei,  ist  es  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  die  Gesammtheit  der  nach  jeder  der 
drei  Achsen  zerlegten  Kräfte,  Componenten  oder  auch 
Projectionen  genannt,  für  sich  gleich  Null  sei. 

§  22.  Sind  diese  drei  Bedingungen  erfüllt,  dann  wird  die 
Projection  der  Resultante  nach  jeder  Richtung  gleich  Null  sein.  Denn 
die  Projection  der  Resultanten  nach  irgend  einer  Richtung  wird  aus* 
gedrückt  durch  R  cos  a',  wo  unter  a'  der  Winkel  verstanden  wird, 
■den  die  Resultante  mit  dieser  Richtung  einschließt.  Ist  aber  R  =  0, 
so  wird  auch  R  cos  a'  gleich  Null  s^in.  Sind  ferner  diese  Bedin- 
gungen erfüllt,  so  machen  sich  die  Kräfte  Gleichgewicht,  denn  dann 
wird  die  Resultante  gleich  Null  sein. 

§  23.  Sind  femer  diese  Bedingungen  erfüllt,  alsdann  ist  jede 
der  Kräfte  gleich  und  direct  entgegengesetzt  der  Resultante  aller 
anderen  Kräfte.  Bezeichnen  wir  die  Resultante  der  Kräfte  P',  P''  • . . 
mit  R',  und  deren  Winkel  mit  den  Achsen  mit  a',  b',  c'. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Projectionen  dieser  Resultante  auf 
die  Achsen  mit  X',  Y',  Z',  so  haben  wir 

X'  =  P'  cos  a'  +  F'  cos  a"  +  P'"  cos  a"'  +  .  .  . 
Y'  =  F  cos  P'  +  F'cos  ß"  -i-  P"'  cos  ß'"  +  .  .  . 
Z'  =  P'  cos  Y'  4-  P"  cos  y"  +  F''  cos  y"  +  •  •  • 

Nach  dem  früheren  haben  wir  demnach 

X'  =  R'  cos  a' 
Y'  =  R'  cos  b' 
Z'  =  R'  cos  c', 
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mithin  ergibt  sich    bei  Entgegenhaltung  dieser  Gleichungen  mit  den 
Gleichungen  1  des  §  18 

P  cos  a  =  —  R'  cos  a' 
Pco8ß  =  — R'cosb' 
P  cos  Y  = ' —  R'  cos  c'. 
Quadriert  und  addiert  man  diese  G-leichüngen,  so  ergibt  sich 

P2=:R'V   P=  +R'. 
Es  ergibt  sich  demnach  auä  den  vorletzten  Gleichungen 

cos  a  =  —  cos  a' 
~cosß  ==  ' — cosb' 
cos  Y  ==  —  cos  c' 
daher     a  =  ir-^a',     ß  =  xc  —  b',     y  =  ^  —  C. 

Die  Kraft  P  ist  also  der  Resultante  aller  anderen  Kräfte  gleich 
und  direct  entgegengesetzt.  Dieses  kann  aber  bezüglich  jeder  Kraft 
bewiesen  werden. 

§  24.  Liegen  alle,  den  Punkt  angreifenden  Kräfte  in  einer  Ebene, 
so  zerlegt  man  die  Kräfte  bloß  nach  zwei  Richtungen,  es  sei  nach 
X  und  Y,  die  dritte  Componente  ist  =  0,  und  man  hat  dann 

R'-^  =  X2  +  Y-^ 
X  ;=  R  COS  a 
'    Y=:Rcosb 

Sind  die  Kräfte  im  Gleichgewichte^  alsdann  sind  nur  zwei  Be- 

Fig.  8. 


dinguDgen  des  Gleichgewichtes  nothwendig  und  hinreichend,  nämlich 

X  =  Pco8a  +  P'co8a'-|-P"oosa"  +  ...  =2Pco8a  =  0 
Y  =  P  cos  ß  -|-  F  cos  ß'  +  P"  008  ß"  -1-  . . .  =  S  P  cos  p  =  0, 

und  dann  ist  auch 

R  =  ^'X^i'+Y*  =  0. 
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Viertes  Capitel. 

Fortsetzung  vom  Gleichgewiclite  der  an  einem  Punkte,  welcher  ge- 
nöthigt  ist,   anf  einer  Fläche  oder  Gnrve  zu  bleiben,  wirkenden 

Kräfte. 

§  25.  Im  vorigen  Capitel  haben  wir  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  von  Kräften,  die  an  einem  Punkte  wirken,  fest- 
gesetzt, unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Punkt,  abgesehen  von 
den  angreifenden  Kräften,  vollkommen  frei  im  Räume  ist 

Anders  gestalten  sich  die  Bedingungen,  wenn  der  Punkt  nicht 
vollkommen  frei  im  Räume,  sondern  genöthigt  ist,  auf  einer  Fläcbe 
oder  einer  Curve  zu  bleiben. 

Wir  setzen  dabei  vor  allem  voraus,  dass  zwischen  dem  Punkte 
and  der  Fläche  oder  dem  Punkte  und  der  Curve  Reibung,  die  wir 
erst  später  kennen  lernen  werden,  nicht  vorhanden  ist,  und  unter  dieser 
Voraussetzung  werden  wir  obige  beide  Fälle  abgesondert  behandeln. 

§  26.  a)  Ist  der  Punkt  genöthigt  auf  einer  Fläche  zu  bleiben, 
dann  ist  zum  Gleichgewichte  nicht  nothwendig,  dass  die  Resultante 
gleich  Null  sei,  und  kann  vielmehr  das  Gleichgewicht  auch  da- 
durch herbeigefQhrt  werden,  dass  die  Resultante,  welche  Intensität 
immer  habe,  dabei  aber  normal  auf  der  Fläche  wirke.  Denn 
in  dieser  Weise  wird  die  Resultante  durch  den  Widerstand  der 
Fläche  aufgehoben. 

Es  ist  aber  einleuchtend,  dass  im  Falle  die  Resultante  nicht 
gleich  Null  ist,  die  letzte  Bedingung  nothwendig  ist.  Denn  wäre  die 
Resultante  nicht  normal  auf  der  Fläche,  so  könnte  man  sie  in  zwei 
andere  Kräfte  zerlegen,  die  eine  normal  zur  Fläche  und  die  andere 
tangential  gerichtet. 

Die  normale  Elraft  würde  durch  die  Resistenz  der  Fläche  auf- 
gehoben sein.  Die  tangentiale  Kraft  aber  würde  den  Punkt  längs 
der  Tangente  fortbewegen  und  der  Punkt  wäre  nicht  im  Gleich- 
gewichte. 

Ist  der  Punkt  bloß  der  Bedingung  unterworfen,  die  Fläche, 
worauf  er  sich  befindet,  nicht  durchzudringen,  bietet  also  die  Fläche 
Widerstand  bloß  nach  einer  Seite,  alsdann  muss  zu  obiger  Bedingung 
des  Normalseins  auf  der  Fläche  noch  die  Bedingung  hinzutreten, 
dass  die  Resultante  gerichtet  sei  gegen  die  Seite,  wo  der  Punkt 
nicht  durchdringen  kann,  dass  der  Punkt  also  gegen  die  Fläche 
gedrückt  sei. 

Weist t ein,  Rationelle  MeehRnik.  I.  2 
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§  27.  Analytisch  wird  obige  Bedingung  in  folgender  Weise 
ausgedrückt. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Resultante  R,  auf  die  Fläche 
normal  wirkend,  durch  die  Fläche  aufgehoben  wird.  Die  Fläche  übt 
demnach  einen  Gegendruck,  welcher  der  Resultante  gleich  und  ent- 
gegengesetzt wirkt.  Wir  können  demnach,  ohne  Änderung  des 
Effectes,  der  Fläche,  die  wir  uns  hinwegdenken,  eine  Kraft  N  sub- 
stituieren, welche  dieselbe  Wirkung  wie  die  Fläche  hervorbringt, 
und  nunmehr  den  Punkt  als  vollkommen  frei  betrachten.  Diese 
Kraft  N  wird  die  Normale  der  Fläche,  und  der  Resultante,  welche 
hier  welchen  Wert  immer  haben  kann,  gleich  und  direct  entgegen- 
gesetzt sein. 

Es  sei  die  Fläche 

f  (x,  y,  z)  =  0, 

auf  welcher  der  Punkt  der  Bedingung  unterworfen  ist,  zu  verbleiben. 

Es  seien  ferner  x,  y,  z  die  Coordinaten,  X  die  Summe  der 
Projectionen  der  Kräfite  auf  die  Achse  der  x,  T  die  Summe  der 
Projectionen  der  Kräfte  auf  die  Achse  der  y,  Z  die  Summe  der 
Projectionen  der  Kräfte  auf  die  Achse  der  z. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den  Achsen 
bildet,  sind,  wie  aus  der  Analysis  bekannt  ist,  wenn  wir  diese 
Winkel  mit  X,  (t,  v  bezeichen 

df 


1. 


cos  X  =  h 


dx 


cos  rt  =  h  -j  — 
dy 

cos  V  =  h  ^i — 
dz 


indem  man  zur  Abkürzung 


f 


df^  df_        _d^  =  h 

dx2~  "^   "dy2   +   d"z2 


setzt. 

Indem  wir  ferner  wie  früher  gesetzt 

S  P  cos  a  =•  X 

S  P  cos  ß  =  Y 

S  P  cos  Y  =  Z 
80  bekommt  man,  unter  Hinzutritt  der  neuen  Kraft  N,   welche  mit 
den  Achsen  obbezeichnete  Winkel  X,  |i,  v   bildet,   drei  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes 
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Nh 


l 


Nh 


dx 
df 
dy 
df 
dz 


+  X  =  0 


2.   -[  N  h  ;^-  +  Y  =  0. 


Z  =  0 


Die  Projectionen  der  Kraft  N  nach  den  Achsen  sind  nämlich 
N  cos ).,  N  cos  {j,  N  cos  v,  welche  za  den  respectiven  Componenten 
nach  dea  Achsen  hinzugefügt  werden  mttssen. 

§  28.  Diese  drei  Bedingangsgleichungen  fUr  das  Gleichgewicht 
siad  den  früheren  Bedingungsgleichnngen  ganz  analog,  und  nur  mit 
HiazafOgahg  einer  neuen  Kraft  N  als  Substitution  fttr  die  Fläche. 

In  den  Bedingungsgleichungen  2  ist  N  eine  unbekannte  Hilfs- 
grSße,  die  durch  diese  Gleichungen  bestimmt  wird. 

Wir  haben  nun 

df 

dY 

df 


Nh 


=  — X 


Nh 


Ay 


=  -Y 


dz 


Quadriert  und  addiert  man,  so  hat  man,  da 

df2     .     df^     .     df2 

dz2 


h-^ 


[ 


ist, 


d  x2  "^  d  yi  + 


]  = 


1 


4,    X: 


3.    N=^X2  +  Y2  +  Z2  =  R. 

Eliminiert  man  aber  die  Größe  N,  so  bekommt  man 

df        _    df        ^     df      j         X  Y  Z 

-5 —  =  Z  :  -1 — ,  oder r-  =       -      = 

d y  dz  cos  a         cos  \l        cos  v 


dx 


=  Y: 


Die  Gleichung  3  bestimmt  den  Wert  von  N,  als  den  Druck^ 
den  die  Kräfte  auf  die  Fläche  ausüben.  Die  Gleichungen  4  sind 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  und  lassen  erkennen,  dass  die 
Resultante  normal  auf  der  Fläche  ist.  Denn  die  Cosinus  der  Winkel 
der  Resultante  mit  den  Achsen  sind 

X       Y        Z 

R"'    "R  '     R' 

und  die  Cosinus  der  Winkel  der  Normale  mit  den  Achsen  sind  aus 
1  zu  ersehen,   mithin  durch  die  in  4.  angegebenen  Verhältnisse  aus- 

2* 
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gedrückt  erscheint,  dass  R  und  N  mit  den  Achsen  gleiche  Winkel 
einschließen,  also  dass  ihre  Richtungen  parallel  sind.  Da  sie  aber 
den  angegriffenen  Punkt  gemeinsam  haben,  so  fallen  sie  zusammen, 
und  die  Kräfte  R  und  N  wirken    nur   in  entgegengesetztem   Sinne. 

Sind  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt,  findet  kein  Gleich- 
gewicht statt. 

Kennt  man  bloß  die  treibenden  Kräfte  nach  Richtung  und 
Größe,.,  nicht  aber  den  Punkt  der  Fläche,  an  welchem  die  Kräfte 
im  Gleichgewichte  sind,  so  findet  man  den  Punkt  und  respective 
dessen  Coordination  x,  y,  z  aus  den  Gleichungen  4  und  der  Gleichung 
der  Fläche  f  (x  y  z)  =  0. 

§  29.  Ä)  Wenn  der  Punkt  der  Bedingung  unterworfen  ist,  auf 
einer  Curve  zu  bleiben,  ist  wie  im  früheren  Fall,  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  des  Gleichgewichtes  die,  dass  die  Resul- 
tante aller  Kräfte  normal  auf  der  Tangente  der  Curve  an  diesem 
Punkte  stehen.  Die  Resultante  muss  also  in  der  Normalebene  liegen, 
welche  durch  diesen  Punkt  geführt  ist.  Auch  hier  braucht  die  Resul- 
tante nicht  gleich  Null  zu  sein  und  kann  vielmehr  einen  beliebigen 
Wert  haben,  und  dennoch  findet  Gleichgewicht  statt,  wenn  die 
Resultante  auf  der  Tangente  der  Curve  an  dem  angegriffenen  Curven- 
punkte  normal  steht,  da  sie  dann  durch  den  Widerstand  der  Curve 
aufgehoben  wird. 

§  30.  Um  diese  Bedingung  analytisch  auszudrücken,  werden 
wir  hier  ebenfalls,  statt  der  Curve,  eine  vorläufig  unbekannte  Kraft 
einführen,  welche  den  Widerstand  der  Curve  ersetzt  und  den  Punkt 
als  frei  betrachten. 

Man  hat  alsdann  als  Bedingungen  des  Gleichgewichtes, 

N  cos  X  +  X  =  0 

5.     I  N  cos  (JL  -f-  Y  =  0, 

N  cos  V  4-  Z  =  0 

wo  unter  X,  [l,  v  die  Winkel  zu  verstehen  sind,  welche  die,  statt 
der  Curve,  zu  den  Kräften  hinzugefügte  reagierende  Normalkraft  N 
mit  den  positiven  Achsen  bildet  und  deren  Componenten  nach  den 
Achsen  N  cos  X,  N  coa  {i,  N  cos  v  sind. 

Zu  diesen  Gleichungen  kommt  noch  die  Relation  hinzu 

COS^  X  -|-  COS^  jl  -[-  cos^  V  =  1. 

Sind  ferner  die  Gleichungen  der  Curve 

F(x,y,z)  =  0,  f(x,y,z)  =  0, 
und  nennen  wir  das  Differential   des  Curvenbogens  ds,    so  sind  die 


21 

Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente  der  Curve  mit  den  posi- 
tiven Achsen  bildet 

d  X        dy        dz 

ds  '      ds  '      ds  * 

Man  hat  demnach,  da  der  Winkel  zwischen  Normale  und 
Tangente  ein  rechter  ist,  dessen  Cosinus  gleich  Null  ist,  wenn  wir 
diesen  Winkel  mit  f  bezeichnen,  die  Gleichung 

%      dx     ,  dy      I  ^2         ^ 

cos  ©  =  cos  X  .  —5 h  cos  üL .     ,    '  +  cos  V  .     ,      =0 

^  ds     '  ds  ds 

oder 

6.     cos  cp  =  cos  X  d  X  -|-  cos  p^ .  d  y  -[-  cos  v  d  z  =  0. 

Multipliciert  man  daher  die  erste  der  Gleichungen  5  mit  dx, 
die  zweite  mit  d  y,  die  dritte  mit  d  z,  so  kommt  infolge  der  Gleichung  6 

7.  Xdx  +  Ydy-fZdz  =  0. 

Diese  Gleichung  drückt  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes 
för  den  vorliegenden  Fall  aus  und  sieht  man,  dass  die  Resultante 
normal  zur  Curve  steht  und  auch  dass  Resultante  und  Normale  mit 
den  Achsen  gleiche  Winkel  bilden.  Denn  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Resultante  mit  den  Achsen  einschließt,  sind 

^      Y       Z 
R'      R'      R- 

folglich  ist  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Resultante  und 
der  Tangente,  wenn  wir  solchen  mit  (|)  bezeichnen, 

^ X     dx  Y.dx         X     dz 

cos  V  —  -jj-  -  j^    +  -RZdV  +    R     ds  ' 

ein  Ausdruck,  welcher  infolge  7  gleich  Null,  mithin  der  Winkel  ein 
rechter  ist,  wie  der  der  Normale  mit  der  Tangente.  Es  folgt  daher, 
da  Resultante  und  Normale  den  angegriffenen  Funkt  gemeinsam 
haben,  dass  sie  zusammenfallen  und  in  direct  entgegengesetzter 
Richtung  wirken.  Da  ferner  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  so  ist  N 
gleich  der  Kraft  R  und  von  direct  entgegengesetztem  Sinne. 

Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen  5  die  Größen  cos  X,  cos  [i, 
cos  V,  80  bekommt  man 

8.  N2  =  X2  4.  Y'^  +  Z2  =  R-^. 

Aus  den  Gleichungen  5  und  den  der  Curve  findet  man  die 
Werte  von  cos  X,  cos  ji,  cos  v. 

Kennt  man  nicht  im  vorhinein  den  Punkt  der  Curve,  wo 
Gleichgewicht  zu  herrschen  hat,  so  findet  man  ihn  aus  der  Gleichung  7 
und  den  Gleichungen  F  (x,  y,  z)  =  0,  f  (x,  y,  z)  =  0. 
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Princij)  der  Action  und  Reaction, 

§  81.  Am  Schlüsse  des  Gleichgewichtes  von  Kräften  an  einem 
Punkte  führen  wir  noch  dieses  Princip  an,  welches  von  Newton 
aufgestellt  und  von  der  Erfahrung  hergeleitet  wurde. 

Übt  ein  materieller  Punkt  A  auf  den  Punkt  B  eine  Action 
aus,  so  übt  B  auf  A  eine  Reaction  der  Art  aus,  dass  die  von  beiden 
ausströmenden  Kräfte,  von  A  auf  B  und  von  B  auf  A  immer  ein- 
ander gleich^  von  entgegengesetztem  Sinne  und  längs  der  geraden  AB 
gerichtet  sind.  Eines  Beweises  ist  dieses  Princip  nicht  fähig,  es  ist 
aber  ein  durch  zahlreiche  Consequenzen  bestätigter  Erfahrungssatz, 
Newton  nannte  die  eine  Kraft  Action  und  die  andere  Reaction  und 
das  Princip  lautet:  Die  Action  ist  gleich  und  entgegengesetzt 
der  Reaction. 

Die  Bestätigung  dieses  Principes  werden  wir  im  Laufe  dieses 
Lehrbuches  und  insbesondere  auch  bei  den  Wirkungen  centraler 
Kräfte  finden, 

Fiinfces  Capitel. 

Von  Kräften,  die  an  mehreren  Punkten  angreifen. 

§  32.  Bisher  haben  wir  unsere  Untersuchungen  bloß  auf  einen 
materiellen  Punkt  erstreckt,  der  von  verschiedenen  Kräften  soUicitiert 
wird.  Jetzt  wollen  wir  die  Fälle  betrachten,  wo  Kräfte  an  mehreren, 
miteinander  invariable  verbundenen  Punkten  angreifen,  an  einem 
Punktsystem.  Ein  Punktsystem  bildet  einen  Körper. 

Stehen  Körper  unter  dem  Einflüsse  von  Kräften,  so  ändern 
sie  ihre  Gestalt,  sie  werden  zusammengedrückt,  ausgedehnt.  Wir 
betrachten  den  Körper  in  dem  Zustande,  wo  er  eine  unveränderliche 
Gestalt  angenommen,  und  lassen  demnach  die  Kräfte  an  einem  Punkt- 
system angreifen,  bei  welchem  die  Distanzen  der  miteinander  ver- 
bundenen Punkte  unveränderlich  geworden.  Man  nennt  einen  solchen 
Körper  solid,  starr,  rigide.  Sind  Punkte  mit  anderen  Punkten  nicht 
invariable  verbunden  und  ertheilen  wir  denselben  in  der  Untersuchung 
diese  Eigenschaft,  so  sagt  man,  das  System  werde  solidificiert.  Wir 
werden  in  einem  späteren  Capitel  darauf  zurückkommen. 

Die  einzelnen  Theile  der  Körper  sind  ferner  durch  zwischen- 
liegende  Räume  Poren  genannt,  getrennt.  Die  Physik  nimmt  an, 
dass  die  Körper  aus  Moleculen  zusammengesetzt  seien,  die  sich 
chemisch  in  Atome  zertheilen.  Die  Mechanik  betrachtet  bloß  mate- 
rielle Punkte.     Ein   materieller  Punkt   ist  nicht  ein  Atom,   sondern 
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ein  aus  dem  Innern  der  Materie  hervorgehobener  mathematischer 
Punkt.  £in  Atom  ist  ein  Eörperehen  von  sehr  kleinen,  aber  end- 
lichen Dimensionen  und  in  diesem  sind  unendlich  viele  materielle 
Punkte  enthalten. 

§  33.  Die  Kräfte  theilt  man  in  innere  und  äußere.  Äußere 
sind  die,  welche  von  materiellen  Punkten  herrühren^  die  außerhalb 
des  Punktsystems  liegen.  Innere  Kräfte  sind  die,  welche  von  den 
Punkten  des  Systems  herstammen,  also  die  wechselseitigen  Wirkungen 
des  einen  Systempunktes  auf  einen  anderen  Punkt  des  Systems. 

Eine  andere  Eintheilung  ist  die  in  direct  applicierte  Kräfte  und 
Liaisonskräfte. 

Stehen  Punkte  miteinander  in  Verbindung,  so  können  diese 
Verbindungen  verschieden  sein.  Der  Punkt  kann  genöthigt  sein,  auf 
einer  Fläche  oder  Curve  zu  bleiben,  oder  er  ist  mit  anderen  Punkten 
invariable  verbunden,  so  dass  die  Distanzen  je  zweier  Punkte  des 
Punktsystems  constant  ist  Alle  diese  Liaisons  erzeugen,  unabhängig 
von  anderen  Kräften,  Wirkungen.  So  haben  wir  oben  gesehen,  dass 
die  Nöthigung  des  Punktes,  auf  einer  Fläche  oder  Curve  zu  bleiben, 
uns  dazu  geführt,  die  Fläche  oder  Curve  durch  eine  Kraft  zu  er- 
setzen, welche  die  Reaction  der  Fläche  oder  Curve  repräsentierte. 
In  dieser  Weise  können  wir  andere  Liaisons  durch  vorläufig  un- 
bekannte Kräfte  ersetzen  und  alsdann  die  Liaison  als  weggefallen 
betrachten,  so  dass  die  Liaisonskraft  nunmehr  eine  direct  applicierte 
Kraft  geworden.  Wir  werden  im  Lehrbuche  davon  Gebrauch  machen. 

Zwei  paraUde  Kräfte^  die  an  ztoei  Punkten  in  gleichem  Sinne 

angreifen, 

§  34.  Wir  beginnen  mit  dem  Fall,  wo  zwei  Kräfte  an  zwei 
invariable  miteinander  verbundenen  Punkten  parallel  in  Richtungen 
vom  selben  Sinne  angreifen. 

Während  wir  bisher  bei  nicht  parallelen  Kräften  diese  immer 
als  positi  V  angesehen  und  die  Richtungen  der  Projectionen  der  Kräfte 
nach  den  Achsen  als  positiv  oder  negativ  bezeichnet,  je  nachdem 
die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  den  Kraftrichtungen  und  den  be- 
liebig gewählten  Achsen  sich  als  positiv  oder  negativ  herausgestellt, 
werden  wir  hier  bei  parallelen  Kräften,  diese  selbst  je  nach  dem 
Sinne  ihrer  Richtungen  als  positiv  oder  negativ  bezeichnen.  Be- 
zeichnen wir  eine  Kraft,  die  in  einem  Sinne  wirkt,  als  positiv,  so 
werden  wir  die  Kraft,  die  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkt,  als 
negativ  ansehen  und  ihr  das  negative  Vorzeichen  geben. 
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§  35.  £b  mdgen  nun  an  zwei  durch  eine  starre  Linie  invariable 
miteinander  verbundenen  Punkten  A  und  B  zwei  Kräfte  P  und  Q 
parallel  und  in  gleichem  Sinne  angreifen,  gleichviel  welchen  Winkel 
diese  Richtungen  mit  der  Linie  A  B  bilden  und  möge  die  Linie  A  P 


Richtung  und  Größe  der  Kraft  P  und  B  Q  Richtung  und  Größe  der 
Kraft  Q  vorstellen. 

An  A  und  B  bringen  wir  zwei  gleiche,  in  der  Richtung  der 
Linie  AB,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkende  Kräfte  an, 
welche  an  Richtung  und  Größe  durch  die  Strecken  AC  und  BD 
vorgestellt  sind,  wodurch  der  Zustand  nicht  geändert  wird.  Die  beiden 
Kräfte  an  A,  P  und  AC  geben  die  Resultante  AE,  Q  und  BD 
die  Resultante  BF. 

Beide  Resultanten  versetzen  wir  in  ihren  respectiven  Richtungen 
an  den  Schnittpunkt  G,  wo  wir  die  beiden  Resultanten  in  die 
früheren  vier  Kräfte  wieder  zerlegen.  Die  beiden  hinzugefügten 
Kräfte  AC,  BD  kommen  hier  in  G  als  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Strecken  G  H  und  G  H'  zum  Vorscheine  und  zerstören  sich, 
während  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  in  G  vereinigt  und  parallel 
den  Richtungen  dieser  Kräfte  wirkend  erscheinen.  Schließlich  ver- 
schieben wir  diese  Kräfte  auf  ihrer  gemeinsamen  Richtung  nach  dem 
Schnittpunkte  J,  wo  die  Linie  AB  von  der  Richtung  der  beiden 
Kräfte  getroffen  wird. 
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Durch  diese  Operation  haben  wir  die  Kräfte  P  und  Q,  ohne 
Änderung  des  Effectes,  zu  einer  Resultante  R  =  P  -|-  Q  vereinigt, 
welche  parallel  zu  diesen  am  Schnittpunkte  J  wirkt  und  die  Kräfte 
P  und  Q  vollkommen  ersetzt 

Belangend  den  Schnittpunkt  J,  so  lässt  er  sich  geometrisch 
feststellen. 

Die  Dreiecke  GAJ  und  OML  sind  ähnlich  und  GJB  und 
6KN  sind  einander  ähnlich,  daher  die  Proportionen 

AJ:ML  =  aJ:GL  und 
KN:JB  =  GK:ÖJ. 

Multipliciert  man  die  Verhältnisse  miteinander  und  erwägt,  dass 

KN  =  ML 

GL  =  Kraft  P 
GK  =  Kraft  Q 


so  hat  man 


somit 


1.     AJ:JB  =  Q:P 


2.     P:Q:R  =  JB:  JA:AB. 

Der  Schnittpunkt  J  theilt  demnach  die  Linie  AB  in  der 
Weise,  dass  die  Abschnitte  sich  umgekehrt  wie  die  Kräfte  ver- 
halten. 

§  36.  Wirken  also  zwei  Kräfte  parallel  und  in  gleichem  Sinne 
an  zwei  miteinander  durch  eine  starre  Linie  invariable  verbundenen 
Punkten,  es  mögen  die  Richtungen  der  Kräfte  gegen  die  starre 
Linie  wie  immer  geneigt  sein,  ist  das  Ergebnis  folgendes. 

L  Haben  beide  Kräfte  eine  Resultante,  welche  an  Intensität 
der  Summe  beider  Kräfte  gleichkommt  und  die  beiden  Kräfte  voll- 
kommen ersetzt,  so  dass  man  die  beiden  Kräfte  als  nicht  vorhanden 
betrachten  und  statt  derselben,  ohne  Änderung  des  Effectes,  die 
Resultante  einfahren  kann. 

2.  Die  Richtung  der  Resultante  ist  den  beiden  Kräften  parallel 
und  fkllt  deren  Angriffspunkt,  unabhängig  von  der  Richtung  der 
Kräfte,  auf  der  Linie  A  B,  zwischen  beiden  Punkten,  in  der  Weise, 
dass  er  diese  Linie  in  umgekehrtem  Verhältnisse  der  Intensitäten 
der  beiden  Kräfte  theilt. 

3.  Obiges  Verhältnis  P:Q:R  =  JB:JA:AB  wird  in  Worten 
ausgedrückt:  Jede  der  drei  Kräfte  ist  proportional  der  Distanz  der 
Angriffspunkte  der  anderen  beiden  Kräfte. 
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Fig.  10. 


R'P-Cl 


Zwei  parallele,  an  zwei  Punkten  in  entgegengesetztem  Sinne  angreifende 

Kräfte. 

§  37.  Wirken  zwei  Kräfte  an  den  zwei  Punkten  in  entgegen- 
gesetztem Sinne,  so  wird  dieses  auf  den  vorigen  Fall  zurückgeführt. 
P  wirke   in  einem,  Q   in   entgegengesetztem  Sinne  und  sei  P 
größer  als  Q. 

P  können    wir   in    zwei  Kräfte   zerlegen    und   die  eine  Kraft 

gleich  machen  Q,  und  sie  in  B  der 
Kraft  Q  gleich  und  direct  entgegen- 
gesetzt anbringen. 

Die  zweite  Kraft  in  der  Inten- 
sität R  =  P — Q  werden  wir  auf  der 
Verlängerung  der  Linie  AB  in  J  in 
der  Weise  anbringen,  dass  wir  die 
Proportion 

P— Q:Q  =  AB:AJ 

bekommen. 

Die    zwei    in   direct   entgegen- 
gesetztem    Sinne    an    B     wirkenden 
Kräfte  Q. —  Q  sind  zerstört  und  ver- 
bleibt   nur   die  Kraft  R  =  P — Q  an  J,    deren  Angriffspunkt  J  aus 
obigem  Verhältnisse  zu  bestimmen  ist,  und  man  hat  demnach 

3.     JA  =  p^     AB. 

Mit  Ausnahme  daher  des  Falles,  wo  P  =  Q  ist,  haben  anti- 
parallele Kräfte  immer  eine  Resultante  in  der  Größe  P — Q,  welche 
parallel  den  Kräften  im  Sinne  der  größeren  Kraft  wirkt. 

Ist  P  =  Q,  alsdann  ist  JA  =  co.  Mit  Worten  :  Zwei  gleiche 
in  entgegengesetztem  Sinne  parallel  wirkende  Kräfte, 
deren  Richtungen  nicht  auf  derselben  Geraden  liegen, 
haben  keine  Resultante. 

Solche  zwei  zusammen  an  zwei  invariable  verbundenen  Punkten 
wirkende  Kräfte  werden  ein  Kräftepaar  genannt.  Es  bewirkt  eine 
Drehung  der  Linie  AB  um  die  Mitte. 

Zusammensetzung  mehrerer  paralleler  Kräfte, 

§  38.  Wirken  mehrere  parallele  Kräfte  an  mehreren  invariable 

miteinander  verbundenen  Punkten,  und  greifen  einige  dieser  Kräfte 

in  einem  Sinne,   andere   in   entgegengesetztem  Sinne,   so   setzt  man 

zwei   positive  Kräfte   zusammen    und   bekommt   den   Angriffspunkt 
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der  Resultante  dieser  beiden  Kräfte,  dann  setzt  man  diese  Resul- 
tante mit  einer  dritten  Kraft  zusammen  und  bekommt  den  neuen 
Angriffspunkt,  und  in  dieser  Weise  setzten  wir  die  Operation  fort, 
bis  wir  alle  positiven  Kräfte  zusammengesetzt  und  deren  Angriffspunkt 
gefunden  haben.  So  gehen  wir  auch  bezüglich  der  negativen  Kräfte  vor. 

Wir  erhalten  dann  zwei  Resultanten,  eine  R  und  die  andere 
— R',  welche  beide  wir  wie  früher  zusammensetzen  und  in  dieser 
Weise  den  Angriffspunkt  aller  Kräfte  erhalten.  Die  Resultante  aller 
Kräfte  wird  gleich  sein  der  Summe  der  einen  Kräfte  weniger  der 
Summe  der  Kräfte,  welche  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken.  Sind 
beide  Summen  einander  gleich,  alsdann  erhalten  wir  ein  Kräftenpaar. 

Wir  haben  bereits  hervorgehoben,  dass  der  Angriffspunkt  der 
Resultante  von  den  Richtungen  der  Elräfte  unabhängig  und  bloß 
vom  Verhältnisse  der  Kräfte  abhängig  ist. 

Ändert  man  daher  die  Richtungen  aller  Kräfte,  so  ändert  sich 
auch  die  Richtung  der  Resultante,  welche  stets  den  Richtungen  der 
Kräfte  parallel  bleibt,  aber  der  Angriffspunkt  der  Resultante 
bleibt  derselbe. 

Werden  ferner  die  Intensitäten  vergrößert  oder  verkleinert, 
wenn  nur  das  Verhältnis  nicht  geändert  wird,  bleibt  der  Angriffs- 
punkt der  Resultante  derselbe.  Dieser  Punkt  wird  das  Centrum 
der  parallelen  Kräfte  genannt. 

Theoreme  der  Momente, 

§  39.  Am  einfachsten  setzt  man  parallele  Kräfte  durch  Anwen- 
dung des  Theoremes  der  Momente  zusammen. 

Bezieht  man  nämlich  die 
Angriffspunkte  der  Kräfte  auf  ein 
rechtwinkeliges  Coordinatensystem, 
so  ergibt  sich  der  Angriffspunkt 
der  Resultante  in  folgender  Weise: 

Es  wirken  zwei  Kräfte  an 
den  durch  eine  starre  Linie  AB 
verbundenen  Punkten  A,  B  nach 
den  parallelen  Richtungen  A  P, 
BP'.  J  sei  der  Angriffspunkt  der 
parallelen  Resultante  R  =  P  -|-  P' 
und  Mit  dieser  nach  dem  früheren 
auf   einen  Punkt  J   in  der  Weise,  dass  man  hat 

AJ:  JB  =  P  :P. 


Fig.  11. 
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Fällen  wir  von  den  Angriffspunkten  der  beiden  Kräfte  und 
der  Resultante  A,  B,  J  auf  die  Ebene  der  xy^  die  der  Achse  der 
z  parallelen  Coordinaten  A  E,  B  F,  J  G,  die  mit  z,  z*  und  z,  bezeichnet 
werden  mögen.  2Sehen  wir  die  Linie  C  D  parallel  zu  E  F,  so  haben 
wir,  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  JCA,  JBD 


das  ist 


daher 


oder 


AC:BD  =  AJ:JB 


zj— z  :  z'— Zi  =AJ:JB  =  P':P 

P(z^-z)  =  P'(z'~zO 
4.     (P+POz,  =Pz  +  P'z'. 


Das  Product  einer  Kraft  multipliciert  mit  der 
Distanz  ihres  Angriffspunktes  von  irgend  einer  Ebene, 
wird  das  Moment  dieser  Kraft  bezüglich  dieser  Ebene 
genannt.  Hier  sind  die  Producte  P z,  P' z',  (P  -f-  P')  Zj,  die  Momente 
der  Kräfte  P,  P',  (P  +  P')  bezüglich  der  Ebene  der  xy,  nämlich 
der  Producte  der  Kräfte  multipliciert  mit  den  respectiven,  der 
z-Achse  parallelen  Distanzen  ihrer  Angriffspunkte  von  der  Ebene 
der  xy. 

Sind  die  beiden  Kräfte  P,  P'  in  entgegengesetztem  Sinne  ge- 
richtet, so  lässt  sich  in  derselben  Weise  das  Resultat  beweisen 
wonach  man  hat 

5.     (P— P')zi=Pz— Fz'. 

§  40.  Diese  beiden  Resultate  geben  folgendes  Theoreme:  Das 
Moment  der  Resultante  zweier,  an  zwei  invariable  ver- 
bundenen Punkten  wirkenden  Kräfte,  bezüglich  irgend 
einer  Ebene,  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Momente  der  beiden  Kräfte  bezüglich  derselben  Ebene. 

Dasselbe  Theoreme  kann  in  derselben  Weise  bei  mehreren 
Kräften  bewiesen  werden.  Ferner  ist  selbstverständlich  dieses  Theoreme 
auch  bezüglich  der  Ebene  der  yz  und  der  xz  giltig  und  werden 
hier  die  Distanzen  der  Angriffspunkte  von  den  respectiven  Ebenen 
der  yz  und  der  xz,  parallel  den  respectiven  Achsen  der  x  und 
der  y  genommen.  Es  mögen  also  einige  der  Kräfte  in  einem  Sinne, 
andere  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  stets  hat  man  nach- 
stehende Gleichungen,  wo  unter  Summe  die  algebraische  Summe 
verstanden  wird. 
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6. 


Rz,  =Pz  +  P'z'4-P"z"  +  ... 

und  ebenso 

R  X,  =  P  X  +  P'  x'  +  P  X"  +  . . . : 


=  SPz 

=  2Px 

=  2Py 


daher  bat  man 


z, 


^   XPz 

R 
_  SPx 

^-      !  '''  ~     K 


yi 


_  ^Pj 


l 


R 


und    mitbin    kann    die   Lage    des   Angriffspunktes   der  Resultante 
parallel  den  Kräften  stets  bestimmt  werden. 

§  41.  Reduciert   sich   das  System   auf  ein  Kräftenpaar,  so  ist 
R  =r  0  und  die  Gleichungen  7  werden 

SPx 


8. 


yi 


z, 


R 
IPy 

R 
X^Pz 

R 


•X) 


CO 


- —  :=:   OO 


In  diesem  Falle  gibt  es  keine  Resultante,  was  eben  die  Coordi- 
naten  andeuten,  die  ins  Unendliche  fallen. 

OleichgewtcAt  paralleler  Kräfte. 

§  42.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  des  Gleichgewichtes  bei  parallelen  Kräften 
die  sind^  dass  1.  jede  beliebige  Kraft  P  gleich  ist  der  Resultante 
aller  anderen  Kräfl;e,  welche  wir  mit  R''  bezeichnen  wollen,  2.  diese 
Kraft  P  der  Resultante  R"  direct  entgegengesetzt  ist. 

Wir   nehmen   nun   das  Coordinatensystem  in  der  Weise,   dass 

die  z- Achse  parallel  und  die  Ebene  der  xy  senkrecht  sei  zur  Richtung 

aller  Kräfte. 

Man  hat  daher 

R"  =  — P 

P  +  R"  =  P  +  P'  +  P"  +  . . .  =  X  P  =  0. 

Damit  weiter  P  direct  entgegengesetzt  sei  R",  müssen  beide 
einen  gemeinsamen  Angriffspunkt  haben.     Es   ist   also   nothwendig, 


folglich 


30 

dass   ihre   Coordinaten  x  und  7   in    der   Ebene    der   x  y    dieselben 
seien. 

Seien  also  die  Coordinaten  des  Punktes,  wo  die  B,**  angreift, 
in  der  Ebene  der  xy 

X  =  a,  y  =  ß. 

Dieselben  Coordinaten  müssen  dann  auch  für  den  Angriffs- 
punkt der  Kraft  P  gelten. 

Man  hat  nun 

R"  a  =  P'  x'  +  P"  x"  +  P"'  X'"  +  .  . . 

R''  ß  =  P'  y'  -j-  P"  y"  4-  P'"  y'''  +  .  .  . 

ferner 

R''a=  — Px 

R"ß  =  — Py 

P  X  +  P'  X'  +  P"  x"  +  . . .  =  S  P  X  =  0 

Py  +  P'y'  +  P"  x"  + . . .  =  s  Py  =  0. 

Die  Bedingungsglcichungen  des  Gleichgewichtes  sind  demnach 

[  SP  =  0 

9.      i;px  =  o 

|SPy  =  0 

Sind  umgekehrt  diese  drei  Bedingungsgleichungen  erfüllt,  dann 
besteht  das  Gleichgewicht.  ' 

Denn  sie  ergeben 

R"  =  — P,  R''a  =  Px,  R''  ß  =  — Py,  a  =  x,  ß  =  y 

mithin  P  gleich  und   direct  entgegengesetzt  ist  der  Resultante   aller 
anderen  Kräfte  R'*. 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes paralleler  Kräfte  sind  demnach  drei,  nämlich: 

1.  Das  die  algebraische  Summe  aller  Kräfte  gleich 
Null  sei. 

2.  Dass  auch  die  algebraische  Summe  der  Momente  der  Kräfte 
bezüglich  zweier  ihrer  Richtung  paralleler  Ebenen  gleich  Null  sei 
für  jede  dieser  Ebenen. 

§  43.  Wählt  man  ein  schiefwinkeliges  Coordinatensystem,  so 
kann  man  jede  Coordinate  mit  dem  Sinus  des  Winkels  multiplicieren, 
welchen  die  diesbezügliche  Achse  mit  der  Ebene  der  anderen  beiden 
Achsen  bildet  und  man  hat  dann  statt  x,  y,  z  die  von  den  Angriffs- 
punkten auf  die  Coordinatenebenen  gefkllten  Senkrechten. 
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Es  ist  daher  auch  nicht  nothwendig,  dass  die  beiden  Ebeneii, 
in  Beziehung  auf  welche  die  Momente  der  Kräfte  genommen  werden, 
auf  einander  senkrecht  stehen.  Diese  beiden  Ebenen  können  einen 
beliebigen  Winkel  einschließen  und  genügt^  dass  sie  der  Richtung 
der  Kräfte  parallel  sind.  Führt  man  ferner  die  Ebene  der  x  y  durch 
das  Centrum  der  parallelen  Kräfte,  dann  wird  z^  =  0,  folglich 

SPz==Rzi  =0. 

Dieses  sagt  in  Worten  ausgedrückt:  Die  algebraische 
Summe  der  Momente  paralleler  in  Beziehung  auf  eine 
Ebene,  die  durch  das  Oentrum  dieser  Kräfte  geht,  ist 
gleich  Null. 

Liegen  alle  Kräfte  in  einer  und  derselben  Ebeney  so  ist  die 
Bedingung  für  die  Momente  bezüglich  dieser  Ebene  schon  erfüllt, 
und  es  genügt  demnach,  wenn  die  Momente  bezüglich  noch  einer 
der  Richtung  der  Kräfte  parallelen  Ebene  gleich  Null  sind. 


Sechstes  Capitel. 

Eräftenpaare. 

§  44.  Unter  einem  Kräftenpaare  versteht  man  zwei  an  Intensität 
gleiche,  an  zwei  invariable  miteinander  verbundene  Punkte  A  B 
parallel,  jedoch  in  entgegengesetztem  Sinne  angreifende  Kräfte. 

Die  kürzeste  Distanz  der  beiden  Kräfte  eines  Paares 
nennt  man  den  Hebelarm  des  Paares. 

Das  Product  eines  der  beiden  Kräfte  mit  dem  Hebelarm  wird 
das  Moment  des  Kräftenpaares  genannt. 

Ein  Kräftenpaar  kann,  ohne  Änderung  des  Effectes, 
parallel  zu  sich  selbst  in 
seiner  Ebene  oder  nach  einer 
parallelen  Ebene  transpor- 
tiert werden,  vorausgesetzt, 
dass  der  neue  Hebelarm  mit 
dem  früheren  invariable  ver- 
banden ist. 

An  den  Punkten  A,  B  der 
Linie  AB  wirke  ein  Kräftenpaar 
P,  P'.  Es  sei  A'  B'  eine  der  A  B 
gleiche  und    parallele,    mit  dieser 

invariable  verbundene,   in   der  Ebene  PA  BP'   oder  außerhalb  der- 
selben  liegende  Linie.   An  den  Punkten  A'  B'  bringen   wir  je  zwei, 


Fig.  12. 
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in  direct  entgegengeBetztem  Sinne  gerichtete,  der  Kraft  P  gleiche 
und  parallele  Kräfte  P",  P'",  P"',  P""  an,  wodurch  der  Zustand  de» 
Systems  nicht  geändert  wird.  AP,  B' P"  setzten  sich  zusammen  zu 
einer  in  der  Mitte  der  Linie  AB'  in  0  angreifenden  Resultante 
=  2  P.  Auch  die  an  A',  B  angreifenden  Kräfte  P^  P'  setzen  sich 
zu  einer  in  0  angreifenden,  jener  Resultante  direct  entgegengesetzten 
Resultante  von  gleicher  Intensität  2  P  zusammen.  Dadurch  erscheinen 
die  vier  Kräfte  P  P"  P^'  P'  zerstört  und  es  verbleibt  nur  das  Kräften- 
par  P^^'P"  an  der  Linie  A'B'  wirkend. 

Das  Kräftenpaar  PP'  an  AB  ist  also  durch  das  Kräftenpaar 
pivpiii  ^jj  A'B'  mit  vollkommen  gleicher  Wirkung   ersetzt  worden. 

§  45.  Jedem  schiefwinkeligen  Kräftenpaar  kann  ein 
Kräftenpaar  substituiert  werden,  bei  welchem  die  Kräfte 
in  rechtwinkeliger  Richtung  zum  Hebelarm  wirken,  wenn 
der  neue  Hebelarm  mit  dem  alten  Hebelarm  AB  invariable 
verbunden  ist. 

An  A,  B  der  Linie  A  B  wirken  zwei  Kräfte  P,  P'  in  schief- 
winkeliger  Richtung   zum   Hebelarm    nach  AP',  BP.     Wir   ziehen 

Fig.  14. 


durch  die  Mitte  0  des  Armes  AB  eine  Senkrechte  A' B'  auf  die 
Richtungen  der  Kräfte  PP',  versetzen  diese  nach  A',  B',  so  haben 
wir  ein  neues  Kräftenpaar  mit  dem  senkrechten  Hebelarm  A'B', 
welches  jenes  vollkommen  ersetzt.  Das  Product  P .  A'  B'  ist  das 
Moment  des  Kräften paares. 

§  46.  Der  Effect  eines  Kräftenpaares  wird  auch  nicht 
geändert,  wenn  man  es  in  welcher  Weise  immer  in  seiner 
Ebene  oder  in  einer  parallelen  Ebene  um  einen  Winkel 
dreht,  vorausgesetzt,  dass  der  neue  Hebelarm  mit  dem 
früheren  invariable  verbunden  ist. 

Es  sei  P,  A  B  das  Kräftenpaar,  A'  B'  =  A  B  mit  dieser  Linie 
AB  invariable   verbunden.   An  A'  und  B^    bringen  wir  je  zwei  in 
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direct  entgegengefietztem  Sinne  wirkende  Kräfte  an,  also  vier  Kräfte 
P",  P",  P^',  P^,  jede  Kraft  der  P  gleich,  wodurch  der  Zustand 
nicht  geändert  wird.  Die  Kräfte  P,  P'"  aber,  beide  nach  U  versetzt, 
geben  eine  nach  C  O  wirkende  Resultante.  Die  Kräfte  P^  P^,  beide 
nach  D  versetzt,  geben  eine,  der  Resultante  CO  gleiche  und  direct 
entgegengesetzte,  nach  DO  wirkende  Resultante,  so  dasa  die  vier 
Kräfte  P,  P"',  P^,  P  zerstört  sind  und  bloß  das  Kräftenpaar  P",  P'' 
an  A'  B'  wirkend  verblieben,  welches  das  frühere  vollkommen  ersetzt. 

Aus  diesem  und  dem  vorvorletzten  Satze  ergibt  sich  folgendes 
Theoreme:  Ein  Kräftenpaar  kann,  ohne  Änderung  des 
Effectes,  parallel  zu  sich  selbst,  in  seiner  Ebene  trans- 
portiert, oder  in  eine  parallele  Ebene  überführt  und  in 
dieser  Ebene  beliebig  gedreht  werden,  vorausgesetzt,  dass 
der  neue  Hebelarm    mit   dem  früheren  fest   verbunden  ist. 

§  47.  Ein  Kräftenpaar  kann,  ohne  Änderung  des 
Effectes,  durch  ein  anderes,  in  derselben  Ebene  oder  in 
einer  demKräftenpaare  parallelenEbene  liegendes  Kräften* 

m 

paar,  mit  geändertem  Hebelarm  ersetzt  werden,  wenn  die 
Größe  des  Momentes  ungeändert  bleibt  und  die  neuen 
Punkte  mit  denfrüherenPunkteninvariable  verbunden  sind. 
Es  sei  das  Kräftepaar  P,  A  B.  Vor  allem  kann  man  das  Paar 
in  eine  parallele  Ebene  versetzen.  In  dieser  neuen  parallelen  Ebene 
verlängern  wir  den  Hebelarm  bis  C,  bringen 
an  den  Punkten  B  nnd  C  je  zwei  direct  ^^- 

entgegengesetzte  gleiche KrÄfteQ,Q',Q",Q"'  P'        Q,'" 


a' 


C 


|/' 


von  solcher  Intensität   an,  dass  Q  .  B  C  = 

P.AB  ist,   wodurch   der  Zustand  des  Sy-     ji B 

Sterns  nicht  geändert  wird.  Andererseits 
setzten  sich  P'  Q'  zu  einer  Resultante 
P'  -[-  Q*   in   B   nach   einer   Richtung   zu-      ^  ^ 

sammen.  Die  Kräfte  P,  Q",  indem  P .  A  B  =  Q"  B  C  ist,  setzen 
sich  ebenfalls  zu  einer  Resultante  P  4-  Q"  ii^  B  nach  direct  ent- 
gegengesetztem Sinne  zusammen  und  erscheinen  diese  vier  Kräfte 
zerstört,  so  dass  bloß  das  Kräftepaar  Q,  Q"'  mit  dem  Hebelarm  B  C 
verblieben.  Das  Kräftenpaar  P,  AB  ist  demnach  durch  ein  anderes 
Kräftenpaar  Q,  BC,  wo  Kraft  und  Hebelarm  von  dem  früheren 
differieren  und  nur  deren  Momente  gleich  sind,  vollkommen  ersetzt 
worden. 

§  48.  Befindet    sich    also   in  einer  Ebene   ein  Kräftenpaar   P, 
AB  und   in   einer  jener  Ebene   parallelen  Ebene  ein  zweites  Paar 

WeiKstoin,   Rationelle  Mechanik.  T.  3 
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Q,  BC,  wo  die  Momente  P  .  A  B  =  P  .  B  C  sind,  so  sind  diese  Paare 
gleichwertig  und  können,  wenn  die  Hebelarme  A  B,  B  C  invariable 
miteinander  verbunden  sind,  eines  durch  das  andere  ersetzt  werden. 

Drehungsrichtung  der  Paare, 

§  49.  Wir  wissen,  dass  ein  Kräftenpaar  keine  Resultante  hat, 
was  aber  nach  den  entwickelten  Grundsätzen  direct  bewiesen  werden 
kann.  Würde  ein  Kräftenpaar  eine  Resultante  haben,  so  würde  eine 
direct  entgegengesetzte  Kraft  R'  dessen  Wirkung  aufheben  und 
Oleichgewicht  herbeiführen.  Nun  kann  man  aber  das  Paar  ohne 
Änderung  des  Effectes  in  der  Weise  parallel  verschieben,  dass  eine 
Kraft  P  des  Kräftenpaares  sich  mit  R'  zu  einer  Kraft  S  zusammen- 
setzen. Wir  würden  also  dann  zwei  ungleiche  Kräfte  S  und  P'  haben, 
welche  sich  unmöglich  Gleichgewicht  machen  können,  da  sie  weder 
einander  gleich  noch  direct  entgegengesetzt  sind. 

Die  Wirkung  eines  Paares  besteht  in  der  That  nur  darin,  den 
Hebelarm  um  seine  Mitte  O  zu  drehen,  gleichsam  wie  um  eine 
Achse  nach  der  einen  oder  der  anderen  Richtung. 

§  50.  Aus  obigen  Grundsätzen  ist  ferner  zu  ersehen,  dass  der 
Effect  eines  Kräfcenpaares  nur  von  der  Position  seiner  Ebene,  seinem 
Momente  und  dem  Sinne  der  Richtung  der  Drehung  abhängt. 

Um  Moment  und  Sinn  der  Drehungsrichtung  gehörig  zu 
messen  und  zu  bezeichnen,  errichtet   man   nach  dem  Vorgange  von 

Poinsot  in  der  Mitte  oder  in  einem 
beliebigen  Punkte  des  Hebelarmes  AB 
auf  der  Ebene  des  Kräftenpaares  eine 
Senkrechte  Os,  Achse  des  Kräften- 
paares genannt,  deren  Länge  dem  Mo- 
mente des  Kräftenpaares  P  .  AB  gleich 
ist,  das  ist  von  einer  Länge,  welche 
ebensoviele  Längeneinheiten  als  das 
Moment  des  Paares  Flächeneinheiten  enthält.  Diese  Achse  reprä- 
sentiert an  Größe  das  lineare  Moment  des  Paares. 

Um  ferner  den  positiven  oder  negativen  Sinn  der  Drehung 
des  Paares  genau  zu  bezeichnen,  wählen  wir  eine  Richtung,  es  sei 
von  der  Linken  zur  Rechten,  die  wir  als  positiv,  und  sodann  die 
Drehung  in  entgegengesetztem  Sinne  von  rechts  nach  links  als 
negativ  bezeichnen.  Wir  nehmen  nun  nach  dieser  getroffenen  Wahl 
an,  dass  ein  Beobachter,  mit  den  Füßen  auf  einer  Seite  der  Ebene 
des  Paares   gestellt,   längs  der  Achse   das  Auge   auf  die  Spitze  der 
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Achse  S  gerichtet,  sehe  die  Drehung  des  Paares  von  seiner  Linken 
zur  Rechten,  wie  den  Zeiger  einer  Uhr,  vor  sich  gehen,  so  hat  man 
den  positiven  Sinn  der  Drehung  des  Paares.  Die  Richtung  also,  nach 
welcher  dieser  Beobachter  hinsehen  muss  längs  der  Achse,  um  diese 
Weise  der  Drehungsrichtung  zu  erhalten,  bestimmt  die  Achsenrichtung 
des  Paares.  Die  Direction  und  die  Länge  der  Achse  bestimmen  dem- 
nach Sinn  und  Größe  des  Eräftenpaares. 

Siebentes  Capitel. 
Zusammensetzung  von  Eräftenpaaren. 

§51.  Zwei  an  einem  soliden  Körper  wirkende  Kräften- 
paare, deren  Achsen  parallel  sind,  setzen  sich  zu  einem 
einzigen  Paare  zusammen,  dessen  Achse  die  algebraische 
Summe  der  Achsen  der  beiden  Kräftenpaare  gleich  ist. 

Haben  nämlich  die  beiden  Paare  parallele  Achsen,  so  kann 
man  sie  nach  früherem  in  dieselbe  Ebene  bringen  und  ihnen  daselbst 
denselben  Hebelarm  geben,  und  alsdann  summieren  sich  die  Achsen 
wie  die  Momente,  und  betrachtet  man  die  rechtsdrehenden  als  positiv, 
so  wird  man  den  linksdrehenden  das  negative  Zeichen  geben. 

Derselbe  Lehrsatz  hat  selbstverständlich  auch  Geltung  bei 
Zusammensetzung  mehrerer  Kräftenpaare,  deren  Achsen  parallel  sind. 

§  52.  Zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende  Kräften- 
paare, deren  Ebenen,  mithin  deren  Achsen  einen  Winkel 
bilden,  setzen  sich  zu  einem  einzigen  Paare  zusammen, 
dessen  Achse  die  Diagonale  des  aus  den  Achsen  der  beiden 
Paare,  unter  dem  Winkel,  den  sie  einschließen,  gebildeten 
Parallelogramms  ist. 

Die  Ebenen  der  Paare  schneiden  sich  in  einer  Linie  A  A'.  Zu- 
nächst also  verschiebt   man  die  Paare   parallel   und    gibt   denselben 
einen  gemeinsamen  Hebelarm,  und 
zwar    die  Linie  A  A',   in  der  sich  ^^^'  ^^' 

die  Ebenen  schneiden,  in  der  Weise, 
daas  zwei  Kräfte  beider  Paare  am 
Anfangspunkte  des  Hebelarmes 
und  die  anderen  beiden  Kräfte  am 
Endpunkte     des    Armes    wirken. 

Diesen  Arm  AA'  kann  man  der  Einheit  gleich  nehmen.  Alsdann 
erscheinen  die  Achsen  der  beiden  Paare  durch  dieselben  Strecken 
repräsentiert,  wie  die  respectiven  einzelnen  Kräfte  der  Paare. 

3* 
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Seien  also  AP,  A'P'  und  AQ,  A'Q'  die  beiden  Paare,  so 
wurden  die  beiden.  Kräfte  A  P,  A  Q  von  einer  Seite  und  die  zwei 
Kräfte  A'P',  A'Q'  von  der  anderen  Seite  zusammengesetzt  und 
man  erhält  das  Paar  AR,  A'R',  wo  AR,  A'R'  die  Diagonalen  der 
beiden  Parallelogramme  sind.  Dreht  man  das  Parallelogramm  AP QR 
um  90®,  so  erscheinen  die  Strecken  AP,  AQ,  AR  als  Achsen  der 
zusammengesetzten  Paare  und  des  resultierenden  Paares,  und  AR 
bleibt  immer  die  Diagonale  des  Parallelogrammes  APRQ. 

§  53.  Mehrere  Paare  setzten  sich  in  derselben  Weise  zu  einem 
einzigen  Paar  zusammen,  dessen  Achse  die  Resultante  der  Achsen 
der  Componentenpaare  ist. 

Ebenso  kann  man  ein  Kräftenpaar  in  mehrere  andere  zerlegen 
und  dies  in  verschiedener  Weise. 

Kräftenpaare  setzen  sich  demnach  wie  Kräfte  zusammen,  die  an 
Größe  und  Richtung  den  linearen  Momenten  dieser  Paare  gleich  sind 
und  an  einem  Punkte  wirken,  da  man  die  Ebenen  der  Paare  parallel  zu 
sich  selbst  uud  in  der  Weise  transportieren  kann,  dass  ihre  Ebenen 
und  respective  deren  Achsen  durch  denselben  Punkt  gehen.  Drei  nicht 
in  einer  Ebene  liegende  Paare  werden  sich  zu  einem  einzigen  Paare 
zusammensetzen,  dessen  Achse  die  Diagonale  eines  Parallelepipedes  ist, 
von  welchem  die  Achsen  der  Componentenpaare  die  Seiten  sind. 

Achtes  Capitel. 

Reduction  von  Kräften  an  einem  invariablen  Punktsysteme. 
§  54.  Wirken  Kräfte  an  einem  System  invariable  verbundener 

p,    -g  Punkte  oder  an  einem  soli- 

den Körper,  und  nehmen 
wir  an,  die  Punkte  A,  B,  C 
seien  von  den  Kräften 
P,  P',  P"  soUiciüert,  so 
kann  mit  diesen  Kräften 
folgende  Reduction  vorge- 
nommen werden. 

Bringen  wir  an  einem 
beliebigen,  im  Körper  ge- 
nommenen Punkte  0  je 
zwei ,  den  respectiven 
Kräften  P,  P',  P"  parallele, 
gleiche  und  einander  direot  entgegengesetzt  wirkende  Kräfte  an,  wo- 
durch der  Zustand  des  Systems  nicht  geändert  wird.    Statt  jeder  Kraft 
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bekommen  wir  aber  drei  Kräfte  und  respectire  die  Kraft  P  parallel 
versetzt  nach  0  nebst  einem  Kräftepaare  P,  P,,  Tereehen  mit  einem 
gewissen  Hebelarm  und  so  bei  allen  anderen  Kräften  P',  P". 

Jede  an  einem  Körper  wirkende  Kraft  kann,  ohne 
Änderung  des  Effectes,  durch  eine  gleiche  und  parallele, 
nach  einem  beliebigen  Punkte  des  Körpers  versetste  Kraft 
nebst  einem  Kräftenpaare,  angreifend  an  beiden  Angriffs- 
punkten, ersetzt  werden. 

Nehmen  wir  diese  Operation  bei  allen  anderen  Kräften  vor, 
so  bekommen  wir  alle  Kräfte  parallel  nach  einem  beliebigen  Punkte 
des  Körpers  yerschoben  und  eine  Anzahl  Ton  Kräftenpaaren. 

Alle  nunmehr  an  einen  einzigen  Punkt  0  verschobenen  und  da- 
selbst angreifenden  Kräfte  haben  eine  Resultante  und  die  Kräften- 
paare können  ebenfalls  zu  einem   einzigen  Paare  vereinigt  werden. 

Dabei  sieht  man,  dass  Größe  und  Richtung  der  Resultante  der 
Kräfte  vom  Punkte  0  unabhängig  sind.  Dagegen  ändert  sich  die 
Position  und  das  Moment  dos  resultierenden  Paares  mit  dem  Punkte  0. 

Jede  Anzahl  von  an  einem  soliden  Körper  angreifen- 
den Kräften  lässt  sich  demnach  auf  eine  Kraft  und  ein 
Kräftenpaar  reducieren. 

§  55.  Da  man  ferner  eine  Kraft  des  Resultantenpaares  parallel 
zu  sich  bis  zum  Punkte  0  verschieben  und  mit  der  Resultante  zu 
einer  neuen  Resultante  vereinigen  kann,  so  dass  wir  diese  Kraft  und 
die  vom  Paare  verbliebene  Kraft  haben,  welche  im  allgemeinen  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  haben  wir  den  weiteren  Satz:  Eine  be- 
liebige Anzahl  von  Kräften,  welche  an  einem  System  in- 
variable miteinander  verbundener  Punkte  angreifen,  kann 
auf  zwei  Kräfte  reduciert  werden,  welche  im  allgemeinen 
nicht  in  einer  Ebene  liegen  und  von  denen  eine  Kraft  durch 
einen  beliebigen  Punkt  0  geht. 

Reductton  auf  eine  Kraft  und  ein  paralleles  Kräftenpaar, 

§  56.  Die  Reduction  der  an  einem  Punktsystem  oder  soliden 
Körper  angreifenden  Kräfte  auf  eine  Kraft  und  ein  Kräftenpaar 
kann  in  mannigfacher  Weise  geschehen,  je  nach  der  Wahl  des 
Punktes  0,  wohin  die  Kräfte  verlegt  wurden. 

Man  kann  aber  den  Punkt  0  so  erhalten,  dass  die  Achse  des 
resultierenden  Paares  der  Resultante  der  Kräfte  parallel  ist. 

Das  resultierende  Paar  kann  nämlich  immer  in  zwei  Paare  in 
der  Weise  zerlegt  werden,  dass  die  Achse  des  einen  Paares  mit  der 
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Resultante  aller  Kräfte    parallel   geht,   die   die   Achse    des    anderen 
Paares  auf  der  Resultante  senkrecht  steht. 

Bezeichnen  wir  das  resultierende  Paar  mit  Q  und  bildet  es, 
das  ist  dessen  Achse  mit  der  Resultante  aller  Kräfte,  die  wir  R 
nennen,  den  Winkel  i,  so  wird  das  parallele  Paar  gleich  sein  6  cos  i 
and  das  normale  Paar  gleich  sein  Qt  sin  i. 

Dabei  kann  immer  das  normale  Paar  durch  eine  Drehung 
so  gestellt  werden,  dass  die  Kräfte  des  Paares  parallel  der  Resultante 
aller  Kräfte  werden. 

Auch  heben  wir  hervor,  dass,  wenn  wir  von  Richtung,  öröße, 
Projection  und  Componenten  eines  Paares  sprechen,  wir  stets  darunter 
nicht  das  Paar  selbst,  sondern  seine  Achse  verstehen. 

Da  nun  unter  normalem  Paare  hier  und  weiterhin  verstanden 
wird,  dass  die  Achse  des  Paares  normal  zur  Resultante  steht,  so 
werden  die  Kräfte  des  Paares  parallel  der  Resultante  aller  Kräfte 
sein.  Parallele  Kräfte  können  aber  mit  der  Resultante  aller  Kräfte 
zu  einer  neuen  resultierenden  einzigen  Kraft  vereinigt  werden,  wo 
dann  aber  nicht  mehr  der  früher  willkürlich  gewählte  Punkt  O, 
sondern  ein  neuer  Punkt  O'  als  Angriffspunkt  der  Kräfte  sein  wird, 
wohin  alle  Kräfte  verlegt  erscheinen. 

Nebst  dieser  neuen  Resultante  R'  wird  noch  ein  Kräftenpaar 
sein,  dessen  Achse  der  Resultante  R'  parallel  ist,  was  wir  eben  an- 
gestrebt. 

§  57.  Diese  Zerlegung  aller  Kräfte  in  eine  Resultierende  und 
ein  Kräftenpaar,  dessen  Achse  der  Resultante  parallel  ist,  kann  nur 
in  einer  einzigen  Weise  effectuiert  werden.  Denn  überführt  man  die 
Resultierende  parallel  zu  sich  selbst,  so  bekommt  man  ein  neues 
normales  Paar,  welches  mit  dem  früheren  parallelen  Paare  sich  zu- 
sammensetzend, Richtung  und  Größe  des  Paares  nothwendig  ändern, 
und  die  Achse  des  Paares  nicht  mehr  der  Resultante  parallel  sein 
wird.  Die  Resultante,  die  man  durch  diese  Operation  erhält,  wird 
Resultante  der  Translation  und  ihre  Richtung  die  Central- 
achse  des  Kräftensystems  genannt. 

Das  parallele  Kräftenpaar  heißt:  Das  Paarminimum.  Denn 
das  frühere  Paar  hatte  noch  ein  normales  Paar,  einen  Theil  des 
früheren  Paares,  also  das  normale  Paar  haben  wir  mit  der  Resul- 
tierenden vereinigt  und  das  zurückgebliebene  ist  also  Minimum.  Die 
Größe  des  Paarminimum  ist,  wie  wir  gesehen  =  G  cos  i. 

Wir  haben  demnach  folgendes  Theoreme: 
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Ein  KräftenBystem  kann  immer  auf  eine  einzige  Kraft 
und  ein  Paar,  dessen  Achse  dieser  Kraft  parallel  ist,  redu- 
eiert  werden. 

Schließlich  wird  Folgendes  hervorgehoben.  Zerlegen  wir  die 
Resultante  der  Kräfte,  die  wir  mit  R'  bezeichnen,  in  drei  Compo- 
nenten  nach  den  Achsen  X,  Y,  Z  und  auch  das  Paar  in  drei  Compo- 
nenten  nach  den  Achsen,  und  seien  diese  6',  G'',  Ot"\ 

Da  beide  die  Resultante  der  Kräfte  und  die  Achse  des  Paares, 
die  wir  mit  G|  bezeichnen,  parallel  sind,  so  bilden  sie  mit  den 
Achsen  gleiche  Winkel. 


Es  wird  daher  sein 

X          G'    . 
R-          G,  ' 

Y'         G"        Z 
R          G,  '     R' 

G'" 

daher 

1      -^-■■- 

G' 

Y           Z           R' 
G"         G'"         G,  • 

Parallele  Kräfte  in  einer  Ebene, 

§  58.  Sind  alle  Kräfce  parallel  und  liegen  in  einer  Ebene,  als- 
dann wählen  wir  einen  in  der  Ebene  liegenden  Punkt  O,  fuhren 
durch  diesen  Punkt  eine  zu  den  Kräften  parallele  Linie,  versetzen 
dahin,  in  der  Weise,  wie  im  §  54,  alle  Kräfte  und  fUlIen  von  O 
eine  Senkrechte  auf  die  Kräfte.  Die  algebraische  Summe  aller  nach  O 
parallel  verlegten  Kräfte  gibt  eine  Resultante,  die  wir  mit  R  be- 
zeichnen, 80  dass  man  hat 

R  =  SP 

ferner  sind  auch  die  Achsen  der  aus  dieser  Reduction  erhaltenen 
Kräftenpaare  parallel  und  das  Resultantenpaar  ist  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  einzelnen  Paare.  Bezeichnet  man  nun  die  von 
O  auf  die  Kräfte  gefällten  Senkrechten,  welche  die  Hebelarme  der 
Paare  sind,  mit  p,  p',  p"  und  das  resultierende  Paar  mit  G,  so  hat  man 

G  =  SPp. 

Das  Moment  des  Kräftenpaares  Pp,  also  das  Product  der  Kraft 
mit  dem  darauf  senkrechten  Hebelarm,  mithin  der  Kraft  mit  der 
vom  Punkte  O  darauf  gefkllten  Senkrechten,  wird  auf  das  Moment 
der  Kraft  in  Beziehung  auf  den  Punkt  O  genannt. 
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Zusammensetzung  von  Kräften. 

§  Ö9.  Die  Kräfte  können  aber  auch  in  anderer  Weise  redu- 
eiert  werden,  wenn  man  diese  auf  ein  Coordinatensystem  bezieht. 
Wir  wählen  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem. 

Wir  wissen,  dass  jede,  an  welchem  Punkte  immer  angreifende 
Kraft  P  in  drei  Componenten,  parallel  den  Coordinatenachsen  zerlegt 

werden  kann.  Wir  nen- 
^^^-  ^^-  nen  diese  Componenten 

X,  Y,  Z.  Die  Coordi- 
naten  des  Punktes  K 
sind,  wie  aus  der  Figur 
zu  ersehen,  x  =  KL, 
y  =  OB,  z  =  AO. 

Wir  nehmen  eine 
der  am  Punkte  K,  statt 
der  Kraft  P,  nunmehr 
wirkenden  drei  Compo* 
nenten,  die  Componente 
X,  welche  parallel  der 
X-Achse  angreift,  und 
führen  mit  ihr  folgende 
Operation  durch.  Am  Ursprünge  des  Coordinatensystems  O  bringen  wir 
zwei  der  X  gleiche  und  parallele,  einander  direct  entgegengesetzte  Kräfte 
X'  und  X''  an,  wodurch  der  Zustand  des  Systems  nicht  geändert  wird. 
Wir  haben  also  in  dieser  Weise,  statt  der  Kraft  X,  eine  der  X  gleiche 
Kraft  X'  an  O  und  ein  Kräftenpaar,  zusammengesetzt  aus  den 
beiden,  der  X  gleichen  Kräften,  X  in  der  Richtung  X  K  und  X" 
in  der  Richtung  O  X".  Die  Kraft  X  versetzen  wir  in  ihrer  Richtung 
nach  L,  wo  sie  die  Ebene  Y  Z  trifft,  und  denken  wir  uns  die  Punkte 
L  wie  auch  0  mit  dem  Punktsystem  invariable  verbunden.  Das 
Kräftenpaar  XL,  OX",  dessen  beide  Kräfte  X,  X"  an  den  End- 
punkten L  und  0  der  Linie  LO  liegen,  kann  durch  ein  anderes 
ersetzt  werden.  Theilen  wir  nämlich  die  Linie  L  O  in  zwei  Hälften, 
verschieben  die  Kraft  LX  nach  der  Mitte  in  N,  der  ebenfalls  mit 
dem  System  invariable  verbunden  ist,  fügen  noch  eine  Kraft  X  am 
selben  Punkte  in  gleicher  Richtung  und  gleichem  Sinne  hinzu,  und 
auch  in  O  fügen  wir  eine  asweite  gleiche  Kraft  X"  hinzu,  in  gleicher 
Richtung  und  gleichem  Sinne.  Statt  des  früheren  Paares  X  L,  O  X" 
an  der  Linie  OL,    wo  an  jedem  Punkte  eine  X  wirkt,   haben  wir 
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jetzt  ein  Krftftenpaar,  wirkend  an  der  halb  so  großen  Linie  NO, 
wo  aber  an  jedem  Punkte  2X  angreifen,  welches  Paar  daher,  in 
Anbetracht,  dasa  der  Hebelarm  auf  die  Hälfte  gebracht  wurde,  das 
frühere  Paar  vollständig  ersetzt. 

Schließlich  kann  die  Kraft  2X  in  N  zerlegt  und  die  eine  X 
nach  A,  die  andere  nach  B,  beiden  Endpunkten  der  Diagonale  A  B, 
parallel  verschoben  werden.  Dabei  denken  wir  uns  alle  diese  Punkte 
mit  dem  Systeme  invariable  verbunden. 

§  60.  Durch  diese  Umwandelungen  haben  wir  den  Zustand  des 
Systems  nicht  geändert  und  Folgendes  erzielt. 

Statt  der  Kraft  X  an  K  haben  wir  1.  eine  Kraft  O  X'  an  O, 

2.  ein    Kräftenpaar  XX"   an    der  Linie   OB   in   der   Ebene   xy, 

3.  ein  Kräftenpaar  XX"  an  der   Linie  OA  in  der  Ebene  der  xz. 

Das  Moment  des  Kräftenpaares  in  dei^  Ebene  der  xy  ist 
gleich  — Xy.  Denn  der  Hebelarm  O  B  ist  gleich  y,  und  geben  wir 
ihm  das  Vorzeichen  — ,  weil,  wie  aus  der  Figur  zu  ersehen,  ein  Beob- 
achter in  der  Mitte  des  Hebelarmes  OB  die  Ebene  des  Paares  von 
rechts  nach  links  sich  drehen  sehen  wtlrde.  Das  zweite  Paar  in 
der  Ebene  der  xz  ist  gleich  Xz,  weil  der  Hebelarm  gleich  z  ist, 
und  die  Drehung,  wie  wir  sie  angenommen,  für  den  Beobachter  von 
der  Linken  zur  Rechten  geht. 

Die  anderen  beiden  Componenten  der  Kraft  P,  nämlich  Y,  Z 
können  in  derselben  Weise  transformiert  werden,  und  würde  die 
Kraft  Y  eine  Kraft  Y  an  O  parallel  in  der  Richtung  Oy,  ferner 
zwei  Paare  mit  den  Momenten  Yx  in  der  Ebene  der  xy  und  —  Yz 
in  der  Ebene  yz,  die  Kraft  Z  ebenfalls  eine  Kraft  Z  an  O,  in  der 
Richtung  OZ  und  zwei  Paare  mit  den  Momenten  — xZ  in  der 
Ebene  xz   und  yZ  in  der  Ebene  yz  ergeben. 

§  61.  In  dieser  Weise  kann  jede  der  Kräfte  des  Systems  P, 
?',  P"  . . .  ersetzt  werden. 

L  Durch  die  ursprünglichen  Componenten  in  K,  X,  Y,  Z 
versetzt  nach  0,  nach  den  Richtungen  der  drei  Achsen  Ox.  Oy, 
Gz  wirkend  und  nebstdem 

2.  durch  sechs  Paare,  von  welchen  zwei  Paare  in  der  Ebene 
Xy  liegen,  mit  den  Momenten  Yx— Xy,  deren  Achsen  der  Achse 
0  z  parallel  sind,  und  daher  in  ein  einziges  Moment  zusammengezogen 
werden  können,  zwei  Paare  in  der  Ebene  der  yz  mit  den  Momenten 
Zy — ^Yz,  deren  Achsen  der  Achse  Ox  parallel  sind  und  schließlich 
zwei   Paare  in   der  Ebene   der   xz   mit  den   Momenten   Xz— Zx, 
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deren  Achsen   der  Oy   parallel    sind   und  auch   hier  je  zwei  Paare 
auf  ein  Paar  reduciert  werden  können. 

Bei  den  anderen  Kräften  werden  wir  ähnliche  Ausdrücke  be- 
kommen, X',  T',  Tä    und  auch  die  Momente  in  dieser  Weise. 

Nehmen  wir  also  diese  Operation  bei  allen  Kräften  vor,  legen  alle 
Componenten  in  einer  Richtung  zu  einer  Componente  zusammen,  wobei 
einigen  Componenten  das  Vorzeichen  -|-,  anderen  das  Vorzeichen  — 
zukommen  wird,  welche  Vorzeichen,  wie  wir  wissen,  aus  den 
Cosinus  der  Winkel  entnommen  werden,  welche  die  Kräfte  mit  dea 
Achsen  einschließen  und  verstehen  wir  unter  Summe  die  algebraische 
Summe  der  Componenten,  so  erhalten  wir  die  Kräfte  decomponiert 
in  drei  Kräfte  und  drei  Paare. 

'  X  +  X'  +  X''  +  ...  =  SX 
2.    .    Y+Y'  +¥"+...  =  SY 

z  +  z  +  z  +  ...  =  i:z 

Zy  — Yz  +  Z'y'  — Y'z'  +  . , .  =  S  (Zy  — Yz)  =  L 
3.    j  Xz  — Zx  +  X'  z'  — Z'x'  +  . . .  =  S  (Xz  — Zx)  =  M 
Yx  -  Xy  +  Y'x'  — X'y'  +. . .  =  S  (Yx  — Xy)  =  N, 

wo   wir   nämlich    die   resultierenden  Paare  in    den  drei  Ebenen  der 
zy,  xz,  xy  mit  den  Buchstaben  L,  M,  N  bezeichnet  haben. 

Neuntes  Capitel. 

Oleichgewicht  von  an  einem  soliden  Körper  oder  Punktsystem  an- 
tretenden Kräften. 

§  62.  Aus  den  vorgenommenen  Reductionen  ergeben  sich 
nachstehende  Folgerungen. 

Ein  Kräftenpaar  P,  P'  und  eine  Kraft  S,  diese  möge 
einer  der  Kräfte  des  Paares  gleich  oder  davon  verschieden 
sein,  und  mögen  die  Richtungen  der  Kräfte  wie  immer  be- 
schaffen sein,  können  nicht  zusammen  Gleichgewicht 
bringen,  was  schon  fr (ih er  hervorgehoben  wurde.  Denn  man  kann 
das  Paar  parallel  verschieben,  eine  Kraft  desselben  mit  S  zusammen- 
setzen und  wir  bekommen  zwei  ungleiche  Kräfte,  die  sich  unmög- 
lich Gleichgewicht  machen  können. 

Auch  können  die  nach  einer  Achse  wirkenden  Kräfte  unmög- 
lich mit  Kräften  im  Gleichgewichte  sein,  die  nach  der  Richtung 
einer  zweiten  Coordinatenachse  wirken,  was  sich  von  selbst  ver- 
steht, da  zum  Gleichgewichte  erforderlich  ist,  dass  die  einen  Kräfte 
den  anderen  direct  entgegengesetzt  angreifen. 


1. 
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Ebensowenig  können  Paare,  deren  Achsen  nicht  parallel  sind, 
im  Gleichgewichte  sein. 

§  63.  Damit  also  Kräfte  an  einem  Punktsystem  sich 
Gleichgewicht  machen,  müssen  die  parallel  an  einen  Punkt, 
nach  der  Richtung  einer  jeden  Coordinatenachse  ver- 
schobenen Componenten  für  sich  gleich  Null,  und  eben  so 
jede  der  in  den  verschiedenen  Coordinatenebenen  liegen- 
den resultierenden  Paare  für  eich  gleich  Null  sein. 

Damit  also  alle  Kräfte  sich  Gleichgewicht  machen,  müssen 
folgende  sechs  Gleichungen  stattfinden: 

1.  i:x  =  o 

2.  E  Y  ==  O 

3.  S  Z  =  O 

4.  2(Zy-Yz)  =  L  =  0 

5.  S(Xz— Zx)=M  =  0 

6.  E(Yx— Xy)  =  N  =  0. 

Diese  sechs  Gleichungen  sind  nothwendig  und  hin- 
reichend, damit  ein  System  von  Kräften,  welches  an  einem 
freien  soliden  Körper  oder  an  einem  System  von  invariable 
miteinander  verbundenen  Punkten  angreift,  sich  Gleich- 
gewicht mache. 

Dabei  drücken  die  Bedingungen  1,  2,  3  aus,  dass  der  Körper 
nicht  fortgeschoben  werde,  indem  die  Kräfte  der  Translation  nach 
irgend  einer  Richtung  gleich  Null  sind,  SX=:0,  SY  =  05  2Z  =  0. 

Die  Bedingungen  4,  5,  6  drücken  aus,  dass  auch  keine  Drehung 
des  Körpers  stattfinde,  indem  die  Kräftenpaare,  also  die  Rotations- 
kräfte in  jeder  Ebene  gleich  Null  sind,  L  =:  0,  M  =  0,  N  =  0. 

§  64.  Dass  in  der  That  6  Bedingungsgleichungen  zum  Gleich- 
gewichte nothwendig  und  hinreichend  sind,  kann  man  aber  auch 
a  priori  einsehen. 

Es  sei  die  Anzahl  der  Punkte  im  soliden  Körper,  an  welchen 
die  Kräfte  angreifen,  gleich  n.  Um  nun  die  Solidität  des  Punktsystems 
auszudrücken,  werden  wir  andeuten,  dass  die  Punkte  miteinander 
durch  starre  Linien  invariable  verbunden  sind,  dass  daher  die 
Distanzen  zwischen  denselben  invariable  sind. 

Zu  diesem  Ende  werden  wir  drei  Punkte  A,  B,  C  hervorheben, 
sie  miteinander  durch  starre  Linien  verbinden,  und  daraus  bekommen 
wir  drei  Gleichungen,  indem  wir  ausdrücken,  dass  die  Distanzen 
constant  bleiben.  Die  restierenden  n — 3  Punkte  werden  wir  mit  jedem 
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der  bereits  fixierten  drei  Punkte  ebenfalls  durch  8tarre  Linien  ver- 
binden und  die  Invariabilität  der  Distanzen  von  jenen  drei  Punkten 
durch  Gleichungen  ausdrücken,  und  dies  in  der  Anzahl  3  (n — 3) 
=  3  n — 9.  Die  Anzahl  der  zur  Festsetzung  der  Invariabilität  der 
wechselseitigen  Distanzen  zwischen  den  Punkten,  um  auszudrücken, 
dass  das  System  solid  sei,  vorhandenen  Gleichungen  beträgt  dem- 
nach 3  n  — 9  +  3  =  3  n— 6. 

Da  aber,  um  die  3  n-Coordinaten  der  n-Punkte  des  Systems 
zu  bestimmen,  3  n-Gleichungen  erforderlich  sind,  erscheinen  noch 
sechs  Bedingungen  noth wendig  und  hinreichend,  um  sämmtliche 
3n-Coordinaten  dern-Punkte  zu  bestimmen,  und  auszudrtlcken,  dass 
alle  Punkte  des  Systems  fix  sind.  Zum  Gleichgewichte  sind  also 
sechs  Bedingungen  nothwendig  und  hinreichend. 

Sind  nicht  alle  Punkte  invariable  miteinander  verbunden, 
müssen  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  auch  diese  sechs  Gleichungen 
verificiert  sein.  Nur  sind  sie  nicht  hinreichend  und  müssen  noch 
andere  Gleichungen  hinzutreten,  wie  wir  weiter  sehen  werden. 
Andererseits  kann,  nach  der  Natur  des  Problems  oder  wenn  der 
Körper  nicht  vollkommen  frei  ist,  wie  wir  bald  sehen  werden,  eine 
oder  die  andere  der  Gleichungen,  als  bereits  von  selbst  erfüllt,  ent- 
fallen. 

§  65.  Sind  sämmtliche  Kräfte  einer  Geraden  und  einander 
parallel,  so  wählen  wir  jene  Gerade  zu  einer  Achse,  sei  es  der 
z- Achse.  Dadurch  fallen  nach  den  Achsen  der  O  x  und  der  O  y  gar 
keine  Componenten.  Alle  X  und  Y  entfallen  von  selbst,  da  jede 
gleich  Null  ist.  Jede  Z  ist  gleich  der  entsprechenden  P,  da  die  Pro- 
jectionen  der  Kräfte  auf  die  parallele  Achse  Oz  den  Kräften 
gleich  sind. 

Von  obigen  Gleichungen   entfallen  demnach  SX,   SY  und  N 

von  selbst.  £Z  =  SP,  L  wird  gleich  SZy  =  2Py.  M  wird  gleich 

S — Zx  =  S — Pxund  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  reducieren 

sich  auf  drei: 

1.  SP==0 

2.    I    2.  SPy  =  0 

3.  lFx  =  0. 

Dieselben  Gleichungen  haben  wir  bereits  §  42  in  anderer  Weise 
gefunden  und  man  drückt  sie  in  Worten  aus:  Zum  Gleichgewichte 
paralleler  Kräfte  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die   algebraische   Summe   der   Kräfte   gleich  Null    ist    und 
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3. 


Fig.  20. 


auch  die  algebraische  Summe  der  Paare  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  die  algebraische  Summe  ihrer  Momente 
in  Beziehung  auf  zwei  sich  schneidende,  zur  Richtung  der 
Kräfte  parallele  Ebenen  gleich  Null  ist. 

Die  erste  Bedingung  ist  nöthig,  damit  keine  Translation  statt- 
finde, die  zwei  anderen  Gleichungen,  damit  auch  keine  Rotation  erzeugt 
werde,  und  alsdann  ist  das  ganze  System  im  Gleichgewichte. 

§  66.  Befinden  sich  alle  Kräfte  in  einer  Ebene,  nehmen  wir  sie 
für  die  Ebene  der  xy,  und  so  entfallen  alle  Z  und  auch  die 
z-Achse,  mithin  alle  Coordinaten  z,  und  die  Gleichungen  reducieren 
sich  auf  folgende 

1.  SX  =  0 

2.  2  Y  =  0 

3.  S(Yx— Xy  =  0, 

als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingungen  des  Gleichgewichtes. 

§  67.  Kehren  wir  zur  Reduction  der  Kräfte  nach  §  54  zurück 
und  setzen  wir  voraus,  wie  im  letzten  Falle,   dass  sich  alle  Kräfte 

in  einer  Ebene  befinden,  die  wir 
für  die  Ebene  der  xy  nehmen. 
Nennen  wir  die  Kräfte  P,  P',  P", 
die  wir  nach  einem  Punkte  O  in 
der  Ebene  verlegen  und  die  auf 
die  Kräfte  gefällten  senkrechten 
Strecken  0  A,  O  B,  O  C,  p,  p',  p" . . ., 
und  betrachten  wir  A,  B,  C  als 
die  Angriffspunkte  der  Kräfte. 
Aus  der  Versetzung  der  Kräfte 
nach  O  haben  wir  alle  Kräfte  in  O 
wirkend  gleich  R,  ferner  Kräften- 
paare, wirkend  an  dem  Hebelarm  O  A  =  p,  an  dem  Hebelarm 
OB  =  p',  an  dem  Hebelarm  00  =  p"  und  so  fort,  welche  durch 
die  Größen  Pp,  P'p*,  P"p"...  vorgestellt  werden.  Alle  diese  Paare, 
von  welchen  einige  ihre  Ebene  in  einem  Sinne,  die  anderen  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  drehen,  setzten  sich  zu  einem  Resultanten- 
paare zusammen,  das  wir  mit  G  bezeichnen,  wobei  die  Achsen  der 
in  einer  Ebene  liegenden  Paare  parallel  sind. 

Wir  haben  also  die  Gleichung 

G  =  Pp-f  Fp'4-P"p"  +  ..  ., 
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wo  wir  unter  Summe  die  algebraische  Summe  versteheu^  dabei  köonen 
P,  P\  . .  positiv  oder  negativ  sein,  je  nachdem  sie  in  einem  oder  ent- 
gegengesetztem Sinne  wirken,  und  auch  p,  p'  positiv  oder  negativ 
sein,  je  nachdem  sie  in  Beziehung  auf  O  in  der  einen  oder  entgegen- 
gesetzten  Seite  liegen  und  darnach  hat  man  das  Vorzeichen  der 
Producte  P  p,  P'  p' 

Das  Resultantenpaar  ist  also  gleich  der  Summe  der  Momente 
aller  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Punkt  O. 

Das  Resultantenpaar  £  ( Y  x — X  y)  ist  also  auch  gleich  S  P  p, 
und  man  hat  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes,  statt  der  dritten  der 
Gleichungen  3,  die  Gleichung 

S(Yx~Xy)  =  i;Pp  =  0. 

Das  Product  Pp  einer  Kraft  multipliciert  mit  der  von  irgend 
einem  Punkte  auf  die  Kraft  gefällten  Senkrechten,  nennt  man  das 
Moment  der  Kraft  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt,  was  wir  bereits 
früher  bemerkt.  Beim  Gleichgewichte  muss  also  auch  die  Summe 
der  Momente  aller  Kräfte,  bezogen  auf  irgend  einen  Punkt  der 
Ebene,  wo  die  Kräfte  wirken,  gleich  Null  sein. 

§  68.  Findet  sich  im  Punktsystem  ein  fixer  Punkt,  so  nehmen 
wir  ihn  zum  Coordinatenursprunge.  Es  sei  also  O  dieser  fixe  Punkt, 
alsdann  brauchen  die  Kräfte  der  Translation  £X,  SY,  HZ  nicht 
mehr  gleich  Null  sein,  der  Körper  oder  das  Punktsystem  kann  nicht 
fortgeschoben  werden  und  jede  angestrebte  Translation  nach  irgend 
einer  Richtung  wird  durch  die  Fixität  des  Punktes  aufgehoben. 
Diese  drei  Gleichungen  haben  demnach  zu  entfallen  und  es  müssen 
nur  die  drei  Gleichungen 

L  =  0,  M  =  0,  N  =  0 

erfüllt  sein,  damit  Gleichgewicht  stattfinde  und  drücken  aus,  dass 
auch  keine  Drehung  stattfinde,  indem  die  Kräftenpaare,  also  die 
Rotationskräfte  in  jeder  Ebene  gleich  Null  sind. 

Man  kann  die  Fixität  des  Punktes  durch  eine  unbekannte 
Kraft  ersetzen  und  den  Körper  ab  völlig  frei  betrachten.  Lassen 
wir  nun  das  Coordinatensystem  durch  den  fixen  Punkt  als  Ursprung 
gehen  und  bezeichnen  die  Componenten  dieser  unbekannten  Kraft, 
dieser  Reaction  des  fixen  Punktes,  welche  s  heißen  möge  und  die 
durch  den  Coordinatenursprung  geht,  nach  den  Achsen  mit  s',  s", 
s'".  Alsdann  werden  wir  für  das  Gleichgewicht  des  nunmehr  ganz 
freien  Körpers  die  Gleichungen  haben 
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2X  +  8'    =0 

4.    ^SY  +  8-  =0 

S  Z  +  8'''  =  o, 


dann  wie  früher 


5. 


j  M  =  0 
[  N  =  0. 


Die  Gleichungen  5  bleiben  ungeändert  und  bekommen  durch 
die  eingeführte  neue  Kraft  s  keinen  neuen  Ausdruck^  weil  sie  die 
durch  den  Coordinatenursprung  gehende  Kraft  der  Reaction  s  nicht 
enthalten  können. 

Aus  den  ersten  drei  Gleichungen  hat  man  die  Werte  von 
8*,  s'',  s'"  und  die  letzten  drei  Gleichungen  sind  Gleichgewichts- 
bedingungen. 

Die  Gleichungen  4  zeigen,  dass  die  Reaction  (s',  s",  s'")  der 
Resultante  (X,  Y,  Z)  gleich  und  direct  entgegengesetzt  ist. 

§  69.  Finden  sich  zwei  fixe  Punkte  im  Systeme,  also  eine 
fixe  Achse,  so  wählen  wir  sie  zu  einer  Coordinatenachse,  es  sei  der 
z-Achse.  Die  Translationskräfte  brauchen  nicht  gleich  Null  zu  sein 
und  entfallen.  Die  Kräftenpaare  in  der  yz  und  der  xz  brauchen 
ebenfalls  nicht  gleich  Null  zu  sein,  sie  werden,  ihre  Intensität  möge 
wie  immer  beschaffen  sein,  durch  die  Fixität  der  Achse  O  z  zerstört. 
Dies  sieht  man  schon  daraus«  da  wir  die  Kräftenpaare  drehen 
können,  der  Art,  dass  die  beiden  Kräfte,  welche  jedes  der  Paare 
bilden,  senkrecht  zur  fixen  Achse  sind,  wo  dann  diese  die  Kräfte 
zerstört. 

Es  entfallen  demnach  von  den  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes 1,  2,  3,  4,  5  als  hier  nicht  nöthig  und  verbleibt  bloß  die 

Gleichung  6 

N  =  0, 

welche  erfüllt  sein  muss,  damit  Gleichgewicht  stattfinde  und  nicht 
Ton  den  Kräftenpaaren  in  .der  Ebene  der  x  j  eine  Drehung  um  die 
Achse  Oz  erzeugt  werde. 

Könnte  der  Körper  längs  der  Achse  gleiten,  so  gehört  zum 
Gleichgewichte  noch  die  Bedingung 

Z  =  0 

und  müssen  demnach,  damit  Gleichgewicht  stattfinde,  zwei  Gleichungen 
erfüllt  sein 

2:z  =  o,  N  =  0. 
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§  70.  Man  kann  auch  hier  statt  der  fixen  Achse,  die  man 
als  nicht  vorhanden  betrachtet^  zwei  unbekannte  Kräfte,  die  Reaction 
der  Achse  einführen, 

Nimn^t  man  auf  der  Achse,  die  wir  für  die  z-Achse  nehmen, 
zwei  Punkte,  den  einen  zum  Ursprünge,  dessen  Coordinaten  mithin 
x  =  0,  y  =  0,  z  =  0  sind,  den  anderen  in  der  Höhe  =  h,  dessen 
Coordinaten  also  x  =  0,  y==0,  z  =  h  sind,  bringt  daran  die  beiden 
Kräften  an,  die  wir  mit  s  und  s^  und  deren  Componenten  wir  mit 
s',  s",  s'"  und  s'i,  s",,  s'",  bezeichnen,  so  haben  wir  als  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes  des  nunmehr  ganz  freien  Körpers 

SX  +  s'  +  s',  =0 
SY  +  s"  +  8"i  =0. 

L— s"i  h  =  0 
M  +  s',  h  =  0 
N  =  0. 
Die  letzte  Gleichung  ist  die  einzige  Bedingungsgleichung  N  =:  0. 
Aus    den    übrigen    fünf  Gleichungen    findet    man    die   Werte   von 

M 

S,S|S     fSj,B|,S      I,    aiS    8  I   ■'  '    '^"~    j       U«    B    IV« 

Die  dritte  Gleichung  gibt  s'"  +  s"',  =  — SZ,  also  bloß  die 
Summe  beider  Größen  s'"  -[-  s"\,  was  sein  muss,  denn  diese  beiden, 
in  derselben  Richtung  wirkenden  Kräfte  könnte  man  am  Ursprünge 
anbringen.  Würde  man  statt  zwei  Punkte  drei  Punkte  fixieren,  so  hat 
man  immer  nur  fünf  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  neun  Compo- 
nenten, so  dass  die  Vertheilung  der  Reaction  nicht  bestimmt  ist 
und  willkürlich  gemacht  werden  kann.  In  der  Natur  ist  alles  be- 
stimmt und  hängt  die  Vertheilung  der  Drucke  von  der  Vertheilung 
der  inneren  Kräfte  ab.  Um  also  die  Größen  s'",  s'",  zu  bestimmen, 
müsste  man  die  Art  der  Vertheilung  der  inneren  Kräfte  kennen, 
was  aber  die  Kräfte  der  Analjsis  übersteigt.  Nur  durch  die  Er- 
fahrung können  wir  die  Vertheilung  der  inneren  Kräfte  eines  Körpers 
wissen  und  daher  kann  jede  der  Größen  s",  q'*\  nicht  abgesondert 
bestimmt  sein. 

§  71.  Stützt  sich  ein  Körper  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Punkten  auf  einer  Ebene,  so  nehmen  wir  diese  zur  Coordinaten- 
ebene  der  xy,  wo  also  jede  Componente  nach  der  z- Achse  durch 
den  Widerstand  der  Ebene  xy  aufgehoben  wird.  Die  Componente 
nach  der  z-Achse  braucht  demnach  nicht  gleich  Null  zu  sein,  und 
haben    deshalb   die  Gleichungen    SZ   wie  auch   L,  M  zu    entfallen. 
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da  die  der  z- Achse  parallelen  Kräfte  keine  Wirkung  ausüben,  so 
dass  bloß  die  Gleichungen  verbleiben 

2X  =  0,  2Y  =  0,  N  =  0, 

welche  erfüllt  sein  mtissen,  wenn  Gleicbgewicbt  stattfinden  soll. 

§  72.  Man  kann  auch  hier  die  normale  Reaction  der  Ebene  als 
Kraft  einführen  und  den  Körper  als  völlig  frei  betrachten.  Bezeichnen 
wir  sie  mit  s',  so  hat  man,  wenn  man  den  Stützpunkt  zum  Ursprünge 
nimmt,  indem  nur  die  eine  Gleichung  bezüglich  £Z  geändert  wird, 
die  anderen  fünf  Gleichungen  aber  offenbar  ungeändert  bleiben,  statt 
der  dritten  der  Gleichungen  1,  die  Gleichung 

woraus  sich  der  Wert  dieser  normalen  Kraft  ergibt.  Dies  ist  für 
den  Fall,  wo  der  Körper  sich  mit  einem  Punkte  auf  die  Ebene 
stützt,  den  wir  zum  Ursprünge  genommen  und  also  für  ihn  x  =  0, 
y  =  0,  z  =  0  sind. 

Stützt  sieh  der  Körper  mit  zwei  Punkten,  so  kann  man  zwei 
normale  Reactionskräfte  s',  s'^  einführen.  Bezeichnet  man  die  Coordi- 
naten  dieser  Punkte  mit  x,  y,  x',  y',  so  hat  man 

2X  =  0,  S  Y  =  0,  SZ  +  s'  +  s',  =  0 
L  4-  s'y  +  s'i  y  =  0,  M— s'  x— s',  x'  =  0,  N  =  0, 

Hier  kann  man  die  normalen  Reactionskräfte  aus  der  dritten 
und  vierten  Gleichung  bestimmen,  die  anderen  vier  Gleichungen 
sind  die  des  Gleichgewichtes. 

Stützt  sich  der  Körper  mit  drei  Punkten,  so  kann  man  in 
eben  angegebener  Weise  die  Reactionskräfte  berechnen.  Stützt 
sich  aber  der  Körper  mit  mehr  als  drei  Punkten,  so  hat  man  zur 
Berechnung  der  Drucke  immer  nur  drei  Gleichungen,  während  die 
anderen  drei  Gleichungen 

2;x  =  o,  SY  =  0,  N  =  0 

die  des  Gleichgewichtes  sind.  Die  Vertheilung  der  Drucke  erscheint 
also  hier  unbestimmt.  Man  kommt  also  hier  wieder  auf  einen  ana- 
logen Fall,  wie  bei  der  fixen  Achse,  und  greift  auch  hier  die  frühere 
Bemerkung  Platz.  In  der  Natur  ist  in  jedem  besonderen  Fall  der 
Druck  an  jedem  Stützpunkt  bestimmt. 

§  73.  Die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  können  auch  in 
einer  anderen  Form  ausgedrückt  werden,  wenn  man  statt  X,  Y, 
Z,  X'  < . .  die  Kräfte  P,  P',  P"  . .  .  und  die  Winkel  a,  ß,  t,  a',  ß', 
7* .  .  •  einführt,    welche    die  Richtungen  der  Kräfte   mit  den  Achsen 

Weisitein,   R«tIonelle  Mechanik.  I.  4 
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6. 


einschließen.  Man  hat  alsdann  jene  Bedingungsgleichungen  des  Gleich 
gewichtes  in  folgender  Form: 

1.  S  P  cos  a  =  0 

2.  S  P  cos  ß  =  0 

3.  S  P  cos  Y  =  0 

4.  2  P  (y  cos  Y — z  cos  ß)  =  L  =  0 

5.  S  P  (z  cos  a — X  cos  y)  =  M  =  0 

6.  S  P  (x  cos  ß — y  cos  a)  =  N  =  0. 

§  74.  Man  nennt  das  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung 
auf  eine  Gerade,  das  Product  der  Projection  dieser  Kraft 
auf  eine  Ebene,  welche  auf  jener  Geraden  senkrecht  steht, 
multipliciert  mit  der  kürzesten  Distanz  dieser  Projection 
von  jener  Geraden. 

Die  Größen  L,  M,  N  stellen  nun  die  Momente  aller 
an  einem  Körper  angreifenden  Kräfte  in  Beziehung  auf 
die  drei  Coordinatenachsen  Ox,  Oy,  Oz  vor. 

Um  dieses  klar  einzusehen^  wollen  wir  jede  der  Kräfte,  also 
die  Kraft  P   in   zwei  Componenten    zerlegen,   die   eine  parallel  der 

0  z  und  die  andere  Q  in  einer 
der  Ebene  der  x  y  parallelen 
Ebene,  mithin  in  einer  auf 
der  Oz  senkrechten  Ebene 
A  D  C  E  liegend.  Die  Kraft  Q 
wird  demnach  die  Resultante 
der  beiden  Componenten  X 
und  Y  sein,  die  wir  bei  der 
eT  früheren  Zerlegung  in  drei 
Componenten  hatten. 

Die  Kraft  Q  wird  irgend 
eine  Richtung  QCB  in  der 
zur  Ebene  x  y  parallelen  Ebene  haben,  fällen  wir  von  A,  wo  die  Ebene 
ADCE  die  Oz  schneidet,  eine  Senkrechte  AB  auf  die  Compo* 
nente  Q,  so  wird  AB  die  kürzeste  Distanz  der  Achse  Oz  von  der 
Componente  Q  sein,  die  wir  q  nennen.  AB  wird  aber  auch  die 
kürzeste  Distanz  der  Achse  O  z  von  der  Richtung  der  Kraft  P  sein, 
weil  P  in  der  Ebene  der  P  C  Q  liegt  und  O  z  parallel  zu  dieser 
Ebene  ist. 

Das  Moment  der  in  der  Ebene  ADCE  liegenden  Kraft  Q 
in  Beziehung  auf  die  0  z  ist  gleich  Q  q,  also  gleich   den  Momenten 


Fig.  21. 
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der  Componenten  X  und  Y,  welche  in  derselben  Ebene  liegen  in 
Beziehung  auf  die  Oz,  und  respective  auf  den  Punkt  A.  Da  nun  Q 
die  Resultante  von  X  und  Y  ist,  so  hat  man 

Qq  =  Yx-Xy. 

In  dieser  Weise  können  wir  die  anderen  Kräfte  P',  P"  . . . 
zerlegen,  und  wir  erhalten  ähnliche  Ausdrücke. 

Auch  können  wir  ähnliche  Zerlegungen  aller  Kräfte  bezüglich 
der  anderen  beiden  Achsen  vornehmen. 

Wir  bekommen  alsdann,  wenn  wir  die  Componenten  der 
anderen  Kräfte  in  der  Ebene  der  xy  mit  Q',  Q'',  Q'"  . . .,  die 
Distanzen  von  der  Oz  mit  q',  q",  q'" . . .,  femer  die  nach  den 
anderen  Achsen  zerlegten  Componenten  mit  Q,  Q',,  Q", . . .,  Q,„ 
Q,*ttf  Q,"tt  uöd  die  respectiven  Distanzen  mit  q,,  q'„  q",  . . .  q.,, 
q',„  q"„  . . .  bezeichnen. 

L  =  £  (Zy-Yz)  =  Q„q,,  +  Q'„q',,  +  . . .  =  S  Q,,q„ 
M  =  S  (Xz~Yz  =  Q,q,  +  Q',qS  +  . . .  =  S  Q,q, 
N  =  S  (Yx-Xy)  =  Qq  +  Q'q'  +  .  . .  =  S  Qq. 

Im  Falle  des  Gleichgewichtes  sind  die  Summen  aller  Momente 
gleich  Null,  also 

S  Q.  q.  =  0 
2Q,q,  =  0 
SQq  =  0. 

Im  Falle  des  Gleichgewichtes  muss  demnach  die  alge- 
braische Summe  der  Momente  aller  an  einem  Körperpaar 
angreifenden  Kräfte  in  Beziehung  auf  drei  durch  denselben 
Punkt  geführten  rechtwinkeligen  Achsen  gleich  Null  sein. 

§  75.  Andererseits  repräsentieren  die  Größen  L,  M,  N  die  in 
den  respectiven  Ebenen  der  yz,  xz  und  xy  liegenden  Paare,  in 
jeder  Ebene  zu  einem  Paare  vereinigt,  deren  Größen  durch  ihre 
Achse  vorgestellt  werden,  und  kann  das  lineare  Moment  der  Paare 
in  der  yz-Ebene  auf  der  x- Achse,  welche  auf  dieser  Ebene  senk- 
recht steht,  der  Paare  in  der  Ebene  xz  auf  der  y- Achse  und  der 
Paare  in  der  Ebene  xy  auf  der  z- Achse  genommen  werden. 

Wir  wissen  ferner,  dass  man  Kräftenpaare,  deren  Achsen  be- 
liebige Richtungen  und  Größen  haben,  in  der  Weise  zusammensetzt, 
dass  man  die  Achsen  nach  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  zu- 
sammenschiebt und  sie  wie  Kräfte  zusammensetzt. 

Nehmen  wir  also  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem,  ver- 
legen, wie  in  Figur  18,  alle  Kräfte  parallel  zu  sich  selbst  an   einen 

4* 
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beliebig  im  Körper  genommenen  Angriffspunkt  O,  den  wir  zum 
Ursprung  nehmen.  So  kann  man  aus  den  Größen  L,  M,  N,  Größe 
und  Lage  des  resultierenden  Paares  aller  Kräfte  und  respective  dessen 
Achse  bestimmen. 

Bezeichnet  man  nämlich  das  resultierende  Paar  und  respective 
dessen  Achse  mit  G  und  die  Winkel,  welche  diese  mit  den  Coordi- 
natenachsen  einschiebt,  mit  X,  {i,  v,  so  hat  man 

f  G2  =  L2  4-  M"-^  +  N^ 

L  M  N 


7. 


cos  X  =  -     ,    cos  (i  =  -%^,    cos  V 


G  '  *^         G  '  G  • 

§  76.  Im  Falle  kein  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  entsteht  die 
Frage,  ob  diese  Kräfte  eine  einzige  Kraft  zur  Resultante  haben. 

Dieses  ergibt  sich  aus  folgender  Überlegung.  Geben  alle  Kräfte 
eine  Resultante,  so  müsste  durch  Hinzufügung  einer  gleichen  und 
direct  entgegengesetzten  Kraft  Gleichgewicht  werden.  Andererseits 
kann  jedes  Kräftensystem  auf  eine  Kraft  R  und  ein  Kräftenpaar 
s,  s'  reduciert  werden.  Damit  also  durch  Hinzufügung  einer  Kraft 
Gleichgewicht  werden,  könnte  dies  nur  in  der  Weise  geschehen, 
dass  1.  die  hinzuzufügende  Kraft  mit  der  Einzelkraft  ein  dem  Paare 
gleiches  und  entgegengesetztes  Paar  bilden,  2.  diese  zwei  Paare  sich 
so  zusammensetzen,  dass  sie  sich  ganz  zerstören. 

Damit  aber  diese  Bedingungen  erfüllt  werden,  müssen  beide 
Paare  in  parallelen  Ebenen  liegen,  sonst  könnte  eine  wechselseitige 
Zerstörung  nicht  herbeigeführt  werden  und  vielmehr  würden  zwei 
Paare,  deren  Ebenen  einen  Winkel  bilden,  sich  zu  einem  neuen 
Resultantenpaare  zusammensetzen. 

Liegen  aber  die  beiden  Paare  in  paralleler  Ebene,  so  muss 
auch  die  Einzelkraft  mit  dem  Paare,  auf  welche  das  System  reduciert 
wurde,  in  parallelen  Ebenen  liegen. 

Mit  anderen  Worten:  Damit  ein  Kräftensystem  eine 
Resultante  habe,  ist  es  nothwendig,  dass,  wenn  man  die 
Kräfte  auf  eine  Einzelkraft  und  ein  Kräftenpaar  reduciert, 
die  Einzelkraft  parallel  sei  zur  Ebene  des  resultierenden 
Kräftenpaares  und  nicht  verschwinden. 

Ist  aber  die  Einzelkraft  parallel  zur  Ebene  des  Paares,  so 
steht  sie  senkrecht  auf  der  Achse  des  Paares. 

Diese  nothwendige  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend,  damit 
das  Kräftensystem  sich  auf  eine  einzelne  Kraft  reduciere. 

Ist  nämlich  die  Bedingung  erfüllt,  dass  die  Einzelkraft  parallel 
zur  Ebene  des  Paares  ist,  alsdann  kann  man  immer  in  der  parallelen 
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Ebene  zu  der  Einzelkraft  eine  direct  entgegengesetzte  Kraft  R'  in 
der  Art  hinzufügen,  dass  das  Paar  R — R'  jenem  Paare  s, — s, 
irelches  aus  der  Reduction  der  Kräfte  entstanden,  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sei  und  jenes  Paar  vollkommen  zerstöre. 

Indem  also  R'  dem  Paare  und  der  Kraft  Gleichgewicht  mache, 
wird  eine  der  Kraft  R'  gleiche  und  direct  entgegengesetzte  Kraft 
die  Resultante  des  Systems  sein. 

§  77.  Diese  Bedingung   kann    analytisch  ausgedrückt  werden. 

Die  Resultante  aller  Kräfte  bildet  mit  den  Coordinatenachsen 
Winkel,  deren  Cosinus  ausgedrückt  werden 

X 


cos  a 


cos  b  = 


cos  c  = 


R 
Y 
R 
Z 


R 

Die  Cosinus  der  Winkel  ferner,  welche  das  aus  den  Paaren 
oder  deren  Achsen  zusammengesetzte  Resultantenpaar  und  respective 
dessen  Achse  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  sind,  wie  wir  aus 
früherem   wissen,   wenn   man    das  Resultanten  paar  mit  G,    und    die 

Winkel  mit  ^  |i;  v  bezeichnet, 

L 

cos  X  =  -^ 

M 

N 

COS  V   =  ^- 

Der  Cosinus  des  Winkels   demnach   zwischen   der  Einzelkraft 

und  dem  Paare  ist 

^,^        X       L     .     Y       M     ,     Z        N 

Nun  steht  aber,  im  Falle  das  Kräftensystem  eine  Resultante 
hat,  die  Einzelkraft  senkrecht  auf  der  Paarachse,  und  alsdann  muss 
dieser  Cosinus  =  0  sein.  Wir  bekommen  daher  als  Bedingungs- 
gleichung,  dass  die  Kräfte  eine  Resultante  haben,  indem  man  den 
gemeinsamen  Nenner  weglässt 

8.    XL  +  YM  +  ZN  =  0. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  alsdann  steht  die  Einzelkraft  auf 
der  Paarachse  senkrecht,  und  ist  also  mit  der  Paarebene  parallel^ 
mithin  das  Kräftensystem  nothwendig  eine  Resultante  hat. 
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Verschwindet  bei  der  Reduction  der  Kräfte  die  Einzelkraft,  so 
bleibt  nur  das  ReBultantenpaar.  Die  Kräfte  reducieren  sieh  demnaeli 
auf  eiu  Paar  und  haben  keine  Resultante. 

§  78.  Wenn  die  Bedingung 

XL  +  YM  +  ZN  =  0 

nicht  erfüllt  ist,  so  haben  die  Kräfte  keine  Resultante  und  lässt  sich 
das  ganze  System,  wie  wir  wissen,  immer  auf  zwei  nicht  in  einer 
Ebene  liegende  Kräfte  oder  auf  ein  Kräftenpaar  und  eine  Einzel- 
kraft reducieren,  welche  nicht  in  einer  zum  Paare  parallelen 
Ebene  liegt. 

Machen  sich  Kräfte,  die  in  einer  Ebene  liegen  und  nicht  ver- 
schwinden, nicht  Gleichgewicht,  so  hat  man  die  Gleichungen 

2X  =  Ä,     SY  =  B,     S(Yx  — Xy)  =  N. 

Wie  wir  oben  gesehen,  kann  die  letzte  Gleichung  in  anderer 
Form  gegeben  werden;  sobald  man  die  Momente  der  Kräfte  in 
Beziehung  auf  den  Coordinatenursprung  nimmt. 

Ist  nämlich  R  die  Resultante,  Rr  ihr  Moment,  wenn  nämlich 
r  ihren  Hebelarm  bedeutet,  so  ist  das  Moment  der  entgegengesetzten 
Kraft  —  Rr,  und  daher  beim  Gleichgewichte 

—  Rr  +  SPp  =  0, 
daher  hat  man 

Rr==Pp  +  Fp'  +  P"p"-f  ...  =i;Pp, 

und  drückt  diese  Gleichung  aus,  dass  das  Moment  der  Resultante 
gleich  ist  der  algebraischen  Summe  der  Momente  der  Kräfte  in 
Beziehung  auf  jeden  Punkt  in  dieser  Ebene. 

Zehntes  Capitel. 

Von  den  Momenten  der  Kräfte  in  Bezug  auf  verschiedene  Achsen. 

§  79.  Wir  wollen  aus  der  Theorie  der  Momente,  von  welcher 
früher  die  ganze  Lehre  vom  Gleichgewichte  hergeleitet  wurde,  einige* 
Sätze  anftlhren  und  dabei  einige  Definitionen  aus  dem  frtiheren  zur 
besseren  Klarheit  zusammenstellen. 

Errichten  wir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  mit  dem 
Ursprünge  in  O.  Die  Kraft  nach  Richtung  und  Größe  durch  AB 
vorgestellt,  liege  in  einer  durch  den  Ursprung  O  gehende  Ebene 
AOB,  auf  der  wir  in  0  eine  Senkrechte  Oz'  errichten,  und  flillen 
von  0  auf  AB  die  Senkrechte  Oc,  welche  die  AB  in  c  trifft.  Dio 
Kraft  AB  nennen  wir  P,  die  Senkrechte  Oc  p. 
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Das  Product  AB  .  OC  =  Pp  wird  sein 

1.  das  Moment  der  Kraft  P  in  Beziehang  auf  die  Gerade  Oz' 
und  rücksichtlich  des  Punktes  O,  weil  Oc  die  kürzeste  Distanz  der 
Kraft  von  Oz'  ist. 

2.  Wenn  wir  uns  am  Punkte  O  eine  zweite,  der  Kraft  P 
gleiche  Kraft  P'  in  entgegengesetztem  Sinne  angebracht  denken,  auch 
das  Moment  des  Kräftenpaares  P,  — 
P',  wenn  wir  uns  nämlich  Oc  als 
Hebelarm  denken,  an  dessen  beiden 
Endpunkten  O  und  C  die  beiden 
Kräfte  P,  — P'  in  auf  dem  Hebel- 
arme p  senkrechten  Richtungen  an- 
greifen. 

3.  Wenn  wir  auf  der  Oz*  eine 
Strecke  gleich  dem  Producte  Pp 
abmessen,  auch  das  lineare  Moment 
oder  die  Achse  des  Kräftenpaares  P, 
—  P'  vorstellen. 

§  80.  Projicieren  wir  die  Kraft 
AB  auf  die  Ebene  der  xy,  nennen  die  Projection  A'B' di6  Kraft  Q, 
fällen  auf  diese  vom  Ursprünge  die  Senkrechte  OC,  die  wir  mit  q 
bezeichnen,  so  wird  das  Product  A'B' .  OC  =  Qq,  das  Moment 
der  Kraft  P  in  Beziehung  auf  die  Qerade  Oz  sein.  Man  versteht 
nämlich  darunter,  wie  wir  wissen,  das  Product  der  Projection  der 
Kraft  P  auf  eine  Ebene,  welche  auf  der  Oz  senkrecht  steht,  also 
hier  auf  die  Ebene  der  xy,  multipliciert  mit  der  kürzesten  Distanz 
der  Projection  von  der  Geraden  Oz,  rücksichtlich  vom  Punkte  O. 
Das  Moment  der  Kraft  P  in  Beziehung  auf  die  Gerade  Oz  hat 
demnach  den  Ausdruck  Qq. 

Bringen  wir  an  OC  am  Punkte  O  eine  der  Kraft  Q  gleiche 
Kraft  Q'  in  entgegengesetztem  Sinne  an,  so  wird  Qq  auch  das 
Moment  des  Kräftenpaares  Q, — Q,  das  istQ,  OC,  vorstellen,  indem 
beide  Kräfte  gleichsam  am  Hebelarm  OC  wirken.  Wird  auf  Oz 
eine  diesem  Producte  Qq  gleiche  Strecke  genommen,  so  wird  diese 
das  lineare  Moment  des  Paares  Q,  —  Q'  vorstellen. 

§  81.  Das  Product  AB.OC  =  Pp  repräsentiert  aber  auch 
eine  gewisse  Fläche,  nämlich  das  Doppelte  des  Dreieckes  AOB, 
welche  Fläche  des  Dreieckes  wir  mit  S  bezeichnen.  Die  drei  Pro- 
jectionen  dieser  Fläche  auf  die  Coordinatenebenen  x  j,  x  z,  7  z  werden 
der  Reihe  nach  sein,   wenn    wir   sie   mit  c,  b,  a,   die  Winkel  aber, 
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welche  die  Ebene  AOB  mit  den  Coordinaten ebenen  bilden,  und 
eigentlich  die  Winkel  der  Oz'  mit  den  Achsen  Oz,  Oy^  Ox  mit 
Y,  ß,  OL  bezeichnen 

1.    c  =  S  cos  Y,     b  =  S  cos  ß,     a  =  S  cos  a. 
Die  Projectionen  a,  b,  c  werden  als  positiv  oder  negativ  betrachtet, 
je  nachdem  die  Winkel  a,  ß,  y  spitz  oder  stumpf  sind. 

Denken  wir  uns  eine  andere  Ebene,  die  mit  der  Fläche  AOB, 
und  respective  eine  auf  dieser  anderen  Ebene  errichtete  Senkrechte 
mit  der  auf  AOB  senkrechten  Oz'  den  Winkel  B,  und  mit  den 
Achsen  Ox,  Oy,  Oz  die  Winkel  tp,  tj^,  x  bildet,  so  wird  man  für 
die  Projection  der  Fläche  A  O  B  =  S  auf  diese  andere  Ebene,  welche 
Projection  wir  mit  d  bezeichnen,  haben 

d  =  Sco8e 
cos  6  =  cos  a  cos  ff  -j-  cos  ß  cos  ^  -f-  cos  y  cos  / 
d  =  S  [cos  OL  cos  'f  4"  C03  ß  cos  4^  -j-  cos  Y  cos x\ 
2.     d  =  a  cos  ^  -j-  '^  c^*  ^>  -f"  ^  ^^s  Z- 
Liegen   verschiedene  Flächen  S,  S,,  .  . .   in    der   Ebene  AOB, 
projiciert  man  sie  alle  auf  die  Coordinatenebenen  und  dann  auf  eine 
andere  Ebene,  und  nennt  die  Summe    der  Projectionen  auf  die  Co- 
ordinatenebenen yz,  xz,  xy   A,  B,  C,   und    auf  die   andere  Ebene 
D,  so  hat  man  immer 

3.    D  =  A  cos  ^  +  B  cos  4>  +  C  cos  x- 

Dabei  ist  unter  Summe  immer  die  algebraische  Summe  zu  verstehen. 

Die  Cosinus  der  Winkel  sind  durch  die  Gleichung  liiert 

cos^  ff  -|-  cos^  ^  -j-  cos'  X  =  1 

Das  alles  ist  aus  der  Analysis  bekannt.  Die  Hälfte  des  Pro- 
ductes  AB.OC  =  Pp  haben  wir  gleich  der  Fläche  S,  und  die 
Projection  die  Fläche  auf  die  Ebene  der  xy,  also  die  Dreieckfläche 

A'OB'  gleich   der  Hälfte  des  Productes  A' B' .  O  C  =  ^^  gleich  C 

gesetzt,  und  wir  haben 

C=Sco8Y  =  -|^- 

Verschiebt  man  die  Coordinatenebene  xy  und  mithin  die  Fläche 
A'OB'  parallel  zu  sich  selbst  auf  der  Achse  Oz,  so  ändert  sich  für 
dieselbe  Kraft  AB  ihr  Moment,  da  die  Senkrechte  Oc  eine  andere 
sein  wird  und  auch  der  Winkel  y  geändert  sein  wird.  Aber  das 
Product  ScosY  bleibt  ungeändert,  da  das  Dreieck  A' OB' bloß  parallel 

verschoben  und  C  =    J*  =  Scosy  ungeändert  geblieben. 
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§  82.  Wir   hatten    früher   bei   der   Reduction    der   Kräfte   die 

Qleichungen 

G2  =  L*^  +  M'^  +  N^ 

L  M  N 

cos  >^  =  -^-,    cos  [1.  =    qTj    cos  V  =  -^, 

wo  anter  L,  M,  N  die  algebraischen  Sammen  der  Momente  aller 
Kräfte  in  Beziehung  auf  die  Coordinatenachsen  verstanden  werden, 
also  die  Sammen  der  Producte  der  Projectionen  dieser  Kräfte  auf 
die  Coordinatenebenen  multipliciert  mit  den  respectiven  kürzesten 
Distanzen  zwischen  den  Projectionen  der  Kräfte  und  der  betreffen- 
den Achse.  Q  ist  die  Achse  des  resultierenden  Paares,  X,  |t,  v  sind 
die  Winkel,  welche  diese  Paarachse  mit  den  Coordinatenachsen  bildet. 

§  83.  Wir  wollen  nun  die  Momente  aller  an  einem  soliden 
Körper  angreifenden  Kräfte  bezüglich  irgend  einer  durch  den  Ursprung 
O  gehenden  Geraden  bestimmen,  die  mit  den  Coordinatenachsen  die 
Winkel  9,  ^,  x  einschließt,  kurz  die  Gerade  7,  <|>,  x  genannt. 

Stellen  wir  uns  also  eine  Kraft  P  vor,  deren  Richtung  mit 
den  Achsen  O  x,  O  7,  O  z  die  Winkel  a,  ß,  7  und  mit  jener  Geraden 
(?9  4^9  X)  ^^^  Winkel  %•  einschließt,  so  haben  wir  die  Projection 
dieser  Kraft  auf  eine  Ebene  zu  nehmen,  welche  auf  jener  Geraden 
senkrecht  steht  und  diese  Projection  mit  der  kürzesten  Distanz  von 
jener  Geraden,  rücksichtlich  vom  Punkte  O,  die  wir  q  nennen,  zu 
multiplicieren  und  so  das  Moment  der  Kraft  in  Beziehung  auf  jene 
Gerade  zu  erhalten.  Da  die  Kraft  mit  jener  Geraden  den  Winkel  d* 
einschließt,  wird  ihre  Projection  auf  die  Ebene,  welche  auf  jener 
Geraden  senkrecht  steht,  gleich  sein  P  sin  d  und  das  Moment  der 
Kraft  P  in  Beziehung  auf  jene  Geraden  demnach  gleich  sein 
P  sin  ^  .  q. 

Es  werden   mithin   die  Momente   aller   Kräfte   P,   P',  P"  . . ., 

wenn  wir  die  Winkel,  die  sie  mit  jener  Geraden  einschließen,  ^,  ^\ 

^' . . .    und   die   kürzesten   Distanzen   der   Projectionen    von   jener 

Geraden   q,  q',  q" . . .  nennen,   in  Beziehung  auf  jene  Gerade,  den 

Ausdruck  haben 

S  P  sin  ^  q. 

Wie  wir  ferner  gesehen,  stellen  L,  M,  N  die  Summe  der  Mo- 
mente aller  Kräfte  in  Beziehung  auf  die  rechtwinkeligen  Achsen  vor. 

Projicieren  wir  ferner  die  Paarachse  G  auf  jene  Gerade  und 
bildet  sie  mit  derselben  den  Winkel  9,  so  erhält  man  für  die  Pro- 
jection, die  wir  G'  nennen 

G'  =  G  cos  e. 
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Es  ist  aber 

cos  9  =  cos  X  cos  9  -j-  cos  (jl  cos  ^  -f-  cos  V  cos  )( 
daher,  wenn  wir  für  cos  X,  cos  (Ji,  cos  v  die  erhaltenen  Werte  setzen. 

cos  f9  =  -  -  cos  9  H — ^-  cos  ^  -|-         cos  X 

oder 

4.  G  cos  ö  =  L  cos  cp  -f-  M  cos  <}>  +  ^  ^^^  X» 
Wir  wissen  endlich)  dass  das  Moment  einer  Kraft  eine  ge- 
wisse Fläche  vorstellt.  L,  M,  N  als  Momente  aller  Kräfte  in  Be- 
ziehung auf  die  Coordinatenachsen  stellen  also  gleichfalls  gewisse, 
in  den  Coordinatenebenen  liegende  Flächen  vor.  Projicieren  wir  nun 
diese  auf  eine  Ebene  D,  wo  die  auf  dieser  Ebene  D  errichtete 
Senkrechte  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  %  ^^  x  bildet, 
also  eben .  die  Gerade,  in  Beziehung  auf  welche  wir  die  Momente 
aller  Kräfte  suchen,  so  hat  man  nach  3 

5.     D  =  L  cos  cp  -(-  M  cos  4*  +  N  cos  /. 

Diese  Projection  D  ist  aber  klar  die  Summe  der  Producte  aller 
Projectionen  der  Kräfte  auf  die  Ebene  D,  welche  auf  die  Gerade 
%  ^}  X  senkrecht  steht,  multipliciert  mit  den  respectiven  kürzesten 
Distanzen  zwischen  den  Projectionen  und  der  Geraden  <p,  ^,  y^  also 
eben  die  Summe  der  Momente  aller  Kräfte  in  Beziehung  auf  die 
Gerade  f,  ^j  x»  ^^®  '^^^  gesucht,  und  so  hat  man 

6.     2  P  sin  ^  .  q  =  D  =  L  cos  ^  -|-  M  cos  9  -|-  N  cos  X 
und  demnach  bei  Entgegenhaltung  mit  4  und  5 

7.     2  P  sin  d  .  q  =  G  cos  9. 

In  Worten  ausgedrückt: 

Die  Summe  der  Momente  aller  Kräfte,  welche  an  einem 
soliden  Körper  angreifen,  in  Beziehung  auf  eine  durch 
den  Ursprung  gehende  Gerade  ist  gleich  der  Projection 
der  Achse  des  Resultantenpaares  auf  diese  Gerade. 

Die  Summe  der  Momente  aller  Kräfte  in  Beziehung  auf  eine 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehende  Gerade  wird  demnach  am 
größten,  wenn  man  an  diesen  Punkt  als  Angriffspunkt  alle  Kräfte 
verlegt  und  die  Gerade  mit  der  Achse  des  für  diesen  Fall  resultieren- 
den Paares  zusammenfallen  lässt,  da  alsdann  0  =  0  und  cos  9  =  1 
wird. 


59 


Zweiter  TheiL 

KINEMATIK. 

Elftes  Capitel. 

Arten  der  Bewegungen. 

§  84.  In  diesem  Theile  werden  wir  die  Bewegungen  an  bIcIi, 
unabhängig  von  den  diese  erzeugenden  Ursachen,  in  Betracht  ziehen. 
Bei  der  Bewegung  tritt  ein  neues  Element  hinzu,  die  Zeit. 

.Den  Begriff  der  Zeit  haben  wir  bereits  besprochen.  Die 
Messung  der  Zeit  hat  man  der  Astronomie  entnommen.  Man  nennt 
die  constante  Dauer  der  Umdrehung  der  Erde  um  seine  Achse  einen 
siderischenTag.  Die  Zeiteintheilung  geschieht  aber  nach  Sonnen- 
zeit, die  Zeit,  weiche  die  Sonne  benöthigt,  um  von  der  unteren 
Culmination  wieder  zu  derselben  zu  gelangen,  nennt  man  wahren 
Sonnentag.  Derselbe  ist  länger  als  der  Sterntag.  Da  nun  die  Ge- 
schwindigkeit der  scheinbaren  täglichen  Bewegung  der  Sonne  keine 
gleichmäßige  ist,  so  hat  man  einen  mittleren  Sonnentag  fingiert 
und  als  mittleren  Tag  genommen,  denselben  in  24  Stunden,  die 
Stunde  in  60  Minuten  und  diese  in  60  Secunden  getheilt,  so  dass 
86.400  Secunden  einen  mittleren  Tag  ausmachen.  Ein  Sterntag  hat 
nur  86.16409  Secunden. 

Unter  Augenblick  verstehen  wir  einen  Trennpunkt  zwischen 
Ruhe  und  Beginn  der  Bewegung  oder  zwischen  aufeinander  folgen- 
den Bewegungen.  Er  hat  keine  Dauer  und  ist  gewissermaßen  der 
geometrische  Punkt. 

Wir  sagen,  dass  ein  solider  Körper  oder  ein  materieller  Punkt 
in  Bewegung  ist,  wenn  er  im  Verhältnisse  zu  anderen  Körpern 
oder  anderen  Punkten  nach  und  nach  in  verschiedene  Lagen  ge- 
langt Im  gegentheiligen  Falle  sagt  man,  er  sei  in  Ruhe. 

Man  unterscheidet  translatorische  und  rotierende  Be- 
wegungen.' 

Wir  nennen  eine  Bewegung  translatorisch,  wenn  der 
Punkt  sich  in  gerader  Linie  und  die  Punkte  des  soliden  Körpers 
sich  in  parallelen,  gleichen  Linien  bewegen. 

Wir  sagen  ferner,  dass  ein  Punkt  oder  solider  Körper  mit  einer 
Rotationsbewegung  um  eine  Achse  ausgertlstet  sei,  wenn  alle 
Punkte     dieser     invariable     mit     dem    Punkte    oder     dem 
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soliden  Körper  verbundenen  Achse  während  der  Bewegung 
unbeweglich  bleiben. 

Die  Achse  kann  eine  feste  oder  augenblickliche,  Momenten- 
Achse,  wirkliche  oder  fingierte  sein. 

Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

§  85.  Um  die  Bewegung  eines  Punktes  kennen  zu  lernen, 
wollen  wir  diese  auf  ein  Coordinatensystem  bezieben.  Wir  wählen 
ein  rechtwinkeliges.  Die  Coordinaten  seien  x,  7,  z,  die  Zeit  heiße  t. 

Während  der  Punkt  auf  seiner  Bahn  von  M  nach  M'  schreitet, 
wird  auf  der  x- Achse  m,  die  Projection  von  M,  nach  m'  gehen  und 
dasselbe  wird  auch  bezüglich  der  anderen  Achsen  der  Fall  sein. 

Die  auf  den  Achsen  zurückgelegten  Wege  werden  demnach 
Functionen  der  Zeit  sein  und  sind  diese  gegeben,  alsdann  werden 
die  Gleichungen  der  Bewegung  sein 

X  =  f  (t),  y  =  f,  (t),  z  =  f„(t), 

wodurch  die  Bewegung  des  Punktes  auf  seiner  Bahn  vollständig 
bestimmt  ist.  Für  jedes  t  hat  man  die  Coordinaten,  also  die  Lage 
des  Punktes.  Der  Zeitpunkt,  von  welchem  aus  die  Zeit  gewählt 
wird,  nennt  man  den  Anfangspunkt  oder  Ursprung  der  Zeit. 
Die  Ausdrücke  F(o),  F,(o),  F,,(o)  werden  alsdann  die  Coordinaten 
des  Ursprunges  der  Zeit  sein. 

Eliminieren  wir  die  Zeit  t,  so  bekommen  wir  die  vom  Punkte 
zurückgelegte  Bahn,  Trajectorie  genannt,  ausgedrückt  durch  die 
Gleichungen  einer  Curve 

F(x,y,z).  F,(x,y,z). 

Geht  die  Bewegung  eines  Punktes  in  einer  Ebene  vor  sich, 
alsdann  kann  man  diese  Ebene  für  eine  Coordinatenebene,  als  die 
Ebene  der  xy  nehmen.  Man  benöthigt  dann  bloß  zwei  Coordinaten 
und  nur  zwei  Bewegungsgleichungen 

x  =  F(t),  y  =  f(t). 

a)  Geradlinig  gleichförmige  Bewegung.* 

§  86.  G^hen  wir  nun  vom  einfachsten  Falle  der  Bewegung 
aus,  die  ein  materieller  Punkt  annehmen  kann,  wenn  nämlich  die 
Bahn  eine  gerade  Linie  ist  und  das  Mobile  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Wege  zurücklegt.  Man  sagt  dann,  die  Bewegung  sei  gerad- 
linig und  gleichförmig  und  dient  diese  Bewegung  als  Ver- 
gleichungsmodus für  alle  anderen  Bewegungen. 
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Unter  gleichförmiger  Bewegung  versteht  man  eine  Bewegung, 
wo  die  Geschwindigkeit  während  der  ganzen  Bewegung  constant 
bleibt.  Bei  dieser  Bewegung  wird  die  Geschwindigkeit  durch  den 
in  der  Zeiteinheit  zurückgelegten,  stets  gleichen  Weg  gemessen. 

Yig.  23. 

A        B  M  X 

1 > 1 > 


Bewegt  sich  der  Punkt  M  auf  der  geraden  Linie  Ax,  befand 
er  sich  am  Ursprünge  der  Zeit,  also  am  Zeitpunkte,  von  welchem 
wir  die  Zeit  zu  zählen  beginnen,  mithin  zur  Zeit  =  0,  in  A,  und 
durchläuft  er  in  der  Zeiteinheit  eine  Strecke  =  a,  wodann  seine 
eonstante  Geschwindigkeit  v  =  a  ist,  alsdann  wird  der  Punkt  auf 
seiner  Bahn  in  der  Zeit  t  die  Strecke  =  a  t  zurücklegen. 

Nennt  man  den  zurückgelegten  Weg  S,  so  hat  man  dessen 
Bewegungsgleichung,  indem,  wie  man  sieht,  der  Weg  eine  Function 
der  Zeit  ist, 

8  =  f (t),  s  =  at,  s  =  vt. 

Die  Gleichungen 

8  =  at,  s  =  vt 

sind  identisch.  In  ersterer  wird  im  Producte  der  in  der  Zeiteinheit 
durchlaufene  Weg,  in  der  zweiten  die  Geschwindigkeit  v  genommen, 
welche  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  constant  und  hier 
gleich  a  ist. 

Aus  obiger  Gleichung  haben  wir  auch 

s 

^  =  T- 

Eine  gleichförmige  Bewegung  unterscheidet  sich  von  einer 
anderen  gleichförmigen  Bewegung  durch  die  Größe  der  Geschwindig- 
keit, also  durch  die  eonstante  Länge  des  Raumes,  welche  das  Mobile 
in  der  Zeitheit  durchläuft. 

§  87.  Beziehen  wir  die  Lage  des  Mobile  auf  einen  fixen  Punkt  A 
und  'befand  sich  das  Mobile  am  Ursprünge  der  Zeit,  also  zur  Zeit  0, 
in  B  in  der  Distanz  AB  =  b  von  A,  so  wird  nach  Ablauf  der 
Zeit  t  die  Distanz  des  Mobile  von  A  gleich  sein  dem  in  der  Zeit  t 
zurückgelegten  Wege  mit  Hinzurechnung  der  ursprünglichen  Distanz  b 
zur  Zeit  0  und  die  allgemeine  Gleichung  einer  geradlinig  gleich- 
förmigen Bewegung  wird  demnach  sein 

s=:at-{-b,  8  =  vt-f-b. 
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Umgekehrt  stellt  jede  Gleichung  des  ersten  Grades  von  der 
Form  8  =  at  -f-  b  oder  s  =:  vt  -f-  h  zmschen  Raum  und  Zeit  oder 
Geschwindigkeit  und  Zeit  eine  gleichförmige  Bewegung  vor.  Denn 
sie  ergibt 

8— b 

und  setzt  man  t  ==  1,  so  erhält  man 

V  =  s — b, 

mithin  die  Geschwindigkeit  constant  ist,  was  aber  eben  das  Merkmal 
einer  gleichförmigen  Bewegung  ausdrückt. 

b)  Geradlinig  ungleichförmige  Bewegung. 

§  88.  Ist  die  Bewegung  geradlinig  und  ungleichförmig,  alsdann 
variiert  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Augenblicke  und  zu  ihrer 
Messung  fehlt  eigentlich  ein  Maßstab.  Würde  man  die  während  eines 
größeren  Zeitraumes  ermittelte  mittlere  Geschwindigkeit  zum  Maß- 
stabe nehmen,  so  würde  man  weit  von  der  Wahrheit  sein. 

Nimmt  man  aber  eine  sehr  kurze  Zeit  A  ^  so  wird  die  Be- 
wegung  während   dieser  sehr  kurzen  Zeitperiode  fast  gleichförmig 

As. 
sein,  und  das  Verhältnis  -= —    wird    daher    die     mittlere     Ge- 

At 

schwindigkeit  des  Mobile  während  der  sehr  kurzen  Zeit  A  t 
vorstellen.  Es  ist  dies  die  constante  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
der  Punkt  begabt  sein  müsste,  um  die  Strecke  As  in  der  Zeit  ^t 
zu  durchlaufen. 

§  89.  Diese  nicht  bloß  von  t,  sondern  auch  von  /\  t  abhängige 
Geschwindigkeit  gibt  aber  noch  immer  keinen  Aufschluss  über  die 
Natur  der  Bewegung  zur  Zeit  t.  Dieses  Ziel  erreicht  man  erst,  wenn 
man  A^  und  A*  unendlich  klein  werden  lässt,  also  zur  Grenze 
schreitet. 

Lässt  man  nämlich  A  s  und  A  *  8*oh  der  Grenze  Null  nähern 

ds 
und   übergeht   man    zur   Grenze  -j-  dieser    mittleren  Geschwindig- 

As 

keit    ~~   ,  so  wird  dieses  Verhältnis  bestimmt  und  gibt  genügenden 

Aufschluss  über  die  Natur  der  Bewegung.  Eben  dadurch,   dass  wir 

die  Größen  A*»  A*  unendlich  klein  werden  ließen,   haben  wir  die 

ds 
frühere  Unbestimmtheit  beseitigt.   Wir  nennen  -j-  die  Geschwindig- 

keit  des  Mobile  zur  Zeit. 
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Wie  man    aieht,   enthält  die  Lösung   dieser  Frage   den  Keim 

der  Differenzialrechnnng. 

Die  Gleichung 

ds 

^=d7 

sagt  also  aus,  dass  die  Geschwindigkeit  einer  ungleich- 
förmigen Bewegung  die  Derivierte  des  Raumes  in  Be- 
ziehung auf  die  Zeit  ist. 

§  90.  Nach  Taylors  Theoreme  hat  man  aber 

As  _  ds       L4!^At 

At  ~  dt  "^   2   dt2^ 

Man  sieht  also,   dass  wir,   zur  Grenze   übergehend,   unendlich 

kleine  Größen  höherer  Ordnung  vernachlässigen. 

.Ist  nun  y   als  Function   von  t  durch   die  Gleichung   gegeben 

so  hat  man 

ds  =  f(t)dt, 

und  wenn  man  integriert,  kommt 

s  =  5f(t)dt. 

Wenn  man  nun  sagt,  die  Geschwindigkeit,  von  der  das  Mobile 
zur  Zeit  t  belebt  ist,  sei  gleich  v,  so  versteht  man  unter  v  die 
Geschwindigkeit,  die  das  Mobile  weiter  beleben  wUrde,  wenn  die 
Kraft,  die  bis  dahin  gewirkt  und  die  Geschwindigkeit  erzeugt,  zu 
wirken  aufhören  würde.  Dauert  demnach  die  Wirkung  der  moto- 
rischen Kraft  fort,  so  wird  das  Mobile,  in  dem  nach  Verlaufe  der 
Zeit  t  folgenden  Zeittheile  dt,  Kraft  der  bereits  erlangten  Ge- 
schwindigkeit V,  den  Weg  ds  und  überdies,  infolge  des  Fortwirkens 
der  Kraft,  während  des  Zeitelementes  dt,  auch  einen  unendlich 
kleinen  Weg  e  beschreiben,  den  wir  aber,  als  unendlich  kleine  Größe 
höherer  Ordnung,  vernachlässigen.  Die  Größe  des  vom  Mobile 
während  des  Zeitelementes  dt  beschriebenen  Weges  wird  demnach 
sein,  infolge  der  Geschwindigkeit  v,  vdt  und  infolge  der  Weiter- 
wirkang  der  Kraft  e  zusammen  also 

ds  =  vdt  +  s. 

Wir  werden  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 
Belangend  den  Sinn  der  Bewegung,  wird  man  diese  als  positiv 
bezeichnen,  wenn  das  Mobile  sich  nach  irgend  einer  Richtung  AM 
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bewegt  und  alsdann  die  Bewegung  in  entgegengesetztem  Sinne    als 
negativ  betrachten. 

c)  Gleichförmig  variierte  geradlinige  Bewegung. 

§  91.  Gleichförmig  variiert  ist  die  Bewegung,  bei  welcher  die 
Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Zuwachse  erlangt,  wo 
also  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  constant  ist. 

Der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  wird  Acceleration  oder 
Beschleunigung  genannt. 

Bezeichnen  wir  die  Acceleration  mit  cp  und  nehmen  an,  dass 
die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  =  o,  Vq  war,  alsdann  wird  die  Ge- 
schwindigkeit zur  Zeit  t,  indem  sie  mit  jeder  Zeiteinheit  um  cp  ver- 
mehrt wird,  sein 

v  =  Vo  +  cpt. 

War  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  =  o  gleich  Null,  alsdann 
ist  Vq  =  o  und  wir  haben 

V  =  (pt. 

Die  Geschwindigkeit  hat  aber  zum  Ausdrucke 

ds 

^  =  -dT' 


daher  haben  wir 

ds 

dt         ^^^  +  '^^ 

und  mithin 

ds        v^dt  +  ^t  dt. 

Integriert  man^ 

so  kommt 

t2 

s_Vot  -fcp-g    -fc, 

wo  unter  c  die  Integrationsconstante  verstanden  wird.  Bestimmen 
wir  diese  Constante  in  der  Weise,  dass  die  vom  Mobile  beschriebenen 
Räume  vom  Ausgangspunkte  zu  zählen  sind,  wo  sieh  das  Mobile 
am  Zeitursprunge  befand,  so  ist  c  ==  o,  und  die  Gleichung  wird  sein 

S  =  Vot  +  (p     g- 

batte  das  Mobile  zur  Zeit  t  =  o  gar  keine  Geschwindigkeit,  alsdann 
wird  Vq  =  o  und  wir  haben  die  Gleichung 


s 
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d)  Beliebige  Bewegung. 

§  92.  Betrachten  wir  jetzt  eine  beliebige  gerad-  oder  krumm- 
linige Bewegung  mit  yariierter  Geschwindigkeit,  so  wird  man  auch 
hier  den  vorigen  Weg  einschlagen  und  nehmen  wir  dabei  ein  recht- 
winkeliges Coordinatensystem   und   beziehen  darauf  die  Bewegung. 

Er  sei  AMM'  die  Curve  der  Trajectorie  von  einfacher  oder 
doppelter  Krümmung.   Zur  Zeit  t   befinde   sich  der  Funkt  auf  der 

Fig.  24. 


Bahn  in  M  und  nach  Verlauf  einer  sehr  kurzen  Zeit  ^t,  also  zur 

Zeit  t  -j-  /\  t  in  M',   so    dass   er  während    dieser   sehr  kurzen  Zeit 

den  Bogen  MM'  =  ^s   durchlaufen   und  mithin   die  mittlere   Ge- 

As 
schwindigkeit   zur  Zeit  t   gleich   -~^—  ist    Nähern  sich  die  beiden 

G-rößen  As,  At  der  Null,  so  wird  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 

zur  Zeit  t  durch  die  Gleichung 

ds 

^=dt- 
vorgestellt. 

Dem   unendlich   kleinen   Bogen    MM'    kann    bekanntlich    die 

Sehne  MM'  substituiert  werden,  indem  beide  nur  um  ein  unendlich 

kleines  dritter  Ordnung  differieren  und  ist 

ds2  =  dx2  +  dy'^  +  dz2. 

Bei  dieser  Annahme  betrachtet  man  die  krumme  Linie  als  ein 
Polygon  mit  sehr  kleinen  Seiten,  welche,  indem  man  sich  der  Grenze 


We i  f  s  t  e  i  n ,  Rationelle  Meehani k .  I . 
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nähert,  an  Zahl  unendlich  groß  und  an  Länge  unendlich  klein 
werden.  Die  Richtung  des  Laufes  des  Punktes  auf  jeder  elemen- 
taren Seite  wird  die  der  Tangente  am  betreffenden  Punkte  der 
Bahn  sein. 

§  93.  Während  das  Mobile  in  seiner  Trajectorie  den  Bogen 
oder  die  Sehne  MM'==d8  durchläuft,  geht  dessen  Projection  m 
bis  m',  so  dasa  der  auf  der  x- Achse  durchlaufene  Raum  durch  d  x 
vorgestellt  wird,  und  ebenso  wird  die  Projection  auf  der  y- Achse  dy 
und  auf  der  z- Achse  die  Projection  dz  sein. 

Während  also  der  Punkt  M  den  Bogen  MM'  =  ds  durchläuft 

ds 
und   zur  Zeit  t  mit  der  Geschwindigkeit  -j— begabt  ist,  durchlaufen 

dessen  Projectionen  auf  den  Achsen  die  Wege  dx,  dy,  dz  und 
werden  deren  Geschwindigkeiten  zu  jener  Epoche  repräsentiert  durch 
die  Gleichungen 

^,_dx       .__dy     ^.,^dz^ 
dt'  dt'  dt' 

wenn  man  nämlich  die  respectiven  Geschwindigkeiten  der  Projectionen 
mit  v',  v",  v'"  bezeichnet.  Denn,  wenn  wir  die  Grenze  des  Verhält- 

MMl  _  As    ,  j^i^  d_8 
At  At  ^         dt 

welcher  der  Punkt  M  auf  seiner  Bahn  belebt  ist,  in  Größe  und 
Richtung  durch  die  Länge  ML  darstellen  und  mo  die  Projection 
von  ML  auf  die  x- Achse  ist,  so  wird  die  Geschwindigkeit  der  Pro- 
jection m  auf  der  x- Achse  durch  die  Grenze  des  Verhältnisses  — r—  = 

/\x  d  X 

=  ~~      =  -. — ,  also  in  Größe  und  Richtung  durch  die  Länge  mo 
/\t  dt 

....     ML         MM'        MM':  dt  .^      ...      ,.    ^ 

vorgestellt  sein,  da  =  - —  -  = -. — 3-  wt,  mithin   die  Qe- 

mo  mm  mm  :  at 

seh  windigkeit  der  Projection  mo  =  — -, —  =  -j-  sein  wird.  Das- 
selbe gilt  auch  für  die  Geschwindigkeiten  der  Projectionen   auf  die 

beiden   anderen   Achsen,   welche  -~.    -r-  zu  Ausdrücken  haben. 

'  dt'     dt 

Die  Projection  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes 
auf  eine  Achse  ist  also  in  Größe  und  Richtung  durch  die 
Geschwindigkeit  der  Projection  dieses  Punktes  darge- 
stellt. 


nisses    -^  —  =  ~-  gleich  -tt  =  der    Geschwindigkeit    v,    von 
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Da  ferner 


d82    _    dx2  +  dy2  +  d 


z 


dt2  dt2 

idty  so  wird  man  auch  haben 

V2  =  v'2  _j_  v"2  4-  v'"2. 

Bildet  ferner  zur  Zeit  t  die  Tangente  der  Trajectorie,  im  Sinne 
der  Richtung  der  Bewegung  mit  den  positiven  Achsen  die  Winkel 
a,  ß,  Y7  ^  wiri  man  auch  haben 

v'  =  V  cos  a,  v"  =  V  cos  ß,  v'"  =  v  cos  y 
denn  man  hat 

dx         ds     dx  ,,       dy  ds     dy  ^ 

V'  =  ^-    =:   -7--  .  -5—  a=  V  cos  a,  V"  =     .'^     =   -—-  .    -=^  =  V  COS  ß, 

dt  dt      ds  '  dt  dt      ds  ^ 

,,,        dz         ds      dz 

^       =    JT-    —    -TT  .   J-  =  V  COB  Y. 

dt  dt     ds 

Bekanntlich  werden  die  Cosinus  der  Winkel  der  Tangente  mit 

den  Achsen    bei   rechtwinkeligen   Coordinaten    durch    j— ,     ,— ,    3— 

d  s     ds     d  s 

ausgedrückt. 

Durch  die  Cosinus  der  Winkel  ist  auch  der  Sinn  der  Be- 
wegungsrichtung der  Trajectorie  gegeben. 

Schreibt  man  obige  Gleichungen  der  Geschwindigkeit  der  Pro- 
jectionen  auf  die  Achsen  in  der  Form 

dx  =  Vdt,  dy  =  v"dt,  dz  =  v'"dt 

and  integriert  dieselben,  so  hat  man 

.  X  =  9  (t)  +  a,  y  =  4;  (t)  +  b,  z  =  X  (t)  +  c 

und  eliminiert  man  t,   so  hat  man   die   Trajectorie,    welche  M   be- 
schreibt, in  der  Form 

F(x,y,z)  =  0,  F,  (x,y,z)  =  0. 

§  94.  Es  sei  ferner  die  Bahn  eine  ebene  Curve  BNN'  (Fig.  24) 
in  der  Coordinatenebene  xy  und  nehmen  wir  Polarcoordinaten,  Ox 
sei  die  Polarachse,  ON  der  Radiusvector  =  r,  der  Winkel  xoN  =  9, 
NA"  die  Verlängerung  des  Radius,  NN'  der  unendlich  kleine,  rom 
Mobile  N  während  des  Zeitelementes  dt  beschriebene  Bogen  oder 
dessen  Sehne,  NL'  die  Tangente  an  diesem  Punkte,  der  unendlich 
kleine  Winkel  NON'=d 9,  so  kann  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  N 
in  zwei  Componenten  zerlegt  werden,  die  eine  nach  der  Verlängerung 
des  Radius  r,  NA*'  und  die  anderen  nach  einer  darauf  senkrechten 

5* 
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Richtung  NN".    Die  Größen  derselben   werden    in  folgender  Weise 

ermittelt. 

Die  Oesehwindigkeit  des  Mobile  N  an  diesem  Punkte  ist  gleich 

ds 

-r—  und,  wie  hervorgehoben,  nach  der  Tangente  NL*  gerichtet  Die 

Componente  dieser  Geschwindigkeit  nach  NA"  wird  daher  zum  Aus- 

d  s  ds 

drucke  haben  ~  cos  L'  NN"  =  -r:  cos  N'N  A",  Die  Componente  der 

ds 
Geschwindigkeit   nach   NN"   wird   gleich    sein       -  cos  N"  N  L'  = 

=  ~  cos  N^'NN'. 
dt 

Aus  dem  Dreiecke  NN'N"  ist  aber  zu  ersehen,  dass  der  Winkel 

L'NA",  oder  was  derselbe  ist,  der  Winkel  N'NA"  das  Complement 

des  Winkels  N"NN'  in  jenem  Dreiecke  ist,  dass  daher 

N"N'         dr 
cos  L'N A"  =  cos  N'NA"  =  sin  N"NN'  = 


cos  L'NN''  =  cos  N"NN'  = 


NN'  ds 

NN"  dör 


NN'  ds 

sind.  Denn  N"N'  ist  offenbar  das  Differenzial  des  Radius  =  dr, 
und  ebenso  wird  der  unendlich  kleine  Bogen  NN"  durch  das  Pro- 
duct  des  unendlich  kleinen  Winkels  d6  multipliciert  mit  dem  Radius  r 
ausgedrückt. 

Die  beiden  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Bogens 
NN'  werden  demnach  sein,  und  zwar: 

Die  Componente  der  Geschwindigkeit  nach 

NA"  =  —     dr^dr 
dt  '  ds        dt' 

Die  Componente  der  Geschwindigkeit  nach 

^^^^,        ds     rde        rde 

NN'  =  -,    .-,--  =  -,     . 
dt       ds  dt 

Aus  dem  Dreiecke  NN'N"  ist  ferner  zu  ersehen,  dass 

NN'2==NN"2  4-N"N'^ 
und  mithin 

NN;2  _  NN"_^      N-N'^ 

dt2'"~"dt2       +       dt^" 

ist.  Wir  haben  demnach 

d82_    2_   drM-r^de^^ 
dt2~^    ~"    ■         dt' 
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Die  Componente  —=— wird  die  Geschwindigkeit  der  Circulation 

des  Punktes.    .      dessen  Winkelseschwindiirkeit,  und  -r—     die 

'dt  ^  dt  . 

Geschwindigkeit  der  Translation  des  Punktes  nach  der  Länge 

r     rdO        r^dO 
des  Radiusvector  r  genannt.  Die  Größe   „  .    j  —  =  « -,      heißt  die 

2       dt  2  dt 

Flächengeschwindigkeit. 

Es  wird  bemerkt,    dass  während   die  Richtungen   der  Compo 

nenten  der   Geschwindigkeit   des  Mobile  nach   den    rechtwinkeligen 

Achsen,   auch    cartesische  Coordinaten  genannt,   fest  sind,  die  Rich- 

dr 
tungen    der    Componenten     in     Polarcoordinaten     ausgedrückt,    ,  , 

—       mit  der  Lage  des  Mobile  sich  ändern, 
dt 

ZMTölftes  Capitel. 
Die  Acceleration  bei  ungleichförmigen  geradlinigen  Bewegungen. 

§  95.  Die  Acceleration,  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  ist 
continuierlich,  die  Geschwindigkeit  wächst  mit  jedem  Augenblicke 
und  ist  der  Zuwachs  nicht  gleichförmig,  nicht  proportional  den  Zeiten, 
entsteht  die  Frage,  wie  man  die  Acceleration  messen  kann,  da  sie 
doch  fließend  ist  und  sich  nicht  halten  lässt. 

Aber  auch  die  Trajectorie  ist  continuierlicb,  und  wie  wir  uns  damit 
geholfen  haben,  dass  wir  die  Curve  in  ein  Polygon  von  unendlich 
vielen  Seiten   umgewandelt   und   in  dieser  Weise    eine  mittlere  Ge- 

/\  8  ds 

seh  windigkeit  ^^~-  geschaffen  und  dann  uns  der  Grenze  v=  ,.  ge- 
nähert, ganz  ähnlich  werden  wir  bei  der  Bestimmung  der  Acceleration 
vorgehen. 

Es  sei  V  die  Geschwindigkeit  des  Mobile  zur  Zeit  t.  Zur  Zeit 
t  -[-  ^  t  wird  die  Geschwindigkeit  v  -|-  ^  v  sein,  und  daher  wird 
die  mittlere  Acceleration  zur  Zeit  t  gleich  sein 

Man  geht  dabei  von  der  Vorstellung  aus,  dass  die  während 
einer  sehr  kurzen  Zeit  /^t  erlangte  Acceleration  gleichförmig  sei, 
und  die  Geschwindigkeit  sich  während  dieses  Zeitverlaufes  um  den 
Zuwachs  /\y  vergrößert,    daher  die  Acceleration    obigen  Ausdruck 
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A  V 

=7^-  habe.  Wird  die  Zeit  unendlich  klein,  nähert  sich  also  At  der 

At  ^         '  ^ 

Grenze  Null  zu,  so  schreitet  auf  die  mittlere  Acceleration  einer  von 
/\t  unabhängigen  Grenze  zu  und  wird  die  Acceleration  zur  Zeit  t 
ausgedrückt  durch  die  Gleichung 

dv 
»  =  df 

Die  Acceleration  ist  die  Derivierte  der  Geschwindig- 
keit in  Beziehung  auf  die  Zeit. 

Dieser  Ausdruck  enthält  auch  die  gleichförmige  Acceleration. 
Denn  bei  einer  gleichförmigen  Acceleration  haben  wir 

V  =  cpt. 

Differenzieren  wir  diese  Gleichung,  hat  man 

dv 
^  =  -df 


Da  wir  ferner  hatten 


so  ist 


ds 
^=dt' 


dv        d^s 


dt  ~  dt^' 

Die  Acceleration   ist  auch   die  zweite  Derivierte   des 
Raumes  in  Beziehung  auf  die  Zeit. 

Die  Deviation  und  Acceleration  bei  ungleichförmigen  krnmmliiugeE 

Bewegungen. 

§  96.  Der  Punkt  durchlaufe   eine  krummlinige  Bahn    mit  un- 
gleichförmig  variierter  Geschwindigkeit   und   sei    zur  Zeit  t   in  M. 

Wir  legen  an  M  die  TancfenteMA 
'^'  und  nehmen  an,  dass,  während  H 

in  einem  sehr  kurzen  Zeittheile 
At  den  Weg  MM'  durchläuft,  ein 
zweiter  Punkt,  ebenfalls  in  M  sieh 
befindend,  gleichzeitig  und  mit  der- 
selben Geschwindigkeit  sich  auf 
der  Tangente  MA  bewege  und  am 
Ende  des  Zeittheiles  A  ^  in  A  anlange.  Verbinden  M'  mit  A  durch 
die  Linie  M'A,  so  stellt  diese  Linie  MA'  die  Abweichung  beider 
Bewegungen  vor  und  heißt  Deviation. 
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Diese  Linie  M'A  stellt  nun,  wenn  /\t  der  Grenze  O  zustrebt, 
offenbar  die  Richtung  der  Aeceleration  vor  und  haben  wir  deren 
Größe  zu  bestimmen. 

M'A 

Man   könnte   einfach  bestimmen,  -7-—  stelle  die  mittlere  De- 

At 

viation   vor,    das   heißt,   als   wäre   die  Deviation  M'A   während  des 
kurzen  Zeittheiles  /\t   mit  einer  mittleren   constanten  Aeceleration:^ 
durchlaufen  und  alsdann  würde  man  haben,  wenn  diese  Aeceleration 
mit  ff'  bezeichnet  wird, 

M'A  =  9'  ^2- 

mithin 

M'A 

2 
Daher  beim  Zustreben  der  Grenze 

f  =  A^L  — jTi- 

Wir  wollen  aber  klarer  ableiten.  Denken  wir  uns  die  Bewegungen 
beider  Punkte  auf  ein  reohtwinkeliges  Coordinatensjstem  bezogen. 
Die  beiden  Punkte  befinden  sich  zur  Zeit  t  in  M,  dessen  Coordinaten 
X,  y,  z  seien.  Der  eine  Punkt  bewegt  auf  seiner  Trajeqtorie  MM' 
und  wird  am  Ende  der  Zeit  t  -f-  A  *  ^^  M'  anlangen.  Die  Compo- 
nenten  seiner  Geschwindigkeit  auf  den  Achsen  werden 

dx       dj       dz 
"dF'     dt'    "dt 
aein. 

Da  sich  der  andere  Punkt  mit  derselben  Geschwindigkeit  auf 
der  Tangente  bewegt,  so  wird  er  am  Ende  des  Zeittheiles  /\t  im 
Punkt  A  sein,  dessen  Coordinaten  sind 

1.  ^  +  irAt,  y+a;  At,  z+^^At. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  M'  findet  man  aus  folgender 
Überlegung. 

X  ist,  wie  wir  gesehen,  eine  Function  von  t,  x  =:  f (t),  folglich 
wird  das  x'  von  M'  ausgedrückt  sein  durch  f  (t  4"  At). 
Nach  dem  Theorem  von  Taylor  hat  man  aber 
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f  (t  +  At)  =  f  (t)  +  f  (t)  At  +  f"  (t)  ^-  + . . .  = 

und  in   dieser  Weisä   hat  man   fttr   die   drei  Coordinaten   die   drei 
Gleichungen 

,    dx   .        .    d*xAt*   , 


2. 


dt» 


dt 

y  =  y  +  |fAt+,,, 


d^y  A_t*    , 

2     "■"•■■ 


z' 


z 


+  -dT^*+-d 


d«z  At' 


dt»     2 


-  +  • 


Läset  man  in  Anbetracht,  dass  /\t  sehr  klein  ist,  die  kleinen 
Größen  höherer  Ordnung  weg  und  zieht  die  in  1  ersichtlichen  Coordi- 
naten des  Punktes  A  von  2  ab,  so  erhält  man  die  Ausdrücke  für 
die  Componenten  der  Deviation  AM'  nach  den  Achsen 

d^xAt;^     d2y^jt2     d^zAt^ 
dt«     2  '    dt     2  '    dt2"  2   • 

Die  Größe  der  Deviation  als  Diagonale  ist  demnach 


'•-=¥r(W+(^y+(S)' 

§  97.  Betrachtet   man   diesen  Ausdruck   genau  und  vergleicht 

ihn  mit  dem  Ausdrucke  für  den  mit  constanter  Acceleration  zurück- 

gelegten  Raum 

t2 

so  wird  man  einsehen,  dass 

die  ungleichförmige  Acceleration  in  der  Deviation   bedeutet,   welche 
mithin  durch 

M'A 


<p'  =  At^'  + 

2 


2M^A. 

"At^" 


vorgestellt  wird,  wenn  At  der  Grenze  zuschreitet. 

Man  hat  daher,  wenn  man  die  Deviation  mit  D  und  die  Acce- 
leration mit  <p'  bezeichnet. 
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Die    Cosinus   der   Winkel   zwischen    der    Deviation    und    den 

Achsen   sind   die  Quotienten   der  Componenten    dividiert   durch  die 

Diagonale.   Mithin   sind  diese  Cosinus,  wenn  man  obigen  Ausdruck 

mit  h  bezeichnet 

d^x    d^y    d^ 

dt2     dt*     dt2 

h        h        h 

Multipliciert  man  diese  Ausdrucke  mit  h,  welche  Größe,  wie 
wir  oben  gesehen,  die  Acceleration  vorstellt,  so  erhält  man  für  die 
Componenten  der  Acceleration  nach  den  Achsen 

d*  X     d*  y     d^  z 
dt'^'    dt^'    dt2- 

nennt  man  die  totale  Acceleration  des  Mobile  zur  Zeit  t. 

§  98.  Die  Deviation  kann  man  in  eine  tangentielle  und  normale 
Componente  theilen. 

Fällt  man  die  Senkrechte  M'N'  (Fig.  24)  auf  MA,  so  stellt 
K' A  die  tangentielle,  M'N'  die  normale  Componente  der  Deviation  vor. 

Projiciert  man  aber  die  Componenten  der  Deviation  nach  den 
Achsen  auf  die  Tangente,  in  Anbetracht,  dass  die  Cosinus  der 
Winkel  zwischen  der  Tangente  und  den  Achsen  durch  die  Ausdrücke 

dx      dy       dz 
"57'    17'     ds 

gegeben  sind,  so  hat  man 

At^  rd^x  dx       d^y  dy       d'^x  d_zl 
^'^=     2    Ldt2    ds  "^  dt*    ds"^  dt2"  "dsJ- 

Man  hat  aber  auch 

ds2  =  dx*  +  dy-^4-dz^ 

woraus  man  durch  Differentiation  bat 

dsd^s  =  dxd^x  +  dj  d*y  -|-  dzd*z 
,«         dxd*x    ,    dyd*y    ,    dzd'^z 
ds  ds  ds 
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daher 


"*•     ^^—  dt2      2    ~     2~   df 


Man  weiß  ferner,  dass  bei  jeder  Curve  die  von  einem  Curven* 
punkte  auf  die  Tangente  gefkilte  Senkrechte  M'N',  wenn  das  Curven- 
dement  gleich  MM'  und  der  Krümmungshalbmesser  =s:  p  ist,  zum 
Ausdrucke  hat 

M'N' =  Sehne -^     . 

2p 

Ist  aber  hier  MM'  unendlich  kloin,  wodann  Bogen  und  Sehne 
nur  mit  unendlich  kleinen  Größen  dritter  Ordnung  differieren,  so 
dass  beide  als  gleich  betrachtet   werden   können,    so  hat   man  auch 

„^,        ^,       MM-       arcMM'2 
M'N' =  Sehne      "     =--^-- 

2p  2p 

M'M,  der  während   des   Zeitelementes  /\t   durchlaufene  Raum,  ist 
gleich  v^t,  folglich 

4.     M'N'=-^  -  ^  . 

2      p 

Die  beiden  Componenten  der  Deviation 

A 


1  K  d^)  +  yd)  +  (Ttü 


sind  demnach 


5. 


N'A  -  ^'-  ^^ 
^^-    2     dt 

2      p 


§  99.     Ebenso   wie  die  Deviation  wird    auch  die  totale  Accc- 
leration  in  eine  tangentielle  und  normale  Componente  getheilt. 
Für  die  totale  Acceleration  hat  man 

und  sind  demnach  die  beiden  Componenten 

dv     v'^ 
dl'    "p' 

Bezeichnet  man  ferner  die  Winkel,  welche   die  Tangente  mit 
den     Achsen     bildet     und     deren     Cosinus    auszudrücken     haben 

-i-  ,    -T^,     ,-  ,  mit  or   ß  Y  und  die  Winkel,  welche  der  Krümmungs- 
ds      ds      ds 
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halbmessor  mit  den  Achsen  einschließt,  mit  X,  ji,  v,  so  hat  man  für  die 
Componenten  der  totalen  Acceleration  nach  den  Achsen  folgende 
Ausdrücke: 

d'^x       dv  .    v*^ 

dl 


■  X  UV  ,      V-  - 

-rr  =  ,  ■  cos  a  -4 cos  k 

t^         dt  '    p 

d^y        dv       «    ,    v'-^ 


d?z        dv  ,    v^ 

-,-.,-  =  -, ,  cos  Y  H cos  V 

dt^         dt  p 

/^.  dv 

Die    eine    Componente    der   totalen   Acceleration     .      ist  die 

Acceleration  des  Mobile  in  der  Trajectorie  und  heißt 
Tangential- Acceleration.  Diese  ist  es,  die  wir  in  der  Regel  mit 
7  bezeichnen. 

Die  andere  Componente  der  Acceleration  --heißt  die  centri- 

petale  Acceleration.  Sie  steht  normal  auf  der  Tangente,  ist 
nach  der  Länge  dea  Surümmungshalbmesser  gerichtet  und  trägt  nichts 
zur  Geschwindigkeit  der  Bahn  bei. 

§  100.  Ist  die  Bewegung   geradlinig,   alsdann  ist  p  =  oo  und 

—  wird  =  0.  Es  reduciert  sich  daher  die  totale  Acceleration  auf 
P 

d'^s         dv 
'~"dr2"~  df 

Ist  die  geradlinige  Bewegung   überdies   gleichförmig   variiert, 

d^  8        d  V 
so  ist  ^^2' =  j~"   konstant.   Ist   die   Bewegung   in   einem   Kreise 

dv 
und  gleichförmig,  also  ist  v  constant  und    ,     =0.  Mithin  ist  dann 

die  tangentielle  Acceleration  gleich  Null  und  die  totale  Acceleration 
reduciert  sich  auf  die  centripetale  Acceleration 

j1  —  1^ 

indem  der  Krümmungshalbmesser  hier  constant  und  mit  r  bezeichnet 
wird.  Man  sieht  ferner,  dass  die  centripetale  Acceleration  nur  bei 
krummlinigen  Bewegungen  vorkommen  kann. 

§  101.   Der  Wichtigkeit    halber    wollen    wir    die     bisherigen 
Formeln  zusammenstellen : 
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a)  {ixt  geradlinig  gleichförmige  Bewegungen  haben  wir 

1.     8  =  vt  -|-  b, 

b)  für  geradlinig  ungleichförmige  Bewegungen 

dt' 

c)  für  gleichförmig  variierte  geradlinige  Bewegungen 

'  V  =  vo  +  ?t 


3. 


8  =  0  +  Vot-f- 


li', 


d)  für  beliebige  Bewegungen 


r  da 


dx ,   ^_    «  A? 

"■^'  dt"'^  '  dt 


.ist 


4.     { 


dt  ~    '    dt 

y2    _-    y«2    _|.    y^a     _J_    y'<.2 

ds^        dx^   .    dy^    .    dz^ 


dt  "■  dt^"  +  dt2  +  dt'-^ 

e)  für  Polarcoordinaten  hat  man  die  Ausdrücke 

_  ds^  _dr2  +  r2de2 


5.     v2  = 


dt2 


dt2 


6. 


CirculationsComponente  =     , — 

dr 
Componente  der  Translatation  =  j~ 

dö 
Winkelgeschwindigkeit  =  -3 — 

Flächengeschwindigkeit  =  —      -- 
/)  für  die  Deviation  bei  krummlinigen  Bewegungen 

'-    ^=   2"Kdt^)  +(d-tö+VdT^-)' 

fUr  die  Componenten  nach  den  Achsen 

At^d-^x     A£^  d^y     At-»  d^z 
2  '  dt»'    "  2     "dt^*       2     "dt»' 


9. 


Tangential -Componente  = 
Normale      Componente  = 


Aj;^  d_v 
2      dt 

At'  v» 

2       0 
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g)  für  die  totale  Acceleration 


10. 


die  Componenten  nach  den  Achsen 


12. 


d^x      d^y     d^z 
'dt2'     dt^"'     dt^^' 

Tangential*  Componente  = 


dv 


dt 


Centripetale  Componente  = 


für  geradlinige  Bewegung 

d  V d^  8 

"f"  ""  dl  ~  dt2- 

für   die  Componenten   der  Tangential- Acceleration   und   Centripetal- 

Acceleration  nach  den  Achsen 

d*-'  X        d  V  ,    v*^         , 

-,-„  =  -.  -  cos  a  +        cos  X 
dt^         dt  '      p 


14. 


2 


d^y       dv       -   , 

d^z        dv  I    v^ 

-^-x-  =  -^-  cos  Y  +   —  cos  V 
dt^         dt  '      p 


Dreizehntet*  Capitel. 
Bewegung  solider  Körper. 

§  102.  Wir  haben  bereits  bemerkt,  dass  wir  unter  soliden 
Körpern  einen  Körper  oder  ein  Punktsystem  verstehen,  bei  welchem 
die  Distanzen  zwischen  allen  Punkten  während  der  ganzen 
Bewegung  constant  bleiben.  In  der  Natur  gibt  es  solche  Körper 
nicht.  Wir  betrachten  sie  in  einem  Zustande,  wo  jede  Elasticität 
und  Ausdehnbarkeit  aufgehört  hat. 

Bewegt  sich  ein  Körper,  so  kann  die  Bewegung  Circulation, 
Translation,  oder  beides  zugleich  sein.  Die  Drehungsbewegung  wie 
auch  die  Translationsbewegung  können  gleichförmig  oder  ungleich- 
förmig sein. 

Der  Körper  kann  ferner  einen  fixen  Punkt  haben.  Wir  be- 
trachten hier  die  Bewegung  eines  soliden,  völlig  freien  Körpers,  und 
werden  dann  auf  den  Fall  kommen,  wo  der  Körper  einen  fixen 
Punkt  präsentiert. 
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Um  die  Bewegung  eines  soliden  Körpers  im  Räume  besser  zu 
erfassen,  theilt  man  dieselbe  in  eine  Rotationsbewegung  um  einen 
Punkt  des  Körpers  und  eine  allen  Punkten  des  Körpers  gemein- 
schaftliche translatorische  Bewegung,  wo  aber  eine  oder  die  andere 
Bewegung  entfallen  kann.  Die  Gheschwindigkeit  eines  jeden  Punktes 
in  einem  beliebigen  Zeitpunkte  wird  also  im  allgemeinen  als  aus 
zwei  Geschwindigkeiten  zusammengesetzt  betrachtet,  von  welchen 
die  translatorische  alle  Punkte  des  Körpers  in  gleichen  parallelen 
Linien  transportiert,  die  Rotationsgeschwindigkeit  hingegen  den 
ganzen  Körper  um  einen  Punkt,  Mittelpunkt  der  Umdrehung  genannt, 
rotieren   lässt,    und  jedem  Punkte  des  Körpers  besonders  angehört. 

Zusammensetzung  von  Bewegungen. 

a)  Translatorische. 

§  103.  Translatorische  Bewegungen  werden  wie  an  einem 
Punkte  angreifende  Kräfte  zusammengesetzt  und  zerlegt,  und  haben 
die  Sätze  vom  Parallelogramme  und  Parallelepipede  der  Kräfte  volle 
Anwendung.  Man  hat  hier  ein  Parallelogramm  und  Parallelepiped 
der  Geschwindigkeiten,  und  gelten  hier  ganz  dieselben  Gesetze.  Das 
alles  leuchtet  von  selbst  ein,  denn  bei  der  translatorischen  Bewegung 
machen  alle  Punkte  gleiche  parallele  Wege.  Macht  nun  ein  Punkt 
des  Körpers  succesive  translatorische  Bewegungen,  welche  durch  die 
Strecken  ab,  b c,  ...Im  vorgestellt  werden,  so  werden  die  von  einem 
andern  Punkte  gleichzeitig  durchlaufenen  Wege  durch  gleiche  und 
parallele  Strecken  a'b',  b'c',  .  .  «  l'm'  vorgestellt,  und  am  gleich 
und  parallel  a'  m',  wird  die  Resultante  der  Translation  der  Strecken 
a  b,  b  c,  .  .  .  1  m  sein,  welche  die  oomponierenden  Bewegungen  vor- 
stellen. Jede  translatorische  Geschwindigkeit  wird,  wie  eine  Kraft, 
durch  eine  Strecke  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  vorgestellt.  Alle 
diese  Strecken  können  zerlegt  und  zusammengesetzt  werden.  Man 
hat  auch  in  dieser  Weise  ein  Polygon  der  Geschwindigkeiten,  und 
haben  alle  Geschwindigkeiten  eine  Resultante. 

h)  Zusammensetzung  von  Rotierungen. 

§  104.  Über  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Drehungen 
hat  man,  und  insbesondere  Poinsot,  der  die  Vectoren  eingeführt, 
Sätze  aufgestellt,  die  wir  hier  entwickeln  wollen,  und  zuerst  angeben, 
wie  eine  Drehung  repräsentiert  wird. 

Ist  ein  Körper  von  einer  Rotationsbewegung  belebt,  so  denken 
wir  uns  im  betreffenden  Zeitpunkte  eine  mit  dem  Körper  verbundene, 
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durch  die  Rotationsachse  gehende  Ebene,  weiche  mit  diesem  Körper 
mitrotiert,  und  in  einem  gewissen  Zeittheile  einen  gewissen  Bogen 
durchläuft,  welchem  eine  proportionale  Winkelgeschwindigkeit,  Winkel- 
deplacierung  entspricht.  Ist  die  Rotierung  eine  gleichförmige,  so  wird 
der  Rotierungswinkel  und  respective  die  Rotierungsgeschwindigkeit 
constant  sein,   ist   sie   nicht  gleichförmig,  alsdann  wird  der  Winkel 


de 

dt 


bestimmt. 


eine  Function  der  Zeit  sein  und  durch  das  Verhältnis 

d  R 
Diese  Winkelgeschwindigkeit  -^ —  nennt  man  Geschwindig- 
keit  der   Drehung   eines   soliden   Körpers.    Sie   ist   zugleich  die 
Geschwindigkeit  eines  Punktes,  welcher  von  der  Rotationsachse  um 
die  Längeneinheit  entfernt  ist. 

Diese  Winkeideplacierung  stellen  wir,  naoh  dem  Vorgange  von 
LagrangCy  analog  wie  bei  Kräftenpaaren,  durch  eine  Strecke  von 
bestimmter  Länge  vor,  die  wir  auf  der  Rotationsachse  in  der  Weise 
nehmen,  dass  ein  Beobachter,  mit  den  Füßen  am  Ursprünge,  den 
Kopf  nach  der  Extremität  der  Achse  gestellt,  die  Drehung  in  einem 
bestimmten  Sinne,  wie  von  der  Linken  zur  Rechten  sieht.  Diese 
wird  man  als  positiv  bezeichnen,  wogegen  die  Drehung  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  als  negativ  betrachtet  wird. 

Kleine  Rotierungen  um  Achsen,  die  zusammentreffen, 

§  105.  Wurde  ein  Körper  mit  zwei  unendlich  kleinen  Drehungen 
um  zwei  Achsen  o  z,  o  z'  begabt,  welche  zusammentreffen,  so  entsteht 
die  Frage,  ob  es  nicht  möglich  ist, 
diese  zwei  successiven  Bewegungen 
durch  eine  einzige  zu  ersetzen  und 
den  Körper  in  dieselbe  Lage  zu 
bringen,  wie  durch  die  beiden  succes- 
siven Drehungen,  ferner  die  Achse  zu 
finden,  um  welche  die  resultierende 
Drehung  erfolgt,  und  wie  groß  die 
Rotierung  sei.  Nachstehende  Über- 
legung fQhrt  zur  Lösung. 

Es  seien  die  beiden  Achsen  O  z, 
Oz',   die     sich    in    einem   Punkte  O 
schneiden,  die  Drehungsgeschwindig- 
keit  um    Oz  sei    durch   die  Strecke  OB  =  X,   die   um   Oz'  durch 
die  Sirecke   O  B'  =  X'  vorgestellt.     Ein   Punkt   in  der  Ebene  O  z  z' 
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befindlich  soll,  vermöge  der  einen  Drehung,  eine  Rotierung  um 
O  z  =  X  mit  dem  Halbmesser  E  P,  und  dann  eine  zweite  Rota- 
tion =  X'  um  0  z'  mit  dem  Halbmesser  K  P'  vollziehen.  Die  Größe 
des  einen  Bogens  wird  gleich  sein  X  .  K  P,  die  des  andern  Bogens 
gleich  sein  X' .  K  P'.  Man  setzt  femer  beide  Drehungen  als  unendlich 
klein  voraus,  so  dass  man  die  zwei  unendlich  kleinen  Drehungen 
\  X'  als  unendlich  kleine,  auf  der  Ebene  Ozz^  normal  stehende 
Gerade  ansehen  kann. 

Setzt  man  nun  beide  Geschwindigkeiten  nach  dem  Parallelo- 
gramme der  Geschwindigkeiten  zusammen,  so  ergibt  sich  die  Drehungs- 
achse  und  Größe  der  Resultante. 

Nehmen  wir  an,  wir  haben  die  Gleichung 

X.KP  =  X'.KF, 

alsdann  ist  E  ein  Punkt  der  Drehungsachse,  denn  die  von  der 
Drehung  des  Punktes  K  um  Oz  und  von  der  Drehung  um  Oz' 
beschriebenen  Kreisbögen  sind  von  entgegengesetzter  Richtung,  der 
Punkt  K  wird  bei  der  zweiten  Drehung  einen  Bogen  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  von  der  frühern  beschreiben,  und  da  sie  gleich  sind, 
so  zerstören  sie  sich  nothwendig.  Der  Punkt  K  wird  also  bei  diesen 
Bewegungen  in  Ruhe  bleiben,  wodurch  erwiesen  erscheint,  dass  K 
auf  der  Rotationsachse  sich  befindet,  und  dass  die  Rotation  des 
Körpers  um  die  Achse  KO  vor  sich  geht,  und  wird  daher  diese 
Eigenschaft  allen  auf  dieser  Achse  liegenden  Punkten  zukommen,  das 
ist,  dass  sie  bei  der  Bewegung  immobile  bleiben. 

§  106.  Das  Resultat  dieser  dem  Körper  ertheilten  Drehungen 
um  zwei  Achsen  wird  demnach  das  sein,  dass  der  Körper  sich  um 
die  resultierende  Achse  O  K,  also  um  die  Diagonale  des  aus  beiden 
Geschwindigkeiten  gebildeten  Parallelogrammes  dreht.  Dass  die  Achse 
OK  wirklich  die  Diagonale  des  aus  beiden  Rotierungen  gebildeten 
Parallelogrammes  ist,  erhellt  daraus,  weil  die  Relation 

X.KP  =  X'KF 

nur  der  Diagonale  zukommt,  was  leicht  zu  erweisen,  und  auch  aus 
der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  KBO,  KB'O  zu  ersehen  ist. 

Belangend  die  Intensität  der  resultierenden  Drebungsgeschwin- 
digkeit,  die  wir  mit  a  bezeichnen,  so  findet  man  sie  durch  die  Er- 
wägung, dass,  wenn  wir  einen  Punkt  B'  auf  der  Oz'  nehmen  und 
von  diesem  die  Senkrechte  auf  0  K  fällen,  welche  diese  in  D  trifft, 
und  von  B'  eine  andere  Senkrechte  auf  Oz  fällen,  B'C,  wir  die 
Gleichung  haben 


X.B'C  =  o.B'D,    0  = 
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XB'C 


B'D* 

Denn  der  Punkt  B',  welcher  auf  der  Achse  0  z'  liegt,  ändert 
seine  Lage  bei  der  ersten  Drehung  nicht,  sondern  erst  bei  der  zweiten 
Drehung,  und  beschreibt  um  0  z  die  unendlich  kleine  Drehung  = 
=  X .  B'  C.  Die  gesuchte  Geschwindigkeit  ist  aber  gleich  diesem  be- 
schriebenen Wege  X .  B'  C  getheilt  durch  die  Distanz  des  Punktes 
B'  7on  der  Achse  O  E,  also  durch  B'  D. 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  E  B  O,  E  B'  O  haben 

wir  aber 

OB:OE  =  sinOEB:sinOBE 

=  sinEOB':sinBOB' 

=  B'D:B'C. 


OE  =  OB 


sinBOB^ 
sin  E  OB' 
sin  BOB' 
sinEOB" 


ein  Ausdruck,  welcher  eben  den  Wert  der  Diagonale  des  aus  den 
Seitengeschwindigkeiten  errichteten  Parallelogrammes  ausdrückt,  und 
repräsentiert  also  die  Diagonale  als  Achse. 

Die  Diagonale  OE  erweist  sich  also  in  Richtung  und  Größe 
als  die  Achse  der  resultierenden  Drehung,  und  man  hat  den  Lagrange 
zu  yerdankenden  Satz  vom  Parallelogramm  der  Drehungen: 

Zwei  unendlich  kleine  Rotierungen  um  Achsen,  welche 
sich  schneiden,  können  durch  eine  einzige  Rotierung  er«- 
setzt  werden,  welche  durch  die  Diagonale  eines  aus  den 
componierenden  Rotierungen  construierten  Parallelo- 
grammes repräsentiert  wird. 

Man  wird  aber  einsehen,  dass  alle  diese  Relationen  nur  deshalb 
bestehen,  weil  wir  die  unendlich  kleinen,  in  der  Rotation  erzeugten 
Bogen  als  unendlich  kleine  Gerade  normal  auf  der  Ebene  ZOZ 
betrachtet  Bei  größeren  Bogen  sind  deshalb  die  Relationen  nicht 
mehr  richtig. 

Botierungen  um  parallele  Achsen, 

§  107.  Sind  zwei  unendlich  kleine  Drehungen  X,  X' um 
parallele  Achsen  OZ,  OZ'  dem  Eörper  ertheilt  worden,  so 
kann  diese  durch  eine  einzige  Rotation  ersetzt  werden. 
Diese  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  componie- 
renden Rotierungen,  und  hat  die  resultierende  Achse  eine 

We  i  t  •  t  e  1  n  y  BAtioaelle  lleehanik  .1.  6 
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solche  Lage,  dass  die  Distanzen  der  Componenten  von 
derselben  im  verkehrten  Verhältnisse  wie  das  der  Compo- 
nenten stehen. 

Stellen  OB,  OB'  die  Intensitäten  der  successiven  Drehungen 
X,  X'  um  die  Achsen  OZ,  OZ'  vor,  welche  in  Fig.  27  a)  von  gleichem 


Figr.  27a. 


Flg.  27  b. 


Z 

A 

B 
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0 


N 


Z' 
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X' 


0' 


B 


S 


0 


0' 


Sinne,   in  Fig.  27  h)   von   entgegengesetztem  Sinne   sind,  und  legen 

wir  zu  beiden  Achsen  eine  senkrechte  Ebene  N  O  0',  welche  infolge 

beider  Kotierungen  eine  Drehung  um  eine  Achse  beschreiben  wird. 

Ein  Punkt  N  dieser  Ebene   wird  in  Buhe  bleiben,  und  zwar  dann, 

wenn  man  fdr  ihn  die  Relation  hat 

X,ON  =  X'.0'N 
oder 

ON:0'N  =  X':X, 

da  X  .  O  N,  X'  .  O'  N  die  Größen  der  von  den  componierenden 
Drehungen  X,  X'  beschriebenen  Wege  vorstellen.  Der  Punkt  N  wird 
sich  also  auf  der  Rotationsachse  befinden.  Die  successiven  Bewegungen 
X .  0  N,  X'  O'  N  sind  aber  von  entgegengesetztem  Sinne,  da  die  Di- 
stanzen ON,  NO'  des  Punktes  N  von  den  Drehungen  X,  X',  welche 
in  Fig.  27  d)  in  gleichem  Sinne  sind,  von  entgegengesetztem  Sinne 
sind.  Ist  X  .  O  N  negativ,  so  ist  X' .  N  0'  positiv.  Sind  nun  diese  Pro- 
ducte  einander  gleich,  so  wird  N  in  Ruhe  bleiben,  und  so  werden 
auch  alle  Punkte,  die  sich  auf  der  den  Achsen  QZ^  OZ'  parallelen 
Achse  NK  befinden,  in  Ruhe  bleiben. 

Der  Punkt  N  und  in  dieser  Weise  alle  Punkte  auf  der  Achse 
NK  werden  also  in  Ruhe  bleiben,  wenn  die  Distanzen  NO,  NO' 
in    entgegengesetztem   Sinne    gerichtet    sind,    und    man    dabei    die 

Gleichung  hat 

X.ON  +  XO'N  =  0 


folglich 
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Dieses  alles  ist  der  Fall,  wenn  beide  Drehungen,  wie  in  Figur 
27  a)  in  demselben  Sinne  sind,  dann  wird  N  in  die  Mitte  zwischen 
O  Z  und  O  Z'  fallen,  und  N  K  wird  die  resultierende  Achse  vorstellen, 
um  welche  die  einzige  Drehung  effectuiert  wird,  die  jene  beiden 
Drehungen  ersetzt.  Ein  Punkt  B',  auf  der  Achse  O  Z'  liegend,  welcher 
demnach  von  der  Achse  N  K  um  N  O'  entfernt  ist,  und  seine  Lage 
erst  bei  der  zweiten  Drehung  ändert,  wird  bei  dieser  einen  Weg 
X  .  O  O'  beschreiben,  und  daher  seine  Drehungsintensität  zum  Aus- 
drucke hat,  wenn  wir  diese  mit  a  bezeichnen, 

X.OO' 

aas  obigem  Verhältnisse 

X':X  =  ON:0'N 
folgt  aber 

V  +  X  :  X  =  p  N  4-  O'  N  ;  O'  N 

=  bO':0'N 
X.OO'  _       , 

"-"ö^    -x+x. 

Die  einzige  Drehung,  welche  die  beiden  successiven  parallelen 
Drehungen  ersetzt,  ist  also  gleich  der  Summe  jener  beiden  Drehungen 
X  -f-  X'  und  ist  diesen  parallel. 

§  108.  Sind  die  Drehungen,  wie  in  Figur  27  b)  von  entgegen- 
gesetztem Sinne,  so  wird  die  resultierende  Achse  N  E  außerhalb  der 
O  0'  fallen,  und  wird  die  Lage  des  Punktes  N  und  der  Achse  N  K 
gegeben  sein  durch  die  Gleichung 

X.ON  =  X'0'N 

und  man  hat  fdr  die  resultierende  Drehung 

o  =  X— X' 

die  resultierende  Drehung  ist  also  immer  der  algebraischen  Summe 
der  Componenten  gleich. 

Drekungspaare, 

§  109.  Sind  die  Drehungen  um  parallele  Achsen  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  und  gleich,  so  hat  man  ein  Drehungspaar,  und  die 

obige  Gleichung 

X.ON  =  X,0'N 
f^hrt  hier  ins  Absurde: 

ON^O'N, 

Die  Gleichung  verliert  also  hier  ihre  Anwendung,  und  zeigt 
eben   an,  dass   eine   resultierende  Drehung   in   einem  solchen  Falle 

6* 
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Fig.  27  c. 


auBgeschlossen  ist.  Der  Körper  kann  durch  diese  zwei  entgegen- 
gesetzten Drehungen  nicht  mehr  in  die  frühere  Lage  zurückgebracht 
werden. 

In   der   That,   wie   aus  Figur  27  c)  zu   ersehen,   wo  0  0'  die 
die  Achsen  senkrecht  durchschneidende  Ebene  vorstellt,  wird  ein  Punkt 

N,  infolge  einer  Drehung,  den  unendlich 
kleinen  Bogen  N  B,  infolge  der  andern 
Drehung  B  C  durchlaufen,  welche  infolge 
^  ihrer  unendlichen  ELleinheit  als  gerade 
Linien  betrachtet  werden  können,  und  ver- 
halten sie  sich  wie  N  0'  zu  N  O,  der  Punkt 
wird  also  am  Ende  einer  unendlich  kleinen 
Zeit  am  Endpunkte  der  Diagonale  der 
Rhombe  N  BC  B'  anlangen,  wobei  N  C  auf  der  Ebene  0  O'  senkrecht 
steht,  und  die  Proportion  sich  ergibt,  da  die  Dreiecke  N  B  C,  NOO' 
ähnlich  sind 


NC:00'  =  NB':NO' 


also 


NC  = 


00\NB^ 
NO' 


=  00'  X', 


wenn   die  Winkelgeschwindigkeit   oder  die  Rotation  mit  X'  bezeich- 
net wird. 

Di(B  Wirkung  eines  Drehungspaares  besteht  also  in 
einer  Translation  senkrecht  zur  Ebene  des  Paares,  und  ist 
die  Intensität  dieser  Translation  gleich  dem  Producte  der 
Rotation  multipliciert  mit  der  Distanz  der  beiden  Achsen. 

Diese  translatorische  Bewegung  ist  für  alle  Punkte  des  Körpers 
dieselbe. 

Verschiebung  von  Drehungen» 

§  HO.  Stelle  AA'  (Figur  28)  eine  Rotation  in  Richtung   und 

Größe  vor.  An  einem  beliebigen  Punkt 
des  Körpers  B  bringen  wir  zwei  direct 
entgegengesetzte,  der  AA'  parallele,  suc- 
cessiv  eflfectuierte  Rotierungen  BC,  BC 
an,  wodurch  der  Zustand  des  Systems 
nicht  geändert  wird.  Wir  bekommen  aber, 
wie  bei  den  Kräften,  statt  der  einen  Drehung 

A  A'    eine.  Drehung    versetzt    nach   B  sss  B  C  sb  A  A'    und     ein 

Drehungspaar  B  C  .  A  A^ 
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Wir  können  demnach  alle  Drehungen  an  den  Terschiedenen 
Punkten  des  Körpers  nach  einem  beliebigen  Punkte  versetzen  and 
zusammenschieben y  unter  der  Bedingung,  dass  ftlr  jede  verschobene 
Drehung  noch  ein  Drehungspaar^  also  noch  eine  Translation  hinzu- 
gefügt werde. 

Wir  haben  nämlich  in  dieser  Weise  die  Drehung  AA'  nach 
einem  andern  Punkte  des  Körpers  B  verschoben  mit  derselben  In- 
tensität BC  =  AA',  und  dabei  ein  Drehungspaar B C,  AA'  hinzu- 
gefügt^ so  dass  nunmehr  die  Drehung  AA'  durch  die  Drehung 
B  C  4~  Drehungspaar  A  A',  B  C  vollkommen  ersetzt  erscheint.  In 
dieser  Weise  können  wir  mit  allen  Drehungen  vorgehen. 

Reduction  aüer  Jdeiner  Bewegungen. 

§  111.  Ist  nun  ein  Körper  von  vielen  kleinen  Translationen 
und  Kotierungen  belebt,  so  aohiebt  man  alle  Rotierungen  an  einen 
beliebigen  Punkt,  setzt  daselbst  eine  mit  der  zweiten,  die  beiden,  n^it 
der  dritten  in  der  Weise  zusammen,  wie  oben  bei  Zusammensetzung 
zweier  Rotierungen  gezeigt  wurde,  deren  Achsen  sich  schneiden,  und 
80  setzt  man  alle  an  einen  Punkt  verschobenen  Rotierungen  zu  einer 
resultierenden  Rotation  zusammen.  Die  Translationen  mit  den  aus 
den  Drehungspaaren  sich  ergebenden  neuen  Translationen  setzt  man 
ebenfalls  zu  einer  Resultante  zusammen. 

Man  kann  demnach  immer  jede  beliebige  Anzahl  der 
an  den  verschiedenen  Punkten  eines  Körpers  angebrachten 
unendlich     kleinen    Rotierungen    und    Translationen    auf 
eine     einzige,     durch     einen 
gegebenen      Punkt     gehende  ^^^-  ^' 

Rotierung  und  einzige  Trans-       0 0' 

lation  reducieren. 

§  112.  Man  kann  aber  die 
Reduction  so  vornehmen,  und  in- 
folge dessen  den  Punkt,  wohin  die 
Drehungen  zu  verschieben  sind, 
80  erhalten,  dass  die  Drehungs- 
achse parallel  wird  der  Translation. 

Gesetzt,  dass  die  Reduction  der  Rotationen  ein  Resultat  herbei- 
geführt habe,  wonach  die  Achse  der  Rotierung  die  Richtung  00', 
die  Translation  die  Richtung  AA'  hat,  und  stelle  00'  auch  die 
Größe  der  Drehung  vor.  So  zerlegen  wir  diese  Translation  in  zwei 
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Translationen,  die  eineAA''^  parallel  der  Botation  00',  die  andere 
darauf  senkrecht,  die  senkrechte  Translation  AA''  betrachten  wir 
als  ein  Drehungspaar,  vereinigen  es  mit  der  vorhandenen  Drehung 
0  0'  zu  einer  Rotation  von  derselben  Größe  und  Richtung  wie  O  O', 
wodann  aber  die  Drehungsachse  nicht  mehr  durch  O  geht,  sondern 
parallel  nach  einem  anderen  Punkte  verschoben  wird.  Die  Translation 
ist  aber  parallel  der  Achse  der  Rotieiung  00'. 

Diese  Bewegung  nennt  man  Helicoidal-Bewegung. 

Die  Achse  der  Rotierung,  zu  der  man  bei  dieser  Reduction  ge- 
langt, nennt  man  Spontanachse  der  Rotation. 

§  113.  Alle  diese  Zusammensetzungen  setzen,  wie  wir  bereits 
hervorgehoben,  voraus,  dass   die  Bewegungen  unendlich  klein  sind. 

Würde  man  endliche  Bewegungen  in  dieser  Weise  zusammen- 
setzen, so  würden  die  gehäuften  Fehler  das  Resultat  modificieren 
und  dieses  würde  nicht  mehr  richtig  sein.  Continuierliche  endliche 
Bewegungen,  welche  während  einer  endlichen  Zeit  vor  sich  gehen, 
sei  es  parallel  einer  festen  Ebene,  seien  es  continuierliche  Drehungen 
um  einen  festen  Punkt  oder  allgemeine  continuierliche  Bewegungen, 
werden  wir  im  zweiten  Bande  besprechen. 

Hier  wollen  wir  kurz  andeuten,  dass  man  eine  allgemeine 
continuierliche  Bewegung  sich  in  eine  unendlich  große  Zahl  unend- 
lich kleiner  Bewegungen  getheilt  denkt,  jede  kleine  Bewegung  wird 
in  eine  Rotation  und  eine  der  Achse  derselben  parallele  Translation 
zerlegt,  alle  Translationen  werden  zusammengesetzt,  und  die  Drehungen 
ebenfalls.  Jede  Drehung  wird  ihre  Spontanachse  haben,  und  alle  Spon- 
tanachsen bilden  gewisse  Flächen. 

Bewegung  eines  Körpers^  der  einen  fixen  Punkt  präsentiert 

§  114.  Jede  Verschiebung  eines  soliden  Körpers,  der 
einen  fixen  Punkt  darbietet,  kann  immer  auf  eine  Drehung 
um  eine  durch  jenen  Punkt  gehende  Achse  reduciert  werden, 
und  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen 
Punkte  des  Körpers  wie  ihre  Distanzen  von  der  Achse. 

Befindet  sich  in  einem  soliden  Körper  ein  fixer  Punkt  M,  so 
beschreiben  wir  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt  mit  einem  belie- 
bigen Radius  eine  Sphäre.  Zwei  Punkte  noch  reichen  hin,  um  die 
Lage  des  Körpers  zu  bestimmen. 

Betrachten  wir  also  auf  der  beschriebenen  Kugel  irgend  eine 
krumme  Linie  AA',  welche  invariabel  mit  dem  Körper  verbunden^ 
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und  bei  der  Deplacierung  des  Körpers  in  die  Position  BB'  gc* 
kommen  ist. 

Auf  den  Mitten  der  Bogen  größter  Kreise  AB  und  A'B'  er- 
richten wir  Bogen;  normaler  größter  Kreise,  die  sich  in  N  schneiden. 

Unser  obiger  Satz  behauptet  nun,  dass  dieses  Bringen  des 
Körpers  in  die  neue  Lage  dadurch  erzielt  wurde,  dass  wir  den 
Körper    um    die  Achse  M  N 

gedreht  haben,   so   dass  alle  ^*^*  ^^• 

Punkte,  welche  auf  dieser 
Achse  liegen,  bei  dieser 
Drehung  ihre  frtlhere  Lage 
beibehalten  haben  und  mithin 
in  Ruhe  geblieben  sind. 

In  der  That,  die  sphäri- 
schen Dreiecke  A  N  A', 
BNB'    sind  einander  gleich, 

da  ihre  respectiven  Seiten  paarweise  einander  gleich  und  in 
derselben  Ordnung  gestellt  sind.  Die  Seite  N  A  ist  gleich  N  B, 
ebenso  N  A'  =  N  B',  indem  der  Schnittpunkt  N  auf  einem  Bogen 
liegt,  welcher  auf  AB  in  dessen  Mitte  senkrecht  steht,  mithin  das 
Dreieck  ANB  gleichschenkelig  ist. 

Dreht  man  daher  ANA'  um  die  Achse  MN  um  den  Winkel 
ANB,  so  kommt  der  Punkt  A  auf  B,  A'  auf  B',  und  die  Figur 
ANA'  fällt  mit  BNB'  zusammen.  Der  Körper  kommt  also  durch 
die  Bewegung  der  Figur  ANA'  von  seiner  ursprünglichen  Lage  in 
die  neue  Lage.  Die  Rotationsachse  M  N  ist  der  Durchschnitt  zweier 
Ebenen,  welche  auf  den  Mitten  der  vom  Körper  beschriebenen 
Strecken  normal  stehen. 

Sind  die  beiden  Lagen  einander  unendlich  nahe,  entsprechend 
den  Zeiten  t,  t  -f  d  t,  sind  also  A  A',  B  B'  zwei  unendlich  nahe 
Lagen  derselben,  mit  dem  Körper  invariabel  verbundenen  Curve, 
alsdann  wird  die  Achse  MN  einer  Grenzlage  zustreben.  Man  nennt 
nach  Foin'sot  die  Achse  MN  die  Momentanachse  zur  Zeit  t. 

Die  Momentanachse  der  Rotation  ist  der  Durchschnitt  der 
Ebenen,  welche  auf  den  von  den  Punkten  des  Körpers  bei  der  Be- 
wegung beschriebenen  Wegen  AB,  A'B',  und  überhaupt  von  den 
verschiedenen  Punkten  beschriebenen  Wegen  normal  stehen. 

§  115.    Die   Geschwindigkeiten   der  Punkte   A,   A'   sind   die 

AB       A'B' 
Grenzen  der  Verhältnisse  —3 — ,    -  ^ — .    und  deren  Winkelgeschwin- 

d  t  dt 
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digkeit  wird  durch  die  Ausdrücke 

AB  A'B- 


dt        '       dt 
vorgestellt,   wo   unter  r,  r'   die   respectiven   Distanzen   der   Punkte 
A,  A'  von  der  Momentanachse  MN  verstanden  werden. 

Da    nun    allen    Punkten    des    Körpers    die    gleiche    Winkel- 
geschwindigkeit zukommt,  so  hat  man 

AB         A'B' 


oder 


1. 


AB 


A'B^ 


rdt  r'dt 

Das  constante  Verhältnis  zwischen  der  einem  Eörperpunkte 
zukommenden  Geschwindigkeit  und  seiner  Distanz  von  der  Momentan- 
achse heißt  die  Momentangeschwindigkeit  der  Drehung. 

Lässt  man  in  der  Gleichung  1  die  Größe  dt  weg,  so  sieht 
man  dass  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  sich  wie  ihre 
Distanzen  von  der  Momentanachse  verhalten,  und  dass  daher  den 
Punkten  der  Momentanachse  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  zukommt, 
was  wir  eben  oben  behauptet.  Obiges  Theoreme  ist  also  bewiesen. 
§  116.  Präsentiert  ein  solider  Körper  in  Bewegung 
einen  fixen  Punkt,  so  ändert  die  Momentanachse  fort- 
während ihre  Richtung  im  Körper  und  im  Räume. 

Diesen  von  Poinsot  aufgestellten  Lehrsatz  findet  man  durch 
folgende  Überlegung. 

Wir  beschreiben  um  den  fixen  Punkt  M  eine  Sphäre.  N,  A, 
B,  C,  stellen  Schnittpunkte  der  Momentan  achsen   in  den  Epochen  t, 

t-|-*it>  t-j-2dt.  .  .  im  Baume  be- 
trachtet. N,  a,  b,  c  stellen  Punkte  vor,  in 
welchen  dieselben  Achsen  gleichzeitig 
zur  Epoche  t  den  Körper  durchschneiden. 
Nach  Verlauf  unendlich  kleiner  Zeit- 
tbeile  d  t,  2  d  t  .  .  .,  während  welcher 
der  Körper  um  eine  und  die  andere 
Achse  unendlich  kleine  Drehungen  voll- 
zogen, sind  die  Punkte  a  und  A,  dann  b 
und  B  und  schließlich  c  und  C  zusammen- 
gefallen, so  dass  in  jedem  folgenden 
unendlich  kleinen  Zeittheile  eine  neue  Gerade  im  Räume  Momentan- 
achse geworden  ist.  Früher  war  M  N  Momentanachse,    dann   sind  in 


Fig.  31. 
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den  t-f-dt,  t-f-2dt....  MA,  MB,  MC  succeasiv  Momentan- 
achsen. Die  beiden  Curven  sind  tangierend,  und  stellen  wir  uns  den 
Complex  der  Momentanaebsen  als  einen  Kegel  mit  der  Spitze  in  M 
vor,  80  wird  der  beweglicbe  Kegel  der  im  Körper  aufeinander  folgenden 
Momentanaebsen  M  N  a  b  c  tangierend  zu  dem  festen  Kegel  M  N  A  B  C 
der  Momentanaebsen  im  Räume  sein,  und  bis  auf  ein  unendlich  kleines 
zweiter  Ordnung  sind  die  unendlich  kleinen  Bogen  NA,  Ka  gleich 
und  superpassabel.  Die  beiden  Kegel  rollen  demnach  ohne  zu 
giften  einer  auf  dem  andern. 

Die  allgemeine  Bewegung  eines  soliden  Körpers,  der 
einen  fixen  Punkt  präsentiert,  kann  demnach  dargestellt 
werden  durch  das  Rollen  ohne  zu  gleiten  eines  mit  dem 
Körper  invariabel  yerbundenen,  beweglichen  Kegels  auf 
einem  fixen  Kegel. 

§  117.  Ist  die  Achse  fix  im  Körper,  bat  sie  also  eine  feste  Lage, 
so  ist  sie  es  notbwendig  im  Räume.  Sieht  man  daher  eine  Achse,  um 
die  sieb  ein  Körper  dreht,  mobil  im  Räume  und  scheinbar  fix  im 
Körper,  kann  man  mit  Sicherheit  schließen,  dass  die  reelle  Achse  im 
Körper  auch  Momentanachse,  und  nicht,  wie  es  bloß  scheint,  fix  ist. 
So  wechselt  die  Rotationsachse  der  Erde  jeden  Augenblick  ihre  Richtung, 
was  wir  aus  der  Precession  der  Nachtgleichen  ersehen.  Deshalb  muss 
die  Achse  im  Innern  der  Erde  nur  Momentanachse  sein.  Der  Pol  ist 
nicht  absolut  fix  auf  der  Oberfläche.  Er  beschreibt  einen  sehr  kleinen 
Kreis  vom  Durchmesser,  0°-  28. 

Allgemeine  Bewegung  eines  völlig  freien  Körpers, 

§  118.  Die  allgemeine  Bewegung  eines  soliden  völlig 
freien  Körpers  reduciert  sich  auf  eine  Rotation  und  eine 
Translation. 

Man  nehme  einen  beliebigen  Punkt  A,  ertheilt  ihm  eine  Trans« 
lation  in  seine  finale  Lage.  Um  nun  den  Körper  in  seine  definitive 
Lage  zu  bringen,  wird  man  den  Körper  deplacieren,  dabei  aber  den 
Punkt  A  als  fix  belassen,  welche  Deplacierung  aber  dargestellt  wird 
durcb  eine  Drehung  des  Körpers  um  eine  durch  den  fixen  Punkt 
gehende  Achse. 

Man  kann,  wie  wir  wissen,  den  Punkt  A  so  wählen,  dass  die 
Rotationsachse  parallel  der  Translation  ist.  Aber  dann  wird  der 
Körper  um  eine  bestimmte  Achse  sich  drehen,  und  längs  dieser 
Achse  gleiten. 
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Die  allgemeine  unendlich  kleine  Bewegung  eines 
soliden  Körpers  wird  demnach  reduciert  auf  eine  Helicoidal- 
bewegung,  also  auf  eine  Rotation  und  eine  Translation 
längs  der  Rotationsachse. 

Die  Achsen  dieser  successiven  Drehungen  werden  gleitende 
Momentanachsen  genannt.  Auch  diese  Momentanachsen  sind  im 
Körper  und  im  Räume,  und  bilden  zwei  tangierende  Regelflächen, 
von  denen  die  eine  im  Körper  mit  demselben  invariabel 
verbunden  und  beweglich,  und  die  andere  fix  im  Räume 
ist,  und  beide  Rcgelflächen  auf  einander  rollen  ohne  zu 
gleiten. 

Dieser  Lehrsatz  ist  von  Poncelet. 

Vierzehntes  Capitel. 
Theilweise  Begründung  der  vorigen  Sätze. 

§  119.  Wir  wollen  schließlich  die  aus  geometrischen  Betrach- 
tungen hergeleiteten  Sätze  hier  theilweise  analytisch  begründen. 

Betrachten  wir  also  einen  Körper  in  Bewegung,  welcher  einen 
festen  Punkt  darbietet.  Wir  nehmen  diesen  fixen  Punkt  O,  welcher 
in  Ruhe  zu  verbleiben  hat,  zum  Ursprünge  dreier  rechtwinkliger 
Achsen  Ox,  Oj,  Oz;  x,  7,  z  seien  die  Coordinaten  irgend  eines 
Punktes  M  des  soliden  Körpers,  bezogen  auf  diese  Achsen.  Gleich- 
zeitig ziehen  wir  durch  denselben  Ursprung  0  ein  durch  denselben 
gehendes  Coordinatensystem  Oxj,  Oyi,  Oz^,  welches  invariabel  mit 
dem  Körper  verbunden  ist,  so  dass  es  sich  gleichzeitig  mit  dem 
Körper  mitbewegt,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Punktes  M 
bezüglich  dieser  beweglichen  Achsen  mit  x,,  y^,  x,. 

§  120.  Für  die  Transformierung  der  Coordinaten  eines  Systems 
ins  andere,  bestehen  gewisse  Formeln,  die  aus  der  analytischen 
Geometrie  bekannt  sind,  nämlich 

(x  =  axi     fby,    -f- cz, 
y  =  a'x,   +b'y,  +c'z, 
z=a"xi  +  b"yi  +  c"z, 

Dabei  versteht  man  unter  a,  b,  c,  a',  .  .  .  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Achsen  des  festen  Coordinatensystems  mit  den 
des  beweglichen  Systems  einschließen.    Es  sind  nämlich 

cos  X  0  Xj  =  a,    cos  X  0  yi  =  b,    cos  x  o  Zj  =  c 
cos  y  0  X,  =  a',    cos  y  0  yi  =  b',    cos  y  0  Zj  =  c' 
cos  z  0  Xj  =  a",  cos  z  o  yj  =  b'',  cos  z  0  Zj  ==  c" 
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2. 


Zwischen  diesen  neun  Cosinus  bestehen  folgende  Gleichungen: 

1  a2  +  a'2  +  a"2  =  1 
j  b2  +  b'2  -\-  b"2  ==  1 

bc  +  b'c'4-b"c"  =  0 
ac  -f-a'o'  4-a"c"  =  0 
ab-i-d'b'  +  a"b"  =  0 

»2   -f  b2   +c2  =1 


3. 


4. 


+  b«  +  c»  =  1 


a"2  -\.  b"2  +  C"2  =  1 
Ferner  bestehen  die  Gleichungen: 


6. 


:=:  a^  -{-  &'  J  -\-  &"  Z 


6. 


y,  =bx  +  b'y  +  b"z 

z,  =  c  X  4"  ß'  y  +  c"  2 

aa'  +bb'  +cc'  =0 
aa"-i-bb"-j-cc"  =  0 
a'a"  4-  b'b"  -f-  cV'  =  O 

Bei  einer  Bewegung  des  Körpers  ändern  sich  die  Coordinaten 
X|,  y,,  Zj  eines  Punktes  nicht.  Diese  Coordinaten  x„  ji,  z,  ändern 
sich  yon  einem  Punkte  des  Körpers  zum  andern,  bleiben  aber  für 
denselben  Punkt  während  der  Bewegung  beständig  dieselben. 

Bei  der  Bewegung  des  Körpers  ändern  sich  ferner  für  einen 
Punkt  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  festen  Systems.  Die  Größen  a, 
b,  c,  a'  .  .  .  sind  fttr  alle  Punkte  dieselben,  sie  ändern  sich  aber 
bei  der  Bewegung  in  jedem  Augenblicke,  sind  also  in  jedem  Augen- 
blicke für  alle  Punkte  des  Körpers  gleichmäßig  geändert.  Die  Coor- 
dinaten des  festen  Systems  x,  y,  z,  wie  die  Größen  a,  b,  c,  a'  .  .  . 
sind  also  Functionen  der  Zeit. 

§  121.  Differenziert  man  die  [Gleichungen  1  bezüglich  der  Zeit 

so  hat  man 

dx  da 


7. 


"^dt 

dy 

dt 

dz 

dt 


'    dt 
da' 


dt 
da" 
dt 


,        db     , 

+  y.-äT  +  ^« 
+  ^'-57  +  ^' 


de 
dt 

de' 
dt 

de" 

dt 


dx 

dt' 


dt' 


dz 


-; —  sind,  wie  man  aus  früherem  weiß,  die  Projectionen 
der  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  nach  den  Achsen  0  x,  0  y,  O  z, 
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und  diese  Formeln  bestimmen  diese  Projectionen  der  Geschwindig- 
keit des  Punktes  M  nach  den  festen  Achsen  in  einem  beliebigen 
Zeitpunkte,  wenn  man  die  Größen  a,  b,  c,  a'  .  .  .  in  Function  der 
Zeit  kennt. 

§  122.  Um  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit  des  Punktes 
M  auf  die  beweglichen  Achsen  Oxf,  Oj],  Oz,  zu   erlangen,   kann 


man  nicht 


dx,      dy^ 


auf  jede    der    be- 


, ,  ,    -^p . . .  nehmen,   da  die  Größen   Xj,  jj,  Zj  con- 

stant  und  ihre  Differenziale  gleich  Null  siod. 

Man   gelangt   aber   zu   ihrer   Kenntnis,   wenn   man   die   Pro- 
jectionen der  Geschwindigkeit  -^— ,    -7 -,    -r— 

weglichen  Achsen  projiciert,  da  die  Projection  einer  Geschwindig- 
keit V  auf  eine  Gerade  gleich  ist  der  Summe  der  Projectionen  der 
Componenten  von  y  auf  dieselbe  Gerade,  . 

Bezeichnet   man   daher   die  Projectionen   der  Geschwindigkeit 

des  Punktes  M  auf  die  beweglichen  Achsen  Oxf,  Oy^,  Oz,  mit  n, 

T,  w  und  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  mit  V,   so   hat  man 

d  X      d  V 
für  die  Projectionen  anfOx,,  wenn  man  die  Werte  von  — rp    ~7r> 

—i —  aus  7  einsetzt, 
dt 


u 


a 


dx  ,  dy     ,      ,^  dz 

dr  +  ''  "dt"^''    Tt" 


und  daher 


8, 


[da    .       da'    .  da"l 


Differenziert  man  aber  die  Gleichungen  2,  so  hat  man 


9. 


da 


da' 


da 


H 


dt    '        dt  ^        dt 
db    ,   ,    db'       ,     db" 


b  ^  4-b'^  +b" 


dt 


dt 


=  0 


de    ,     .de'    ,     „  de" 


10. 


a 
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Differenziert  man  anch  die  Qleichangen  3,  so  hat  man 

''dt^^''   dt  +  ''     dt~   L    dt  +  ^    dt  +  ^     dtj-p 

de    ,      ,dc'         ,,d&'        r    da    ,     ,da'    .      ,,  da"T 

b^  +  V^^+V'^-^^a^-^a'^'+a-^'^-l^ 
^  dt^*"   dt  +*"    dt  -    L    dt    ■         dt  +  *      dtJ-"^ 

wenn  man  nämlich  die  Werte  eines  Qliedes  in   diesen  GleichuDgen 
mit  p,  q,  r  bezeichnet. 

Setzt  man  die  Werte  von  10  in  8  ein  und  berücksichtigt  die 
Gleichungen  9,  so  findet  man  u  =  qzi — ry;  ähnliche  Werte  findet 
man  für  die  Projectionen  von  V  auf  die  Achsen  Oy^,  Ozj  und 
man  hat 

'  u  =  qzi-ryi 

11.     {  V  =  rX| — pz, 

w  =  pyi-qx, 

§  123.  Aus  diesen  Gleichungen  können  wir  diejenigen  Punkte 
des  Körpers  finden,  für  welche  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  gleich 
Null  ist,  welche  allein  also  bei  der  Bewegung  aller  Punkte  des 
Körpers  zur  Zeit  t  in  Ruhe  verbleiben. 

Setzten  wir  in  den  Gleichungen  11  u  =  0,  v  =  0,  w  =  0,  so 
haben  wir 

(  u  =  qzi— ryi=0 
12.     I  v  =  rxi— pz,  =0. 
|w  =  pyi— qxi  =  0 

Diese  drei  Gleichungen  reducieren  sich  auf  zwei: 


13.    ^^-  =  ^  = 


Z< 


p       q        r 

Diese  Gleichungen  stellen  eine  gerade  Linie  vor,  auf  welcher 
sich  alle  Punkte  des  Körpers  befinden,  die  während  der  Bewegung 
zur  Zeit  t  in  Kühe  verbleiben. 

Diese  durch  den  Ursprung,  also  den  fixen  Punkt  O  gehende 
gerade  Linie,  die  wir  mit  Oi  bezeichnen,  ist  also  zur  Zeit  t,  während 
eines  Augenblickes,  ümdrehungsachse  des  Körpers  und  ist  eben  die, 
die  wir  als  Momentanachse  der  Drehung  bezeichnet 

Diese  Momentanachse  Oi,  deren  Gleichungen  in  13  gegeben 
sind,  bilden  mit  den  beweglichen  Achsen  Winkel,  deren  Cosinus 
nachstehende  Ausdrücke  haben: 
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cos  Oix, 


Ip^  +  q^  +  r^ 

q 


14.     j  cos  Oiy,  =  ir-o   .    \   I — 2" 

•  Ip^  +  q^  +  r^- 


cos  Oi  Zj  =  w-o— 1 — 5— i — r 

wie  dieses  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt  ist-  So  lange 
p,  q,  r  nicht  geändert  werden,  bleibt  aach  dieselbe  Momentan- 
achse, trifft  den  Körper  in  denselben  Punkten  und  bleibt  also  un- 
beweglich. Mit  der  Änderung  jener  Größen  tritt  auch  eine  andere 
Momentanachse  an  die  Stelle  der  früheren. 

§  124.  Für  die  Geschwindigkeit   des  Punktes  M,   die  wir  mit 
V  bezeichnet,  hat  man 

15.   V2  =  U2  4-  V2  4.  W2   = 

=  (q^^i— rji)^  +  (rxi— pz,)2  4-  pji— qx,)2  = 
=  (P'  +  q'  +  r2)  (x,2  +  7,2  ^  z,2)-(px,  +  qy,  +  rz,)^. 
Bezeichnet  man  die  Distanz  des  Punctes  M  vom  fixen  Punktes  O 
mit  p  und  die  Größe  ^p^  +  q^  -j-  r^  mit  cö,   so  hat  man,  da  p2  = 

=  x,2  4-yi*  +  z,^  ist, 

16.     V2  =  a>2p2_  (px,  +  qy,  +  rzjl 

Bezüglich    der    Bestimmung    der    Größe  (px, -j- qji  +  rz,)^ 
bemerken  wir  Folgendes: 

Wir  sehen  aus  den  Gleichungen  14,  dass 

JL     3-     JL 

9  9* 

(0  CO  CO 

die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Momentenachse  O  i  mit  den 
Achsen  Oxj,:  Oyi,  Oz,  einschließen. 

Die  DistanzMO  =  p  bildet  femer  mit  den  Achsen  Ox|,  Oy,, 
Oz|  Winkel,  deren  Cosinus  zum  Ausdrucke  haben 


17. 


cos  MOx,  = 


P 

_yi 


cos  MOy,  = 


cos  MOz,  =  — 


Daher  hat   man   für    den  Cosinus  des  Winkels,   den  die  Mo- 
mentenachse Oi  mit  MO  einschließt 


18.    cos.MOi  =  2^i-4- 

(op     '     cop 


qji     I    rz, 


+ 


cop 
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Die  obige  Gleichung  für  V^  wird  demnach 

19.  T2  =  a)2p2_a>2p2co52MOi 

=  0)2 p2  (i — cos^  MOi 
=  0)2 p2  ßin^  MOi 

20.  V  =  o)psinMOi. 

Fällt  man  von  M  auf  die  Momentanachse  O  i  eine  Senkrechte, 
die  wir  mit  s  bezeichnen,  so  ist 

21.     8  =  p8inM0i. 

Daher  ist 

V 
22.    V  =  o)8,  ü)=    - 

s 

Um  die  Bedeutung  dieser  Gleichung  einzusehen,  müssen  wir 
Folgendes  überlegen. 

Zur  Zeit  t  ist  Oi  Momentanachse.   Während   eines  Zeittheiles 

dt  dreht  sich   der  Körper   um  diese  Momentanachse,   wie  um  eine 

feste  Achse.  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  ist  dazumal  V,  und 

die  Winkelgeschwindigkeit,  auch  Rotationsgeschwindigkeit  genannt,  ist 

gleich   der  Geschwindigkeit  des  Punktes  M,   also  gleich  V,  getheilt 

V 
durch  die  Distanz  dieses  Punktes  M,  also  gleich  — . 

V 
Da  wir  nun  in  22  haben  o)  =  —  .  so  sieht  man,  dass  o)  die  mo- 

s  '  ' 

mentane     Winkelgeschwindigkeit     des     Punktes     M     zur 

Zeit  t  ist. 

Wir  heben  dabei  hervor,  dass  V  die  Geschwindigkeit  des 

V 
Punktes    M    zur    Zeit   t   vorstellt.    =  ü>  ist  dann  die  Winkel- 

s 

geschwindigkeit  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Rotationsgeschwin- 
digkeit zur  Zeit  t  Die  Geschwindigkeit  wird,  wie  wir  wissen, 
durch  eine  Gerade  vorgestellt.  Die  Projectionen  der  Geschwindig- 
keit sind  demnach  Projectionen  dieser  Geraden. 

§  125.  Aus  den  Gleichungen  14  sieht  man  aber,  dass . 

{p  =  0)  cos  iOx, 

I   r  =  0)  cos  iOzj 

Daher  sind  p,  q,  r  die  Projectionen  der  Winkelgeschwindig- 
keit auf  die  Achsen  Ox^,  Oy^,  Ozj. 

Sind  die  Größen  p,  q,  r  bekannt,  so  kennt  man  die  Lage  der 
Momentanachse  Oi  bezüglich  der  beweglichen  Achsen  Ox|,  Oy^,  Oz| 
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and   weiß   man   daher,   infolge  des  Zeichens,  das   man    der   Größe 

Kp'^  -(-  q^  4"  ^^  P^^  ^ö^  Theil  der  Achse  Oi  zu  bestimmen,  welcher 
diesen  Größen  entspricht.  Wir  betrachten  diese  Wurzelgröße  als  positiv. 

Aus  der  Gleichung  1  ersehen  wir,  dass  die  Cosinus  der  Winkel 
zwischen  den  festen  Achsen  und  den  bewegUchen  Achsen  durch  die 
Größen  a,  b,  c,  a' . . .  bestimmt  sind. 

Man  hat  daher  ftlr  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 
Momentanachse  Oi  mit  den  festen  Achsen  Ox,  Oy,  Oz  einschließt» 

(cos  Oix  =  a  cos  Oix^  -f"  ^  ^os  Oij^  -j"  ^  ^^^  O^^i 
cos  Oiy  =  a'  cos  Oixt  -|-  b'  cos  Oijj  -|-  ^*  cos  Oizj 
cos  Oiz  =  a"  cos  Oixj  -j-  b"  cos  Oijj  +  c"  cos  OiZ| 

daher,  wenn  man  die  Werte  von  cos  OiX|,  cos  Oiyj,  cos  Oiz^  einsetzt, 

ap  +  bq  +  cr 
cos  Oix  =  —^ — ■ ^ — 

a'p  4-  b'q  +  c'r 


25. 


cos  Oiy  = 


(0 

cos  Oiz  =  — 1— n — !LX 

§  126.  Wir  haben  bei  der  geometrischen  Herleitung  der  Be- 
wegungen eines  Körpers,  der  einen  fixen  Punkt  präsentiert,  den  Satz 
aufgestellt,  dass  die  Bewegung  eines  Körpers  um  einen  fixen  Punkt 
zurückzuführen  ist,  auf  das  Rollen  ohne  Gleiten  eines  invariabel 
mit  dem  Körper  verbundenen,  also  mitbeweglichen  Kegeb,  den  wir 
K|  nennen,  als  Ortes  der  Geraden,  welche  successiv  Momentanachsen 
im  Körper  werden,  auf  einem  fixen  Kegel,  den  wir  mit  K  bezeichnen, 
als  Orte  der  Momentanachsen  im  Baume. 

•  In  der  That  erhält  man  die  Gleichung  des  Kegel  K^  aus  den 
Gleichungen  13,  wenn  man  aus  diesen  die  Zeit  eliminiert.  Die 
Gleichung  des  Kegels  K  erhält  man,  wenn  man  in  diesen  Gleichungen 
für  Xi,  y,,  Zj,  deren  Werte  aus  5  einsetzt,  wodurch  man  bekommt 

ax  +  a^y  +  a^^z   _  bx  +  Vy  +  b^^z  _  ex  +  c^y  +  c^^z 
p  ~  q  ~  r 

und  dann  aus  diesen  Gleichungen  die  Zeit  eliminiert. 

Wir  werden  auf  diesen  Gegenstand  bei  der  Theorie  der  rela- 
tiven Bewegungen  zurückkommen  und  daselbst  alle  weiteren  Sätze 
analytisch  begründen,  und  wird  auch  dort  der  Zusammenhang 
zwischen  der  Theorie  der  Zusammensetzung  von  Bewegungen  und 
der  Theorie  der  relativen  Bewegungen  ersichtlich  sein. 
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Dritter  TheU. 

STATIK  II 


Fünfzehntes  Capitel. 
Maß  der  Kräfte. 

§127.  Wirken  mehrere  Kräfte  gleichzeitig  auf  einen 
Punkt,  BO  ist  die  Wirkung  einer  jeden  Kraft  unabhängig 
von  der  Wirkung  der  anderen  Kräfte  und  so  zu  be- 
trachten, als  wenn  alle  anderen  Kräfte  gar  nicht  vor- 
handen wären  und  die  Kraft  den  Punkt  im  Zustande  der 
Ruhe  sollicitiert  hätte. 

Dieses  Princip  lässt  keinen  mathematischen  Beweis  zu.  Es  ist 
bewiesen  in  den  Consequenzen,  die  daraus  hergeleitet  werden  und 
die  mit  der  Erfahrung  vollkommen  übereinstimmen,  so  dass  es  als 
evident  betrachtet  wird. 

§  128.  Wir  bezeichnen  zwei  constante  Kräfte  als  gleich  in 
ihrer  Intensität,  wenn  dieselben,  successive  einen  im  Zustande  der 
Buhe  sich  befindenden  Punkt  angreifend,  demselben  zwei  Bewegungen 
ertheilen,  deren  Trojectorien  superposabel  und  so  beschaffen  sind, 
dass  die  in  gleichen  Zeiten  zurückgelegten,  vom  Ursprünge  der  Be- 
wegung gerechneten  Wege  einander  gleich  sind. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  wirken  gleichzeitig  n-constante  Kräfte, 
von  welchen  jede  Kraft  von  gleicher  Richtung,  gleichem  Sinne  und 
gleicher  Intensität  wie  eine  Kraft  P  ist,  auf  einen  Punkt  m,  im  Zu- 
stande der  Ruhe  genommen,  so  wird  dieser  Punkt,  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Wirkung  von  n-gleichen  Kräften,  in  derselben  Zeit  n-mal 
80  viel  Weg  beschreiben^  als  wenn  er  nur  von  einer  Kraft  P  solli- 
citiert worden  wäre.  Denn  nach  dem  Principe  der  Unabhängigkeit 
der  gleichzeitigen  Wirkungen  der  Kräfte  werden  von  n-gleichen 
Kräften  n-gleiche  Wirkungen  erzeugt.  Die  Resultante  der  Kräfte, 
welche  R  heißen  möge,  wird  demnach,  als  n-mal  so  groß  als  P, 
n-mal  so  viel  Wirkung  erzeugen  als  P. 

Ist  eine  Ejraft  n-mal  so  groß  als  P,  die  andere  m-mal  so  groß 
als  P,  so  stehen  die  beiden  Kräfte  im  Verhältnisse  von  n  zu  m,  und 
wenn  sie   einen  Punkt  soUicitieren,    so  werden    die   von    diesen   in 

Weitste  in     RittloneU«  Mechanik.  I.  7 
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gleichen  Zeiten  beschriebenen  Wege  auch  im  Verhältnisse  von  n 
zu  m  stehen. 

Sind  die  Kräfte  in  einem  incommensurableu  Verhältnisse,  so 
bleibt  dasselbe  Princip. 

Wählen  wir  also  eine  constante  Kraft  zur  Einheit,  so  können 
die  anderen*  mit  Hilfe  von  P  gemessen  werden. 

Constante  Kräfte  verhalten  sich  demnach  wie  die  vom  mate- 
riellen Punkte,  auf  den  sie  wirken,  in  derselben  Zeit  beschriebenen  Wege. 

§  129.  Greift  eine  constante  Kraft  einen  Punkt  m  im  Zu- 
stande der  Ruhe  an,  so  ertheilt  die  Kraft  dem  Punkte  eine  gerad- 
linige, gleichförmig  variierte  Bewegung.  Die  Richtung  ist  geradlinig, 
weil  kein  Grund  vorhanden  ist,  weshalb  die  Richtung  geändert  werde. 

Ferner  ertheilt  die  constante  Kraft  dem  Punkte  in  jedem 
Augenblicke  einen  neuen  gleichen  Zuwachs  an  Geschwindigkeit  in 
derselben  Richtung,  welche  im  Verhältnisse  der  Zeit  sich  vermehrende 
gleiche  Accelerationen  in  derselben  Richtung  und  von  gleichem  Sinne 
addiert  werden  und  daher  nothwendig  eine  gleichförmig  variierte 
Bewegung  erzeugt  wird. 

Wie  wir  ferner  auch  früher  gesehen,  hat  diese  geradlinige 
und  gleichförmig  variierte  Bewegung,  wenn  der  Punkt  vom  Zustande 
der  Ruhe  ausgegangen,  zum  Ausdrucke 

V  =  cpt 

2 

Wirken  also  auf  denselben  Punkt  successive  zwei 
constante  Kräfte,  so  ertheilen  sie  ihm  Beschleunigungen, 
welche  den  Kräften  proportional  sind. 

Denn  Kräfte,  welche  auf  denselben  materiellen  Punkt  wirken, 
verhalten  sich  wie  die  Wirkungen,  das  ist  wie  die  beschriebenen 
Wege.  Die  Wege  werden  dargestellt,  wo  eine  constante  Kraft  wirkt, 
durch  die  Gleichung 

wo  S  den  beschriebenen  Weg,  9  die  Acceleration,  t  die  Zeit  be- 
deutet. 

Sei  nun  cp'  die  von  einer  anderen  Kraft  P'  herstammende 
Acceleration,  wird  der  in  derselben  Zeit  t  beschriebene  Weg  S'  den 
Ausdruck  haben : 

S'  =  9'-'' 
2  ' 
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folglicli: 

2        2         ^    ^• 

Da  ferner  der  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  v  =  cp  t  ist, 
wobei  bei  constanten  Kräften  die  Acceleration  tf  constant  ist  und 
nichts  anderes  bedeutet,  als  den  in  der  Zeiteinheit  ertheilten  con- 
stanten Zuwachs  der  Geschwindigkeit,  so  verhalten  sich  auch 
zwei  constante  Kräfte,  die  successive  auf  denselben  mate- 
riellen Punkt,  in  Ruhe  genommen,  wirken,  wie  die  von  den- 
selben am  Ende  derselben  Zeit  erlangten  Geschwindig- 
keiten. 

Masse  der  Körper. 

§  130.  Jeder  materielle  Punkt  enthält  in  sich  eine  gewisse 
Quantität  Materie.  Diese  Quantität  Materie  ist  die  Masse  des  Punktes. 
Ein  Körper  ist  zusammengesetzt  aus  materiellen  Punkten  und  die 
Quantität  Materie,  die  er  enthält,  macht  seine  Masse  aus. 

Seien  nun  A,  A^,  A'' . . .  materielle  Punkte  und  mögen  gleiche, 
parallele  und  constante  Kräfte  auf  diese  Punkte  während  derselben 
Zeit  wirken,  so  werden  diese  Punkte  gleiche  und  parallele  Wege 
mit  gemeinsamer,  mit  der  Zeit  für  alle  Punkte  gleichmäßig  ver- 
änderlicher Geschwindigkeit  beschreiben.  Dasselbe  Verhältnis  wird 
obwalten,  wenn  alle  Punkte  durch  starre  Linien  miteinander  in- 
variabel verbunden  sind. 

Diese  parallelen  Kräfte  haben,  wie  wir  gesehen,  eine  Resul- 
tante, welche  gleich  der  Summe  aller  Kräfte  ist,  immer  durch  einen 
bestimmten  Punkt  geht  und  den  Kräften  parallel  ist,  welche  Rich- 
tung der  Kräfte  immer  sei. 

Dieser  Punkt  wird  Centrum  der  Masse  des  Körpers 
genannt. 

§  131.  Wird  nun  ein  solider  Körper  durch  eine  Kraft 
sollicitiert,  welche  durch  das  Centrum  der  Masse  geht, 
so  beschreiben  alle  seine  Punkte  in  derselben  Zeit  gleiche 
und  parallele  Gerade. 

Denn  diese  Kraft  könnte  in  viele  gleiche  und  parallele  Kräfte 
decomponiert  und  bei  den  einzelnen,  an  Masse  gleichen  Punkten  an- 
gebracht «Verden,  aus  welchen  sich  der  Körper  zusammengesetzt. 

Würde  die  Richtung  der  Kraft  nicht  durch  das  Centrum    der 

Masse  gehen,    alsdann  würde    die  eben  besprochene  Wirkung  nicht 

hervorgebracht  werden  und  vielmehr  würde  alsdann  eine  Bewegung 

7* 
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der  Translation  im  Saume  und  eine  Rotation  um  das  Centrum  der 
Masse  erzeugt  sein. 

Zwei  Massen  von  zwei  Körpern  sind  gleich,  wenn, 
indem  man  am  Centrum  einer  jeden  Masse  eine  gleiche 
Kraft  angreifen  lässt,  alle  Punkte  dieser  beiden  Körper 
gerade  parallele  Linien  mit  derselben  Geschwindigkeit 
zurücklegen. 

§  132.  Sind  zwei  Massen  von  zwei  Körpern  ungleich,  so  stehen 
sie  in  einem  gewissen  Verhältnisse.  Nimmt  man  einen  Massepunkt 
zur  Einheit,  so  wird  die  Masse  des  einen  Körpers  n  solche  Masse- 
einheiten, die  des  anderen  Körpers  n'  Einheiten  enthalten,  alsdann 
hat  man,  wenn  man  beide  Massen  mit  M^  M'  bezeichnet, 

M :  M'  =  nm  :n'm  =  n  :  n'. 

Ertheilen  also  zwei  verschiedene  constante  Kräfte  P,  P'  zwei 
ungleichen  Massen  M,  M'  zweier  Körper,  beide  in  Ruhe  befindlich, 
in  einer  und  derselben  Zeit  dieselbe  Geschwindigkeit  v,  so  verhalten 
sich  die  Kräfte  wie  die  Massen. 

In  der  That  sei  m  die  Einheit  der  Masse,  M  ^^  n  .  m,  M'  = 
n'  m,  also  M  :  M'  =  n  ;  n^  Nennen  wir  p  die  Kraft,  welche  der 
Masseeinheit  in  der  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  v  ertheilt,  so  wird 
die  Exaft  P,  welche  der  Masse  M  =  n  .  m  in  derselben  Zeit  die- 
selbe Geschwindigkeit  v  ertheilt  n-mal  so  groß  sein  als  p.  Ebenso 
wird  P',  welche  der  Masse  M'  =  n'  m  dieselbe  Geschwindigkeit  v 
in  derselben  Zeit  ertheilt,  gleich  sein  n'  p,  folglich 

P  :  P'  =  n  .  m  :  n'  m  =  n  :  n'. 
Daher 

P  :  P'  ==  M  :  M'. 

VerhäUnisse   von  Kräften,    Massen,   Äccelerationen,    Oeschwindtgkeäen. 

§  133.  Wir  haben  aber  gesehen,  dass  constante  Kräfte,  die 
auf  denselben  Massepunkt,  in  Ruhe  genommen,  wirken,  sich  wie  die 
ertheilten  Accelerationen  oder  Geschwindigkeiten  verhalten,  die  von 
diesem  Punkte  am  Ende  derselben  Zeit  erlangt  wurden.  Nimmt 
man  die  Kräfte  P,  P',  die  Accelerationen  (p,  cp',  die  in  derselben 
Zeit  ertheilten  Geschwindigkeiten  v,  v',  so  hat  man,  wenn  die  Kräfte 
den  Punkt  im  Zustande  der  Ruhe  sollicitieren,  das  Verhältnis 

P  :  P'  =  V  :  v'  =  (p  :  cp'. 

Wir  haben  also  zwei  Verhältnisse 

P  :  F  =  M  :  M' 
P  :  F  =  cp  :  cp'  =  V  :  v'. 
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Ersteres,  wo  in  Folge  der  Wirkungen  der  constanten  Kräfte 
auf  verschiedene  Massen,  von  diesen  am  Ende  derselben  Zeit  die- 
selbe Acceleration  oder  dieselbe  Geschwindigkeit  erlangt  wird. 

Das  zweite  findet  statt,  wo  Kräfte  P,  P'  successive  auf  dieselbe 
Masse  während  derselben  Zeit  wirken,  und  verschiedene  Accele- 
rationen  oder  ungleiche  Geschwindigkeiten  ertheilen. 

Constante  Elräfte  verhalten  sich  einerseits  wie  die  Massen,  auf 
welche  sie  wirken,  andererseits  wie  die  in  derselben  Zeit  denselben 
ertheilten  Accelerationen,  oder  denselben  ertheilten  Geschwindig- 
keiten. 

Constante  Kräfte  also,  welche,  durch  eine  gewisse 
Zeit  auf  zwei  Massen  M,  M'  zweier  Körper,  beide  in 
Ruhe  genommen,  wirkend,  denselben  Accelerationen 
^,  cp'  oder  Geschwindigkeiten  v,  v'  ertheilen,  verhalten 
sich  wie  die  Producte  aus  den  respectiven  Massen  multi- 
pliciert  mit  den  denselben  in  derselben  Zeit  beigebrachten 
respectiven  Accelerationen  oder  Geschwindigkeiten. 

Man  hat  also 

P  :  P'  =  M^  :  M'(p'  =  Mv  :  M'  v'. 

Dieses  Verhältnis  hat  auch  statt,  wenn  Kräfte,  Massen,  Ac- 
celerationen, Geschwindigkeiten  untereinander  in  incommensurablen 
Verhältnissen  stehen. 

§  134.  Nimmt  man  die  Masse  M'  als  Einheit  der  Massen,  cp' 
als  Einheit  der  Accelerationen,  v'  als  Einheit  der  Geschwindigkeiten, 
so  dass  P  Einheit  der  Kräfte  wird,  so  hat  man 

P  =  M(p 
P  =  Mv. 

Sowohl  Mcp  als  Mv  drücken  die  Intensität  einer  constanten 
Kraft  aus,  ersteres  wenn  man  die  Wirkung  der  Kraft  in  der  Zeit- 
einheit nimmt,  letzteres  wenn  die  Wirkung  der  Kraft  in  einer 
beliebigen  Zeit  betrachtet  wird. 

Das  Product  Mcp,  also  das  Product  der  von  der  constanten 
Kraft  der  Masse  in  der  Zeiteinheit  ertheilten  Acceleration,  multipli- 
ciert  mit  der  Masse  des  Körpers,  ist  das  Maß  einer  constanten  Kraft. 

Das  Product  Mv,  also  das  Product  der  Masse  eines  Körpers, 
multipliciert  mit  der  allen  seinen  Punkten  ertheilten  gemeinsamen 
Geschwindigkeitnennt  man  die  Quantität  der  Bewegung.  Einecon- 
stante  Kraft  wird  auch  gemessen  durch  die  Quantität  der  Bewegung, 
die  sie  in  der  Zeiteinheit  hervorbringt. 
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Man  kann  also  obiges  Verhältnis 

P:P  =  Mv:MW 

auch  ausdrücken:  Die  Größen  zweier  constanter  Kräfte^ 
welche  zwei  Körper  in  den  Centren  ihrer  Massen  an- 
greifen,  verhalten  sich  wie  die  denselben  in  derselben 
Zeit  ertheilten  Quantitäten  der  Bewegung. 

Variable  Kräfte. 

§  135.  Bei  einer  variablen  Kraft,  wenn  die  Kraft  auf  das 
Mobile  in  geradliniger  Richtung  wirkt,  kann  man  auch  als  Maß 
der  Kraft  das  Product  Mcp  nehmen. 

Wir  hatten  nämlich  für  eine  variable  Acceleration  in  obigem 
Falle  die  Gleichung 

dv 
?=dT' 

wo  cp  die  Acceleration  des  Mobile  am  Ende  der  Zeit  t  ist. 

Hier  ert heilt  die  variable  Kraft  dem  Mobile  eine  variable  Ac- 

dv 
celeration,  welche  durch  ^— -  ausgedrückt  ist.  Diese  variable  Accele- 

ration  multipliciert  mit  der  Masse  M  ist  das  Maß  der  veränder- 
lichen Kraft. 

Bezeichnen  wir  femer,  wenn  der  materielle  Punkt  irgend 
welche  Bahn  beschreibt  und  sieh  zur  Zeit  t  in  irgend  einer  Position 
befindet,  die  Kraft  mit  P,  deren  Componenten  parallel  nach  deo 
Achsen  mit  X,  Y,  Z,  die  Coordinaten  des  materiellen  Punktes  xn^ 
auf  welchen  die  Kraft  P  wirkt,  mit  x,  y,  z,  so  wissen  wir  aus  der 
Kinematik,  dass  die  Componenten  der  totalen  Acceleration  nach  den 
Achsen  bei  einem  rechtwinkeligen  Coordinatensystem  die  Ausdrücke 
haben 

d^x       d^y       d^  z 
dT^'      dt2'      dT2- 

Daher  werden  die  Componenten  der  Kraft  nach  den  Achsen 
sein 

^  =  °^-dT2 

l.^Y  =  m.^ 
7-m     ^'^ 
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folglich 


2. 


m 

Y  ^d2y 
m  ~  d  t2 
Z  _d2z 
m  ~dt2 

Ferner  halten  wir  für  die  Componenten  des  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Kraft  vom  Mobile,  während  des  Zeittheiles  A  t,  durch- 
laufenen Weges  die  Ausdrücke 

d^x  At2  d2.y  At2  d2^z  At2 
dt2    2  '  dt2     2  '  dt2     2  • 

Bezeichnet  man  diese  Componenten  mit  s',  s'',  s'^',  und  setzt 
die  Werte  aus  2.  ein,  so  hat  man 

X  At2 
s*  = 


s 


n 


S 


4#l 


m 

2 

Y 

At2 

m 

2 

Z 

At2 

m 


2  • 


Die  totale  Acceleration  hat  den  Ausdruck 


daher 


'-my+m+(^^ 


Dieser  Ausdruck  ist  das  Maß  einer  variablen  Kraft  bei 
welchen  Bewegungen  immer,  das  Mobile  möge  eine  geradlinige  oder 
krummlinige  Trajectorie  beschreiben. 

Das  Maß  der  variablen  Kraft  ist  das  Product  der 
totalen  Acceleration  multipliciert  mit  der  Masse  des 
Mobile. 

§  136.  Kehren  wir  zur  Gleichung  einer  constanten  Kraft 

P  =  M? 

zurück,  setzen  in  dieser  M  =  1,  so  hat  man 

Die  constante  Kraft  für  die  Masseneinheit  ist  also  gleich  der 
Acceleration.  Diese  Kraft,  welche  auf  die  Masseneinheit  wirkt,  wird 
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Acoelerationskraft  genannt.    Acceleration  und  Accelerationskraft 
sind  identiscli. 

Verhältnis  zwischen  Gewicht  und  Masse. 

§  137.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass  zwei  schwere  Körper^  von 
welcher  Form  und  Substanz  immer,  wenn  sie  im  luftleeren  Eaume 
fallen,  am  Ende  derselben  Zeit  eine  und  dieselbe  Geschwindigkeit 
erlangen. 

Dieser  Satz  war  erst  von  Galilei  entdeckt.  Das  Fallen  der 
Körper,  also  deren  Bewegung,  wird  nothwendig  durch  eine  Kraft 
bewirkt,  die  wir  bald  näher  kennen  lernen  werden  und  die,  auf 
Massen  der  Körper  wirkend,  diese-  Bewegung  erzeugt.  Diese  Kraft 
nennt  man  Gewicht.  Das  Gewicht  eines  Körpers  ist  seine  bewe- 
gende Kraft. 

Daraus  ersieht  man,  dass  die  Gewichte  zweier  Körper 
proportional  ihren  Massen  sind. 

Denn  für  das  Verhältnis  zweier  Ej*äfte,  die  an  verschiedenen 
Massen  wirken,  haben  wir 

P  :  P'  =  M  V  :  M'  v'. 

Da  nun  die  erzeugte  Geschwindigkeit  bei  den  Körpern  die- 
selbe ist,  so  hat  man 

P  :  P'  =  M  :  M'. 

Man  sieht  auch,  dass  man  aus  der  Gleichheit  der  Gewichte 
noch  nicht  auf  die  Gleichheit  der  Massen  zweier  heterogener  Körper 
hätte  schließen  können.  Dieser  Schluss  konnte  erst  in  Folge  erlangter 
Kenntnis  gemacht  werden,  dass  die  Geschwindigkeit  aller  während 
derselben  Zeit  fallenden  Körper  dieselbe  ist. 

In  der  Mechanik  gebraucht  man  folgende  Einheiten:  Als  Ein- 
heit der  Zeit  nimmt  man  die  Secunde,  als  Einheit  der  Länge  das 
Meter,  als  Einheit  der  Kraft  das  Gramm  oder  das  Kilogramm. 

Sechzehntes  Capitel. 
Theorie  der  Schwere  und  des  Schwerpunktes. 

§  138.  Unter  Schwere  oder  Gravität  wird  die  constante 
Kraft  verstanden,  welche  erfahrungsmäßig  alle  Körper  nach  dem 
Innern  der  Erde  sollicitiert.  Wir  werden  später  sehen,  dass  diese 
Kraft  das  Weltall  beherrscht,  und  auch  Quelle  und  Intensität  dieser 
Kraft   näher   kennen   lernen.   Jetzt   so  viel,    dass   diese  Kraft  nach 
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einer  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  und  eigentlich  der  ruhenden 
Gewässer  senkrechten  Richtung,  Verticale  genannt,  wirkt. 

Wird  die  Bewegung  durch  eine  Unterlage  oder  dadurch  ge- 
hindert, dass  der  Körper  an  einen  Faden  aufgehängt  wird,  so  be- 
wirbt dieses  in  vertiealer  Richtung  einen  Druck  auf  die  Unterlage, 
oder  eine  Spannung  auf  den  Faden  aus. 

Die  Kraft  der  Schwere  wirkt  auf  jeden  materiellen  Punkt  mit 
constanter  Intensität.  Diese  Intensität  ist  jedoch  nicht  dieselbe, 
wenn  der  Körper  in  krummliniger  Bewegung  begriffen  ist,  da,  wie 
wir  wissen,  infolge  dieser  Bewegung  sich  eine  besondere  Kraft  ent- 

wickelt,  welche  mit  —  ausgedrückt  wird  und  die  Schwere  vermin- 
dert.   Wir  werden  darauf  zurückkommen. 

Die  Erde  oder  das  Meer  ist  fast  kugelförmig,  mithin  geht  die 
Verticale  fasst  genau  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde. 

Femer  nimmt  die  Intensität  der  Kraft  ab,  wenn  sich  der 
Körper  von  der  Oberfläche  der  Erde  entfernt,  und  zwar  vermindert 
sich  die  Intensität  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der 
Entfernung  des  materiellen  Punktes  vom  Mittelpunkte  der  Erde, 
und  verändert  sich  auch  mit  der  geographischen  Breite. 

Alle  Körper,  die  wir  unserer  Betrachtung  unterziehen,  sind 
gegenüber  dem  Halbmesser  der  Erde  von  sehr  kleinen  Dimensionen. 
Daher  kann  man:  1.  Die  von  allen  einzelnen  Punkten  ausgehenden 
Verticalen  als  einander  parallel,  2.  die  Intensität  der  Schwere  für 
alle  einzelnen  Punkte  des  Körper  als  constant  betrachten. 

§  139.  Die  Kraft  der  Schwere  erstreckt  ihre  Wirkung  gleich- 
mäßig auf  sämmtliche  im  Körper  enthaltene,  äußere  und  innere 
materielle  Punkte,  sie  mögen  getrennt  oder  fest  miteinander  liiert 
sein.  Jeder  einzelne  Punkt  wird  von  dieser  Kraft  gleichmäßig  ge- 
troffen. Es  kostet  dieselbe  Kraft,  einen  Körper  zu  tragen,  und  der 
Körper  übt  denselben  Druck  aus,  er  möge  ein  starres  Punktsystem 
bilden,  oder  in  die  möglichst  kleinsten  Theile  aufgelöst  sein. 

Decomponiert  man  daher  den  Körper  in  einzelne  materielle 
Punkte,  so  haben  alle  auf  die  einzelnen  materiellen  Punkte  des 
Körpers  wirkenden  Schwerkräfte  eine  und  dieselbe,  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  vertical  stehende  Richtung,  und  sind  alle  Richtungen 
in  gleichem  Sinne  und  einander  parallel. 

Alle  einzelnen  parallelen  Kräfte  setzten  sich  demnach  zu  einer 
einzigen,  den  Körper  angreifenden  resultierenden  Kraft  zusammen, 
deren  Richtung  den  einzelnen  Kräften  parallel  ist. 
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Die  Intensität  dieser  Resultante  ist  gleich  der  Summe  aller 
einzelneu  Kräfte,  und  ihr  Angriffspunkt  fällt,  wie  aus  den  Sätzen 
über  parallele  Kräfte  bekannt  ist,  in  das  Centrum  der  parallelen 
Kräfte. 

§  140.  Die  Resultante  aller  einzelnen  Kräfte  wird  Gewicht 
des  Körpers  genannt.  Das  Centrum  der  parallelen  Kräfte  nennt  man 
den  Schwerpunkt  des  Körpers.  Die  Acceleration  der  Kraft  der 
Schwere  wird  mit  g  bezeichnet,  und  werden  wir  sie  später  näher 
kennen  lernen.  Der  Schwerpunkt  ist  der  Angriffspunkt  der  yon  der 
Schwere  herstammenden,  die  einzelnen  Punkte  des  Körpers  soUici- 
tierenden  parallelen  Kräfte. 

Wir  wissen  auch,  dass  das  Centrum  der  parallelen  Kräfte  von 
der  Richtung  der  componenten  unabhängig  ist  Der  Schwerpunkt 
ist  daher  auch  im  Körper  unveränderlich  immer  einer  und  derselbe, 
man  möge  dem  Körper  welche  Lage  immer  geben.  Die  Richtung 
der  Resultante,  also  des  Gewichtes,  geht  immer  durch  den  Schwer- 
punkt. Wird  daher  der  Schwerpunkt  fixiert,  so  ist  der  Körper  im 
Gleichgewichte,  und  wird  der  Körper  an  einem  biegsamen  Faden 
einmal  an  einem  Punkte  des  Körpers,  und  ein  zweitesmal  an  einem 
andern  Körperpunkte  aufgehängt,  so  wird  die  Richtung  des  Fadens 
jedesmal  durch  den  Schwerpunkt  gehen  und  der  Schnittpunkt  beider 
Richtungen  bestimmt  demnach  die  Lage  des  Schwerpunktes.  Die 
Itensität  der  Resultante,  das  Gewicht  des  Körpers,  ist  weder  von 
dessen  Lage  noch  von  dessen  Gestalt,  noch  endlich  von  dessen 
Beschaffenheit,  sondern  einzig  und  allein  von  der  Menge  der  in  ihm 
enthaltenen  materiellen  Punkte,  also  von  der  Quantität  der  in  ihm 
enthaltenen  Materie  abhängig.  Eine  je  größere  Quantität  Materie 
in  einem  Körper  enthalten  ist,  desto  größer  ist  die  Resultante,  desto 
größer  das  Gewicht  des  Körpers.  Die  Quantität  der  in  einem  Körper 
enthaltenen  Materie  wird  dessen  Masse  genannt. 

Homogen  ist  der  Körper,  wenn  gleiche  Raumtheile  gleiche 
Quantitäten  Materie  entfalten,  und  mithin  gleiche  Gewichte  haben. 
Das  Gewicht  eines  Volumens  das  man  zur  Einheit  wählt,  nennt  man 
das  specifische  Gewicht  des  Körpers,  den  man  betrachtet.  Homogene 
Körper  von  verschiedener  Substanz  und  gleichen  Volumen  enthalten 
im  allgemeinen  verschiedene  Quantitäten  Materie  und  haben  ver- 
schiedenes Gewicht  und  mithin  verschiedenes  specifisches  Gewicht. 
Das  specifische  Gewicht  ist  auch  das  Verhältnis  des  Gewichtes  eines 
beliebigen  Volumens  zu  diesem  Volumen.  —  Die  Methode  zur  Be- 
stimmung  der   absoluten   und  specifischen  Gewichte  der  Körper  ist 


107 


Oegenstand  der  Physik.  Unter  absoluter  Dichte  eines  Körpers  ver- 
steht man  die  Masse  in  der  Volumseinheit. 

Ist  ein  Körper  nicht  homogen,  so  nennt  man  das  Verhältnis 
seiner  Masse  zum  Volumen  seine  mittlere  Dichte. 

Betrachten  wir  nun  einen  Punkt  eines  nichthomogenen  Körpers, 
nehmen  das  Verhältnis  der  Masse  eines  sehr  kleinen  Raumtheiles 
um  diesen  Punkt  zu  seinem  Volumen,  und  lassen  wir  diesen  kleinen 
Raumtheil  der  Qrenze  gleich  0  zuschreiten,  so  hat  man  die  Dichte 
des  Körpers  in  diesem  Punkte.  Die  Dichte  eines  nichthomo- 
genen Körpers  ist  also  eine  Function  der  Coordinaten  der  verschie- 
denen Funkte  desselben. 

Das  Gewicht,  welches  zur  vergleichenden  Einheit  dient,  ist  das 
eines  Cubikcentimeter  destillierten  Wassers  beim  Maximum  seiner 
Dichte,  das  ist  bei  ungefähr  4^  C.  Die  in  den  Tafeln  angegebenen 
specifischen  Gewichte  bestimmen  das  Gewicht  eines  Cubikcentimeter 
der  betreffenden  Substanz  in  einer  Anzahl  Gramme  bei  0^  C. 

Bestimmung  des  Schwerpunktes  von  Körpern, 

§  141.  Sind  mehrere  Körper  invariabel  miteinander  verbunden, 
und  kennt  man  Gewichte  und  Schwerpunkte  der  einzelnen  Körper, 
so  kann  man  auch  den  Schwerpunkt  des  Körpersystems  finden. 

Es  seien  p,  p',  p"  .  . .  die  Gewichte,  x,  y,  z,  x',  y',  z',  x",  y", 
z"  .  .  .  die  Coordinaten  der  Schwerpunkte  der  einzelnen  Körper  auf 
ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogen,  und  nennt  man  P  das 
Gesammtge wicht  aller  einzelnen  Körper,  und  X|,  yi,  Zj  die  Coor- 
dinaten des  Schwerpunktes  des  ganzen  Körpersystems,  so  hat  man, 
vermöge  der  Theoreme  der  Momente  bei  parallelen  Kräften 

P  =  Sp 


1. 


2. 


Pxj  =  2  px 

Pzt  =  S  pz 
Spx 

Spy 


yi  = 


£p 
Spz 


Geht  eine  Coordinaten  ebene,  wie  beispielsweise  yz  durch  den 
Schwerpunkt,  alsdann  ist  die  Coordinate  des  Schwerpunktes  Xj  =  o 
und  wird  daher  £px  =  o  sein. 
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Wächst  die  Zahl  der  invariahel  miteinander  verbundenen 
Körper  ins  Unendliche,  und  werden  andererseits  die  einzelnen  Körper 
unendlich  klein,  so  bleiben  diese  Sätze  richtig.  Dieses  bietet  uns  ein 
Mittel  die  Schwerpunkte  von  homogenen  und  nichthomogenen  Körpern 
zu  bestimmen,  es  möge  dieser  Körper  die  Gestalt  eines  von  mit 
Materie  angefüllten  Volumens,  einer  mit  Materie  angeftülten  Fläche 
oder  Linie  haben. 

§  142.  Betrachten  wir  irgend  einen  Körper,  beziehen  denselben 
auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem,  theilen  denselben  in  eine 
unendliche  Anzahl  unendlich  kleiner  Körperchen,  indem  wir  zu  jeder 
der  drei  Coordinatenebenen  eine  unendliche  Zahl  paralleler  Schnitte 
führen,  so  dass  jedes  einzelne  Körperchen  ein  unendlich  kleines 
Parallelepiped  in  der  Körpergröße  dxdjdz,  angefüllt  mit  einer 
Quantität  Materie,  sein  wird.  Die  Dichte  an  einem  Punkte,  dessen 
Coordinaten  x,  y,  z  sind,  bezeichnen  wir  mit  p.  Die  Dichte  wird 
demnach  für  jedes  unendlich  kleine  Körperchen,  das  wir  als  mate- 
riellen Punkt  auffassen  können,  in  dessen  ganzer  Ausdehnung  von 
gleichem  Werte,  und  für  den  betrachteten  Körper,  wie  wir  bereits 
erwähnt,  eine  continuierliche  Function  der  Coordinaten  sein. 

Das  Volumen  des  Körpers  wird  ausgedrückt  durch  das  drei- 
fache Integral 

3.     V  =  555dxdydz, 

wenn  wir  das  Volumen  des  Körpers  mit  V  bezeichnen. 

Das  Gewicht  des  Körpers,  welches  wir  P  nennen  wollen,  wird 
erlangt  durch  das  dreifache  Integral 

4.     P  =  g555pdxdydz, 
da,  wie  aus  §  134  und  140  zu  ersehen^  P  =  Mg  ist,  wo  P  das  Ge- 
wicht, M  die  Masse  des  Körpers   und  g  die  Acceleration   bedeutet. 

Nach  der  atomistischen  Ansicht  sollen  die  Körper  aus  Atomen 
bestehen,  die  voneinander  durch  Leeren  getrennt  sind.  Diese  Leeren 
sind  aber  so  unendlich  klein,  dass  wir  die  materiellen  Punkte  als 
stetig  mit  Masse  angefüllt  betrachten  und  auf  die  Körper  die  Inte- 
gralrechnung ohne  merklichen  Fehler  anwenden  können,  indem  da- 
durch   die  Resultante   der  Kräfte  ganz  unmerklich  beeinflusst  wird. 

Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Körpers  Xj,  yj,  z, 
findet  man,  wenn  man  bedenkt,  dass  auch  die  Coordinaten  des 
unendlich  kleinen  Körperchens  für  dessen  ganze  Ausdehnung  vom 
selben  Werte  sind,  indem  dieses  unendlich  kleine  Körperchen  als 
materieller  Punkt  aufgefasst  werden  kann,  der  seine  ganze  Masse 
in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt,  durch  die  aus  den  Gleichungen  1. 
hergeleiteten  Gleichungen 
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5. 


Px,  =g555xpdxdydz 

Pyi=g5i5ypdxdydz 

Pzi  =g55i25pdxdydz 


6.    ^  y, 


555xpdxdydz 
555     pdxdydz 

_555_ypA^lyA?_ 

555  pdxdydz 
J55zpdxdydz 
555    pdxdydz 


Smx 

£m 

^  Emy 
£m 

£  m  z 

£in 


§  143.  Ist  der  Körper  homogen,  so  ist  p  in  allen  seinen  Punkten 
constant  von  demselben  Werte,  und  mithin  kann  man  p  bei  den 
Integralen  außerhalb  des  Integralzeichens  stellen,  was  aber  darauf 
hinauskommt,  den  Gewichten,  bei  der  Berechnung  der  Integrale,  die 
geometrischen  Größen,  Volums,  Flächen  und  Linien  zu  substituieren, 
da  p  ohnehin  aus  den  Integralen  verschwindet. 

Man  hat  daher 

Vx,  =555xdxdydz 

7.     I  Vyt  =  555ydxdydz 

Vzi  =  555zdxdydz 

555xdxdydz 


8. 


yi 


555  dxdydz 
555ydxdydz 

555  dxdydz 
55jzdxdydz 
555    dxdydz 


EigeTischaften  des  Schwerpunktes. 

§  144.  Seien  A,  A',  A"  .  . .  die  Schwerpunkte  von  Körpern, 
und  seien,  wenn  wir  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  wählen, 
deren  Coordinaten  x,y,z,  x',y',z', . . .,  p,p',p"  • .  .  die  Gewichte  der 
einzelnen  Körper,  O  der  Schwerpunkt  des  Systems,  OA  =  r, 
OA'  =  r',  OA"  =  r".  Bringen  wir  nun  nach  den  Richtungen  OA, 
OA',  OA" .  .  Kräfte  p  r,  p'  r',  p''  r"  . . .  an,  so  werden  diese  Kräfte 
im  Gleichgewichte  sein. 

Wir  haben,  da  der  Ursprung  der  Coordinaten  der  Schwerpunkt 
des  Systems  ist,  mithin  die  Coordinationsebenen  durch  den  Ursprung 
gehen,  da  dann,  wie  wir  wissen,  die  Coordinaten  des  Schworpunktes, 
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welche  wir  mit  Xj,  y^,  Zj  bezeichnen,  gleich  Null  sind,    indem  jede 
der  drei  Coordinatenebenen  den  Schwerpunkt  enthält, 


Fig.  32. 


Spx  =  0 
2py  =  0 
Spz  =  0 

Man  bat  ferner, 
wenn  man  die  Winkel, 
welche  die  Richtungen 
der  Kräfte  OA,  OA', 
OA"  . .  mit  den  Coor- 
dinatenachsen      bilden, 

mit   o,  ß,  Yj  «'  •  •  •  be- 
zeichnet, 


r  cos  a,  x'  =  r'  cos  a',  x" 


r"  cos  a" 


ebenso 


y  =  r  cos  ß,  y'  =  r'  cos  ß',  y"  =  r"  cos  ß"  . . ., 
z  =  r  cos  Y,  z'  =  r'  cos  y',    z"  =  r"  cos  t"  •  •  • 

Mithin,  wenn  man  diese  Werte  in  die  vorhergehenden 
Gleichungen  einsetzt,  kommt 

It  pr  cos  a  =  0 
£  pr  cos  ß  =  0 
S  pr  cos  7  =  0. 

Die  Größen  pr  cos  a,  p'  r'  cos  a' .  . .  sind  aber  die  Componenten 
der  Kräfte  p  r,  p'  r'  .  . .  nach  der  x- Achse,  p  r  cos  ß,  p'r'  cos  ß' . . , 
die  nach  der  y- Achse,  pr  cos  y,  p'r'  cos  t'  .  .  .  die  nach  der  z- Achse. 
Die  Summe  der  Componenten  der  Kräfte  nach  den  Achsen  sind 
demnach  gleich  Null,  mithin  machen  sich  die  Kräfte  pr,  p'r',  p'r' . . . 
Gleichgewicht. 

Sind  alle  an  A  A'  A"  befindlichen  Gewichte  gleich,  O  der 
Schwerpunkt  des  Systems,  und  bringen  wir  in  O  Kräfte  an,  welche 
in  Richtung  und  Intensität  durch  die  Strecken  OA,  OA',  OA" . .  . 
vorgestellt  sind,  so  machen  sich  demnach  diese  Kräfte  Gleichgewicht. 

§  145.  Sind  andererseits  Kräfte  an  einem  Punkte  O  angebracht, 
vorgestellt  in  Richtung  und  Größe  durch  die  Strecken  OA  =  r, 
OA'  =  r',  OA"  =  .r" .  . .,  und  machen  sich  diese  Kräfte  Gleichgewicht, 
alsdann  werden  Körper  von  gleichem  Gewichte  p,  deren  Schwer- 
punkte an  den  Punkten  A,  A',  A"  .  . .  angebracht  sind,  ein  System 
bilden,  dessen  Schwerpunkt  sich  in  O  befindet. 
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Denn  das  Gleichgewicht   hat  zur  Folge,    dass  die  Summe  der 
Componenten  nach  den  Achsen  gleich  Null  ist.   Daher 

li  T  cos  a  =  0 
It  r  cos  ß  =  0 
£  r  cos  Y  ==  0 

ist.    Daher  auch,  wenn  man  jede  Größe  mit  p  multipliciert, 

p  2  r  cos  a  =  0 

p  S  r  cos  ß  =  0 

p  S  r  cos  7=0, 
also 

px  +  px'  -|-  px"  . .  .  =  0 

py  +  py'  +  py"  •  •  =  o 

pz  -|-  pz'  +  pz"  . . .  =  0 
und  daraus  ergibt  sich  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes,  den 
wir  mit  x,  j^  z^  bezeichnen, 

Xi  =  0,  71  =  0,  zi  =  0, 

da  die  Glieder  linker  Hand  in  den  letzten  Gleichungen  gleich  sind 
Pxi,  Py,,  Pz,,  wenn  man  die  Summe  aller  Gewichte  p  mit  P  be- 
zeichnet, und  mithin  ist  0  der  Schwerpunkt  des  Systems. 

Polares  Moment  der  Trägheit. 

§  146.  Man  nennt  polares  Moment  der  Trägheit  eines 
Körpers  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  die  Summe  der  Pro- 
ducte  der  Massen  der  materiellen  Punkte  eines  Körpers, 
multipliciert  mit  den  Quadraten  ihrer  respectiven 
Distanzen  von  diesem  Punkte. 

Ist  also  ein  materieller  Punkt  m,  dessen  Distanz  vom  Punkte 

O  =  r,  so  wird 

2!  mr^ 

das  polare  Moment  der  Trägheit  des  Körpers  in  Beziehung  auf 
O  sein. 

Der  Schwerpunkt  eines  Körpers  ist  der  Punkt,  für 
welchen  das  polare  Moment  der  Trägheit  ein  Minimum  ist. 

Bezeichnen  wir  einen  Massenpunkt.  des  Körpers  mit  m,  dessen 
Coordinaten  mit  x,  y,  z,  die  unbekannten  Coordinaten  des  Punktes, 
auf  welchen  das  Trägheitsmoment  bezogen  wird,  mit  x,,  y,,  z,,  so 
hat  das  Product 

S  mr^  =  S  m  [(x-x,)^  +  (y-y,)^  +  (z-z,)^] 

ein  Minimum  zu  werden. 
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Nennt  man  dieses  Product  f,  so  müssen,  damit  f  ein  Minimum 
wird,  die  Derivierten  von  f  in  Beziehung  auf  x,,  7,,  z^  gleich  Null 
gesetzt  und  daraus  die  Werte  von  Xj,  7,,  z^  bestimmt  werden.  Man 
wird  daher 

dx,  '  d7,  '  dzi 

setzen.  Daraus  ergibt  sich  aber 

X  m  (x^  — x)  =  0,  S  m  (71  — y)  =  0,  £  m  (z^  — z)  =  0 


S  mx 


71  = 


Smy       2m 


£  m 


)  ^1 


£  m 


Diese  Gleichungen  sind  aber  die  des  Schwerpunktes  und  kommen 
nur  diesem  zu. 


Siebzehntes  Capitel. 

Bestimmung  der  Schwerpunkte  von  schweren  Körpern  und  geo- 
metrischen Körpern. 

Allgemeines, 

§  147.  Früher  hatten  wir  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
bei  homogenen  Körpern  drei  Gleichungen 

555  X  dx  d7  dz 


1. 


'      555  dx  d7  dz 

^   _i55  7  dx_d7^ 

^'  -  55'5  dx  d7  dz 

„   _  555  2J  dx  d7  dz 


'-    555dxd7dz 

Man  kann  diese  Gleichungen  in  kürzerer  Form  schreiben,  wenn 
man  dem  Volumenelement,  also  dem  unendlich  kleinen  Volumen  des 
Körpers  die  Bezeichnung  du  gibt,  wo  u  das  Volumen  des  Körpers 
vorstellt,  und  statt  der  Integralzeichen  5>  55>  555  ^^^  allgemeine 
Zeichen  £  einführt. 


Die  Gleichungen  ] 

.  bekommen  nachstehend« 

S  X  du        E  X  du 
"^^  ~   S  du    ~       u 

2. 

S  7  du        S  7  d  u 
^'         Sdu             u 

Szdu        Szdu 
1  du              u 
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§  148.  Wie  man  sieht,  kommen  in  diesen  Ausdrücken  nicht 
Gewichte^  sondern  geometrische  Größen,  Volums  vor,  und  dennoch 
spricht  man  vom  Schwerpunkte.  Diese  Gleichungen  bestimmen  die 
Coordinaten  eines  Punktes  des  Volumens  u,  und  nennt  man  diesen 
Punkt  nur  im  Wege  der  Analogie  Schwerpunkt  des  Volumens, 
gleichsam  als  wäre  dieses  Volumen  homogen  mit  Masse  gefüllt,  oder 
was  auf  dasselbe  kommt,  als  wären  alle  einzelnen  Punkte  dieses 
Volumens  von  parallelen  Kräften  getrieben.  Das  Centrum  der 
parallelen  Kräfte   wird  der  Schwerpunkt  des  Volumens  sein. 

In  dieser  Analogie  kann  man  weiter  gehen. 

Gesetzt,  wir  haben  eine  Oberfläche,  bezeichnen  sie  mit  w, 
schneiden  sie  durch  zwei  Reihen  Ebenen,  die  eine  parallel  der  Co- 
ordinatenebene  7  z,  die  aiidere  parallel  der  Ebene  xz,  so  wird  die 
Fläche  in  eine  unendliche  Anzahl  unendlich  kleiner  Theile  zerlegt, 
von  denen  jeder  durch  dw  vorgestellt  wird. 

Projicieren  wir  das  Flächenelement  dw  auf  die  Ebene  der  xy, 
80  wird  das  unendlich  kleine  Element  in  dieser  Ebene  ausgedrückt 
sein  durch  d  x  d  7,  und  wenn  man  die  Winkel,  welche  die  Normale 
in  einem  Punkte  M  dieser  Oberfläche  mit   den  Achsen   der  x,  7,  z 

A  A 

einschließt  mit  X,  |i^  v,  femer  --= —  mit  p,  — ^ —  mit  q  bezeichnet,  so 
ist  bekanntlieh 

cos  A  =  +  ,r-.j-i :>— r- ? 

Fp^  +  q^  +  i 

_       1 

<^^«  ^  =  +  l/pf^^f^' 

wo  die  oberen  Zeichen   sich  auf  den  Theil   der  Normalen  beziehen, 
welche  mit  der  z-Achse  einen  spitzen  Winkel  bildet. 
Man  hat  demnach  für  das  Flächenelement  dw 

^''=  ^  =  d^dyfp^  +  q'  +  i 

§  149.  Denkt  man  sich  also  die  Punkte  der  Fläche  mit  Masse 
angefbllt,  und  ist  sie  nicht  homogen,  ist  also  die  Dichte  p  nicht 
conslant,  sondern  eine  Function  der  Coordinaten  der  einzelnen 
Punkte,  so  hat  man,  wenn  w  das  Gewicht  der  Oberfläche  bedeutet, 

Wels  st  ein,  Rationelle  Mecbjinik.  I.  8 
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3. 


^  =  g55  P  ^^  ^7  \V^  -i-  q-  +  1  =  2  dw 
wx,  =g  55  p  X  dx  dy  ]  p^  +  q-  +  1  =  2  x  dw 
^i  =g  55  P  y  dx  dy  l?^  +  q-~ri  =  2  y  dw 


WZ,  =  g  55  P  *  dx  dy  )  p2  -j-  q'^  +  1  =  ^  2  ^^^ 

§  150.  Ist  die  Fläche  homogen,  können  wir  das  constante  p 
weglassen,  und  den  Schwerpunkt  der  Fläche  zu  bestimmen  suchen, 
w  bedeutet  also  hier  die  Fläche  und  man  hat  folgende  Gleichungen 


4. 


Fläche  w  =  55  dx  dy  ]  p'^  -f  q^  -f.  l 


_  ^^  X  dx  dy  1  p*^  +  q2  +  1  _  S  X  dw 


55dxdylp2-4-qi  +  l 


w 


^  5\  ydxdy  lp^+-q^4-l  ^  S  y  dw 
^'  55  dx  dy  1  pi -f  q^  -f  i 

S  z  dw 


z,  =   55  z  dx  dy  l'pi  -f  qi  4-  1  = 


W 


§  151.  Ist  die  Fläche  eben  und  homogen.  Betrachten  wir 
solche  als  in  der  Ebene  der  xy  liegend,  das  heißt,  wir  machen  die 
Ebene  der  Fläche  zur  Ebene  der  xy,  lassen  das  constante  p  weg. 
Die  z-Achse  entfällt,  da  für  alle  Punkt  der  Fläche  z  =  0  ist,  auch 
p  und  q  sind  gleich  Null,  und  alsdann  haben  für  die  Fläche  und 
die  Coordinaten  ihres  Schwerpunktes  nachstehende  Ausdrücke 

55  ^  ^^  ^y ^  ^  ^^ 

5.    ^   ^'  ~  55dxdy"~  ~^" 
^  55  y  dx  dy  _  £  y  dw 
^*         i]  dx  dy  w 

§  152.  Denselben  Vorgang  haben  wir  auch  bei  Curven  im 
Räume  und  in  der  Ebene,  und  auch  bei  Geraden.  In  allen  diesen  Fällen 
spricht  man  im  Wege  der  Analogie  vom  Schwerpunkte  der  Curvc 
oder  der  Linie,  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  homogen  sind,  und 
bestimmt  in  ähnlicher  Weise  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
der  Curve  oder  der  Linie,  wie  auch  die  Länge  derselben. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Curre  mit  s,  so  ist  das  Bogenelement 

ds  =  )/dx^  +  dy^^li^. 

Man  hat  also,  wenn  die  Curve  homogen  ist  und  p  weggelassen 
wird,  für  die  Länge  der  Curve  und  den  Coordinaten  ihres  Schwer- 
punktes 
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8  =  i  l/dx*  -h  dy«  +  dz» 


*  =  jdxl^ 


6. 


£  X  dd 

8 


(l  +  dy]  +  dz2) 

dz*^       dx2 
y  X  ds 

B 


_Syd8_5yd3 
E  z  ds        5  ^  ^® 


s 


s 


§  153.  Ist  die  Curve   oder  Linie  eben  und  denken  wir  sie  in 
der  Ebene  der  xy  liegend,  alsdann  haben  wir 

d8  =  Vdi2"^rdyr 

und  man  hat 


8 


=  57diM^y^  =  idxfl  +  dyJ 


7. 


71  = 


S  X  da  5  X  ds 

8  8 

S  y  ds         Sjds 


8 


8 


§  154.  Bezeichnet  man  mit  u  bald  ein  Volumen,  bald  eine 
Fläche,  bald  eine  Curve,  so  hat  man  für  die  Coordinaten  eines 
Volumens,  einer  Fläche  oder  einer  Curve  die  gemeinsamen  Ausdrücke 

S  X  du 


8. 


X.  =  — 


u 


£  y  du 

£  z  du 

Zj  = 

*  u 


Wo  beim  Volumen  unter  u  das  Volumen,  und  unter  du  das 
Volumenelement,  bei  einer  Fläche  unter  u  die  Fläche,  und  unter 
d  u  das  Flächenelement,  und  bei  einer  Curve  unter  u  die  Bogenlänge 
und  unter  du  das  Bogenelement  verstanden  werden. 

Aus  dem  früher  bewiesenen  Theoreme  endlich,  dass  das  polare 
Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  den  Schwerpunkt  ein  Minimum 
ist,  folgt  weiter,  dass  der  Schwerpunkt  eines  Volumens,  einer 
Fläche,  einer  Curve  von  der  Wahl  der  Achsen  unabhängig  ist,  da 
nur  ein  einziger  Punkt  dem  Minimum  entspricht  und  dieser  Punkt 
eben  mit  dem  Schwerpunkte  coincidiert.  Übrigens  war  dieses  schon 
aus    dieser    Eigenschaft    bei    schweren    Körpern    zu    ersehen,    aus 

welchen  die  Schwerpunkte  geometrischer  Körper  hergeleitet  sind. 

8* 
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Das  polare  Trägheitsmoment  eines  geometrischen  Körpers, 
Volumens,  Fläche,  Linie,  in  Bezug  auf  einen  Punkt  O  wird  durch 
Sr^du  ausgedrückt,  wo  unter  r  die  Distanz  des  Elementes  du  vom 
Punkte  O  verstanden  wird. 


iVchtzehntes  Capitel. 

Bestimmung  des  Schwerpunktes  von  Gurven  und  Linien. 

§  155.  Für  Schwerpunkte  von  Cur^en  und  deren  Länge  haben 
wir  die  Gleichungen 

s  =  5  ds  =  5  j'(ix2  4rdy2  ^Td^ 

S  X  ds i  X  ds 

*  S  8 

_  S  y  ds  _  5  y  ds 

£  z  ds  5  ^  ^^ 

^  s  s 

Für  nichthomogene  Curven  und  Linien  wird  die  veränderliche 

Dichte  p  hinter  das  Integralzeichen  eingefügt,   und    bezeichnet  man 

das  Gewicht  mit  P,  so  hat  man 

n         v'j               Spxds               Spyds              Spzds 
P  =  g2pds,x,  =  -    *^^ ,  y,  =  — *^i  — ,  z.  —     *^ 


Fig.  33. 


p       y  ji  p 

wo  p,  y,  z  und  ds  Functionen  von  x  sind. 

Wir  wollen  diese  Formen  auf  einige  Fälle  anwenden. 

Schwerpunkt  einer  Geraden. 

§  156.  Es  sei  eine  gerade  homogene  Linie  im  Räume  BC  von 

der  Länge  L,  die  Coordinaten  des 
Ursprungs  der  Linie  seine  x^,  y^^ 
Zo,  die  Winkel  der  Linie  L  mit 
den  Achsen  o,  ß,  y,  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  M  auf 
der  Linie  x,  y,  z,  die  Länge  der 
ganzen  Linie  BC  =  L,  die  Länge 
von  MB  =  s,  so  hat  man  für  die 
Coordinaten  des  Punktes  M 
X  =  Xq  -}-  s  cos  a 
y  =  yo  +  s  cos  ß 

Z  =  Zo  -[-  8  COS  Y 

Daher  hat  man  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 


■X 
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,    _5xd8_5xods        58  d 


s  cos  a        Xq  -  -      ,     cos  a  -    - 


und  wenn  integriert  wird  von  8  =  0  bis  s  =  L,  so  hat  man 

j_  cos  a  L^ L  cos  a 

Xl  —  Xo  +  -j-  -g   —  Xo  +  "-    g— . 

Ähnliche   Ausdrücke   hat   man   für   die    übrigen    Coordinaten, 
und  man  hat 

X,  =  Xo  +  -g-  cos  a 
71  =  Jo  +  -ö-  <^^8  ß 


Zj  =  z,  + 


cos  Y 


Der  Schwerpunkt  der  Linie  g  liegt  in  deren  Mitte,  was  voraus- 
zusehen war. 

Schwerpunkt  eines  Kreisbogens, 

§  157.  Es  sei  femer  BAC  ein  Kreisbogen.  Wir  nehmen  ihn 
aU  in  der  Ebene  der  xy  liegenden,  lassen  die  x-Achse  durch  den 
CSoordinatenursprung  und  die  Mitte 
des  Bogens  passieren,  und  er- 
richten die  7 -Achse  im  Mittel- 
punkte des  Kreises,  bezeichnen 
mit  r  den  Radius,  den  Bogen  BAC 
mit  L,  so  liegt  der  Schwerpunkt 
)edenfalls  auf  der  x-Achse  und 
braucht  man  nur  x,  zu  bestimmen, 
für  welches  wir  die  Gleichung 
haben 

5^  ^^ 

X,  _-j— . 

Ist  nun  D  ein  beliebiger  Punkt 
dieses  Bogens,  x,y  dessen  Coordinaten,  so  hat  man,  wenn  der  Bogen 
DA  mit  s  bezeichnet  wird^ 


X  =  0  p  =  r  cos 


daher 


s 


^  .  ,  r  5  cos 

jxds •'  r 


ds 
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Integriert  man  von  8  = ^L  bis  8  =  -f-  —  L,  «o  hat  man 


='V\ 


2  r^  sin 


cos 


8 


d8  = 


2r 


-«L 


8 


2  r  sin 


Daher 


Die    Sehne     B  C ,     die     wir    mit    a     bezeichnen,     ist    gleich 
L 


'2r' 


r  a 
LT' 


Die  Distanz  Og  des  Schwerpunktes  g  Tom  Coordinaten- 
Ursprünge  ist  daher  die  vierte  Proportionale  zu  dem  Bogen,  der  Sehne 
und  dem  Radius. 


Schtoerpunkt  der  Schraubenlinie. 

§158.  Man  weiss,  dass  wenn  ein  gegebener  Winkel  BAC  =  a, 
der  Steigungswinkel  genannt,  um  einen  geraden  Cylinder  von  kreis- 
förmiger Basis  so  herumgewickelt  wird,  dass  der  eine  Schenkel  AC 

Fig.  35. 


die  Erzeugungslinie  des  Cylinders  unter  einem  rechten  Winkel 
schneidet,  der  andere  Schenkel  AB  auf  der  Cylinderfläche  die 
Schraubenlinie  erzeugt. 
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Die  Qleichungen  der  Schraubenlinie  sind,  wenn  die  z- Achse  die 
Achse  des  Cylinders  ist,  die  x- Achse  durch  A  geht,  wo  die  Schrauben- 
linie die  xy-Ebene  schneidet,  r  der  Halbmesser  des  Cylinders^ 
Aop  =9  ein  veränderlicher  Winkel,  und  Ap  die  Projection  eines 
Bogens  AM  der  Schraubenlinie  auf  der  Basis  des  Cylinders  ist, 

X  =  r  cos  (p 
y  =  r  sin  (p 
z  =  r  <p  tang  a. 


Das  Bogenelement  d  s  ist  gleich  |^  d  x^  -}-  dy^  -["  ^  ^^i    daher 


d  8  =  d  <p  \'r^  sin^  cp  -\-  r*^  cos^  ff  -|-  r*^  tang'^  a  =  d  (p  ^r^  +  r-^  tang^  a. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Bogen  AM  und  bezeichnen  den 
Wert  des  Winkels  <p,  flir  AM  mit  ^,  während  der  Wert  von  <p  am 
Ursprünge  A  gleich  Null  ist,  so  hat  man 

^r 


5  ds  =  *  ]/r'^  +  r2  tang2  a  = 


cos  a 


Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  sind  dann 

r  4>  r  cos  (p  d  ^ 

r  $  r  sin  9  d  (p 


<P 


^  r  tang  a  <p  d  cp 


daher 


h  —  }i^  ^ 


T  sin  ^ 


^.  =  -$ 


r  (1  —  cos  ^) 

71  —  4> 

O 

z,  =r  tanga-g. 

Aus  der  letzten  Gleichung  ist  zu  ersehen,  dass  der  Schwer- 
punkt eines  Bogens  der  Schraubenlinie  auf  der  Hälfte  der  Höhe  des 
^Endpunktes  des  Bogens  über  den  Ursprung  liegt. 

Aus  den  anderen  beiden  Qleichungen  ist  ferner  zu  ersehen, 
dass  der  Schwerpunkt  sich  in  dem  Maße  der  Achse  des  Cylinders 
nähert,  je  größer  $,  also  je  größer  der  Bogen  wird. 
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Schtüerpunkt  einer  Parabeäime. 

§  159.  Die  Gleichung  einer  Parabel,  bezogen  auf  seine  Achse 
und  die  Tangente  am  Scheitel  in  der  Ebene  xy  liegend,  ist 

y2  =  2px. 


Fi^.  36. 


Bezeichnen  wir  die  Länge  eines  Bogens 
OM  mit  s,  so  hat  man 


ds 


~'      2x 


dx 


ds  =  —  IV  +  P^  dy 


0 

WO  unter  1  der  natürliche  Logarithmus  verstanden  wird. 
Fär  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  haben  wir 

3  ^^« 


X,  =  — 


s 


3  yds, 


71  = 


8 


daher 


1  8  1)2 


3sp 


38' 


X,  = 


f  dxfx^  +  ^- 


=-i-{^+-m^-+^- 


iy(« 

+ ly 

16 

dx  = 

^'( 

8 

4x  +  p 

_     r  — 

■  ^    2 

s 
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Schuferpunkt  eines  Bogens  der  CyHoide, 

§  160.  Nimmt  man  den  Coordinatenanfang  am  Scheitel  c,  die 
Achse  der  Cykloide  zur  Achse  der  x  und  die  Tangente  am  Scheitel 
zur  y- Achse  und  sei  der  Bogen  CM  vom  Scheitel 
gerechnet  =  s,  so  hat  man 

(a  — x)dx  TAY 


Fig.  57. 


1. — --;;,       ds 

V  ax  —  x-^' 


"WO  unter  a  der  Durchmesser  des  erzeugenden 
Kreises  C  D  verstanden  wird.  Man  hat  alsdann 


s 


=  5ds=jf''  dx  =  2yax. 


Wir  fügen  keine  Constante  bei,    da  das 
Integral  für  x  =  0  verschwindet. 

Wir  haben  dann 

r  ^  dB  f 

^  ü  0 


s 


-8-~  =  -3r'^*^  =-3-' 


Wds         la,      dx 

Integriert  man  durch  Tbeile,  so  hat  man 

l'a^dx        1/a  1        .        1 

=  -^  (2  7»'  —  2  ^  fa  —  xdx)  = 

=  I.»  (2  y  xJ  +  -*  (a  -  x)i  +  C). 
Da  ferner  für  x  =  0  auch  Jt  =  0  ist,  so  hat  man 

daher  für  s  einen  Wert  setzend, 


^»  "^  ^  +  "37^  f^*  -  x)  -  —  aj]. 


ica 


Für  X  =  a,  y  =  —    hat  man  für  den  Schwerpunkt  des  Bogens 
der  halben  Cykloide  CA 
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X| 


_  a  _  z  a^ 2      _     /v_ 2  \ 

~  3'    ^'~'2~~'3''  —  '^\2~^)' 


§  161.  Manche  Schwerpunkte  lassen  sich  ohne  Rechnung  finden. 

Es  sei  ABC  der  Umfang  eines  Dreieckes,  wo  auf  jeder  Seite 

der  Schwerpunkt  in  der  Mitte  der  Seite  liegt.  Wir  können  uns  also 

in  jeder  Mitte  statt  der  Seiten 
Qewichte  D,  E,  F  proportional 
den  respectiven  Seiten  angebracht 
denken. 

Setzen  wir  nun  D  und  E  zu- 
sammen, 80  fällt  der  Schwerpunkt 
auf  der  Linie  D  E,  und  zwar,  indem 
die  Dreiecke  ABC  und  D  E  F, 
deren  Seiten  parallel  sind,  ähnlich  sind,  in  einem  Punkte  G,  dasB 
man  das  Verhältnis  hat 

EG  :  DG  =  AC  :  BC  =  EP  :  FD. 

Verbindet  man  F  und  G  durch  eine  Linie  F  G,  so  theilt  diese 
demnach  den  Winkel  DFE  in  zwei  gleiche  Hälften  und  der  Schwer- 
punkt, als  Angriffspunkt  der  Kräfte  F  und  G,  befindet  sich  auf  der 
Theilungslinie  FG. 

Es  ist  demnach  der  Schwerpunkt  des  Perimeters  des  Drei- 
eckes ABC   der  Durchschnitt  der  Bisectricen  des  Dreieckes  DE  F. 

^Neunzehntes    Capitel , 

Schwerpunkte  von  ebenen  Flächen. 

§  162.  Wir  brauchen  kaum  hervorzuheben,  dass  wir  in  allen 
Fällen,  die  wir  hier  und  später  besprechen,  die  Volumens,  Flächen, 

Curven,  als  homogen  veraussetzten,  so  dass 
man  eigentlich  die  Schwerpunkte  geome- 
trischer Körper  zu  bestimmen  sucht 

Bei  mancher  ebenen  Fläche  kann 
man  ohne  Rechnung  den  Schwerpunkt 
finden.  So  liegt  der  Schwerpunkt  eines 
Kreises  und  regelmäßiger  Polygone  in  deren 
Mittelpunkte. 

§  163.  Der  Schwerpunkt  eines  Drei- 
eckes liegt  offenbar  auf  einer  Geraden, 
welche  eine  Spitze  des  Dreieckes  mit  der  Mitte  der  gegenüberliegenden 
Seite  verbindet.  Er  liegt  daher  im  Durchschnitte  solcher  zwei  Medianes. 


123 

Führt  man  die  Construetion  aus,  verbrndet  die  zwei  Mitten  E 
und  D  durch  die  Linie  ED,  welche  der  Linie  BC  parallel  ist,  zieht 
die  Linien  BD,  CE,  so  ist  der  auf  dem  Durchschnitte  dieser  zwei 
Medianes  befindliche  Punkt  Gt  der  Schwerpunkt.  Dabei  hat  man 
wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  DEG,  CGB 

DG:GC  =  DE:CB  =  1:2. 

Der  Schwerpunkt  G  ist  demnach  von  jeder  Dreieckspitze  um 

2 

-^  der  Mediane  entfernt. 

§  164.  Wir  hatten  für  ebene  Flächen  die  Ausdrticke,  wenn 
man  die  Fläche  als  in  der  Ebene  der  xy  liegend  annimmt  und  sie 
mit  u  bezeichnet 

u=:55  dxdy 

Sxdu 55  ^^^^y 

u  u 

_  Sydu    _  55  y  dxdy. 

Als  Anwendung  nehmen  wir  die  Parabel  (Fig.  36). 

Will  man  die  Fläche  und  den  Schwerpunkt  des  Segmentes 
OMP  finden,  so  integriert  man  bezüglich  der  Fläche  zuerst  nach  y, 
von  y  =  o  bis  y  =  y  und  man  hat 

u=^    ^  dy  dx  =  yy  dx  =  y2p^   x«  d  x  = -^  |^2  p  x«  =  g- xy. 

0      0  0 


Xl 


55  ^  ^^  ^y 5  y  ^  ^^ 5  V^  px  x  dx p^  2  p  5  x«  dx 

*  u  u  u  u 

2    ,/ —      5 


X, 


|rä-pxä        6     ' 


r*  .■*   ^r  TC 


7i  = 


_55ydydx_i-2-'^^_[Jp^^^_PT 


au  n  u 

P 


X» 


2  w-„--     a  4'     2  8 

ö-  V  2  p  X« 
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Schwerpunkt  eines  Ereissectors. 

§  165.  Um  den  Schwerpunkt  eines  Kreissectors  zu  finden, 
lässt  man  die  x- Achse  durch  die  Mitte  des  Sectors  passieren,  so  dass 
der  Schwerpunkt  auf  dieser  Linie  liegt.  Betrachtet  man  den  Bogen 
des  Sectors  als  Polygon  mit    unendlich   vielen  Seiten,   so   wird   der 

Sector     in     unendlich     viele 


Fig.  40. 


gleiche  Dreiecke  zerlegt,  und 
liegt  in  jedem  Elementardrei- 
ecke  der   Schwerpunkt    um 

2 

-  -  des  Radius   von   der  ge- 

meinsamen  Spitze,  also  vom 
Ereismittelpunkte,  entfernt. 
Wir  haben  demnach 
ein  System  von  Schwer- 
punkten des  Sectors,  welehe 

2 


alle    auf    dem    mit 


des 


Radius  OA,  also  mit  dem  Radius  OA'  beschriebenen  Bogen  C  A' B' 
liegen,  und  mithin  der  Schwerpunkt  dieses  Bogens  auch  der 
Schwerpunkt  des  Sectors  sein  wird. 

§  166.  Bezeichnen  wir  nun  den  Radius  O  A  mit  r,  den  Bogen 
B  A  C  mit  8,  die  Sehne  B  C  mit  a,  so  werden  diese  Grüßen  für  den 


Bogen  B'A'C  =  -  -  r,   -    s,   -^  a  sein. 

o  J  J 

Die  Coordinate  des  Schwerpunktes  dieses  Bogens  hat,  wie  wir 
bereits  wissen,  demnach  zum  Ausdrucke 

_  2    ra 

""*-  3  T- 

Xj  ist  daher  auch  die  Coordinate  des  Schwerpunktes  des 
Sectors^  und  wird  daraus  die  Distanz  des  Schwerpunktes  g  vom 
Ursprünge  0,  also  die  Distanz  gO,  gefunden. 

Der  Sector  besteht  aus  dem  Dreiecke  0  B  C  und  dem  Segment 
BAC.  Die  Schwerpunkte  vom  Dreiecke  und  Sector  sind  bekannt, 
und  aus  diesen  kann  man  leicht  auch  den  Schwerpunkt  des 
Segmentes  berechnen.  Alle  drei  Schwerpunkte  liegen  auf  der 
X-Achse,  nämlich  auf  dem  die  Mitte  des  Sectors  passierenden 
Radius  O  A. 
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Cyldoide. 
§  167.    Bei  der  Cykloide  (E'ig.  37)  hatten  wir 

dy 


jr  =  dxf*-^ 


X 

Die  Aasdrücke  für  die  Fläche  und  die  Coordinaten  sind 

u=:Sdu  =  55dxdy  =  ^  ydx, 

0 

Sxdu 55  xdxdy 


Xi 


u  u 


_2ydu_55ydxdy 


u  u 

Integrieren  wir  den  Ausdruck  für  u  durch  Theile,  so  haben  wir 

u  =  xy  — 5  xdy  =  xy— ^xdx   f^-— -  = 

0 
.*x 

=  xy —  \  dxy^ax  —  x'^, 

0 

und  ist  das  Integral  von  x==0  bis  x  zu  nehmen. 

Das  Integral  jdx  |/ax  —  x*-^  ist  bekanntlich  das  Segment  des 

erzeugenden   Kreises    CNP,    wo    NP  =  fax  —  x^    ist.     Wir   be- 
zeichnen diese  Fläche  mit  u',  und  ist  daher 

u  =  xy  —  u'. 

Nehmen  wir  den  Bogen  CM,  so  ist  das  Viereck  COMP  =  xy, 
und  sieht  man  daraus,  da 

u  =  xy— Fläche  COM 
ist,  dass 

Fläche  COM  =  u'  =  Segment  CNp 

ist. 

Nimmt    man    den    Bogen   CA,    also    die   Hälfte    des    ganzen 

Cykloidenbogens,    wo    also   x  =  a,  y  =  --   sind,    so   wird   u'    zur 

Hälfte  des  erzeugenden  Kreises,  und  man  hat  alsdann 

ica^       wa^        3       o 

daher  der  Flächeninhalt  der  ganzen  Cykloide 

3 


u  =  — r  rca*^ 


ist. 
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Der  Flächeninhalt  der  Cykloide  ist   dreimal   so   groß   als    der 
des  erzeugenden  Kreises. 

§  168.  Wir  haben  femer: 

_   jjxdxdy  _5yxdx_ 


X,  =  - -- 

5x«dy 

2 
u 

-?'  F' 

i  2  L2 

4"  + 

yx2 

2 

u 

y  x'-^ 
2 

u 

jxdx 

2 

yax  — 
2 

X« 

IT   VP  * 

u 

r  1  (a. 
J  2 

2x) 
2       ^' 

jrx 
2 

X  y  a  X 

-x2 

7^' 
2 

cj/ax- 

-X» 

r"'  + 

u 

1  , 

—  -  (ax — 

6  ^ 

a 

• 

xy  —  u' 

Eine   Constante   ist   nicht   beizusetzen,   da  für  x  =  o,   y  =  o. 
auch  Xj  =  o  wird. 

Ferner  ist 

i/!  d  X    i^"" 

u  u  u  J       u 


Für  das  Integral 

jxydy 
hat  man  aber 


]f—^  = 


5xydy=5xydx  \ =  jyx«  1/a— xdx=: 

=  -|yx''(a-x)'  +  |-5(a-x)'x'dy  +  |-5(a-x)»y-^^j- 

*  i 

Das    Integral    5  (a  —  x)*  d  y  x'    ist    gleich    5  (*  —  x)*  d  x  = 

=  —  yC«  — x)'. 

Integral  5(a-x)'y-i4=Ka-x)|-dy=lay« -5  "^^^dy. 

^  X 

Das  Integral  —  —  •  —  jxydy  = —  — 5  xydy  führen  wir  hin- 
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über  zum  Integral  ^xydy  auf  die  linke  Seite,  und  man  hat 


5xydy  = 


2       i/  ^"       2      1  ,  ,3.21., 

g-yx«(a  — x)^— g-.  g  (a  — x)3+-g   .-^  ay^+c. 


1-     5^y^y  =  — -2"y(*~^)  l'ax  — x-^—  g-(a  — x)8  4- 

+  2 '  4"*y  +c, 


1    3 

6   *' 


für  X  =  0,  y  =  0  wird  das  Integral  =  —  ^-  a 


daher  c  =  -r-  a^  und 
0 


2.     yi=-2-xy2+  ^-y(a  — x)|ax  — x2-f- 


xy— u' 

+  -.   (a-x)»-  ^-ay2-  --a^ 


6 


8 


6 


xy  —  u' 


Scliwerpünkte  von  ebenen  Flächen  im  allgemeinen. 

§  169.  Wählt  man  für  eine  ebene  Fläche  die  xy-Ebene,  und 
ist  die  Fläche  von  einer  geschlossenen  Curve  oder  von  zwei  Curven 
und  zwei  Ordinaten  umgrenzt  und  nicht  von  der  x-Achse  durch- 
schnitten, so  hat  man  für  jede  Abscisse  zwei  Ordinaten  y,  y^     Man 


Fig.  41. 


Fig.  42. 


W Sc 


tfaeile  nun  die  Fläche  in  unendlich  schmale,  der  y-Achse  parallele 
fUemente.  Jedes  Element  kann  als  ein  Viereck  angesehen  werden, 
dessen  Flächeninhalt  gleich  ist  A  B  .  B  B'.  B  B'  ist  gleich  d  x,  A  B 
ist  gleich  y' — y,  daher  der  Flächeninhalt  des  Elementes  gleich  ist 
(y'  — y)dx. 
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Als  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Elementes  kann  man^ 

y'  ~l~  y 

wegeQ  dessen  unendlicher  Kleinheit,  annehmen  x,,  - — —-•     Dieselben 

tu 

Betrachtnngen  beziehen  sich   auch  auf  die  von    einer  geschlossenen 
Carve  umgrenzten  Fläche  (Fig.  42). 

Man  hat  daher,  wenn  man  von  x  =  a  bis  x  =  ß  und  von 
y  =  y  bis  y  =  y*  integriert,  die  Ausdrücke 

u  =  55dxdy=jß(y'-y)dx 

V  —  Wji^^i^y  _  fß  (y'  — y)xd x_ 

•  u  Ja  u 

_  55  ydxdy  _  f  y^dx 
1-     ^   J^*~  u  "J    2u 

cßy_iZfv'— v^dx 

=  1 .  Cß  (y"'-y^)dx  ^  3a_2_^^_ 

2  Ja  u  u 

Das  dritte  Integral  folgt  auch  aus  obigen  Betrachtungen,  indem 
das  Moment  des  Elementes  bezüglich  der  x-Achse,  das  ist  dessen 
Größe  =  (y' — y)dx  multipliciert  mit  der  y-Coordinate  des  Schwer- 

y'  -i—  y 

punktes  -■ — ^       eben  diesen  Ausdruck  gibt. 


Z^wanzigstes  Capitel. 

Fläoheninlialt  und  Schwerpunkt  von  Rotationsfläclien. 

§  170.  Oberflächen  kann  man,  wie  wir  gesehen,  durch  zwei- 
fache Integrationen  finden.  Bei  Rotationsflächen  gelangt  man  zum 
Ziele  durch  eine  Integration. 

Sei  AM  eine  in  der  Ebene  der  xy  liegenden  ebenen  Curve  s, 
vorgestellt  durch  die  Gleichung  y  =  fx,  durch  deren  Umdrehung 
um  die  x -Achse  die  Rotationsfläche  erzeugt  wurde,  welche  u  heissen 
möge.  Sei  ferner  OB  =  a,  OP=ß,  Pp  =  dx. 

Ein  Element  der  Fläche  ist 

du  =  2icyds  =  2icydxn-f|^ 


u  =  2ic  \"  yds. 


Die  Schwerpunkte  jedes  einzelnen  Elementes  und  der  ganzen 
Fläche  liegen  auf  der  Umdrehungsachse,  also  hier  auf  der  Achse  der 
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X,    und   das  Moment   eines  jeden  Elementes  bezüglich  der  y- Achse 
wird  ausgedrückt  durch 

xdu. 


Fig.  43. 


Man  hat  demnach  für  Fläche 
und  Coordinate  des  Schwerpunktes 
die  Ausdrücke 


u  =  2z  u  yds 
X,  =2TCJßxy  ds^ 


u 


wo  X  von  a  bis  ß  zu  nehmen  ist. 

Würde  man  die  Curve  um  die  y- Achse  drehen,  so  werde  man 
haben 

u  =  2ic  JP^xds, 

wo  y  von  a*  bis  ß'  zu  nehmen  ist.  Dann 

yt  =2icjß'xyd8 

u 
§  171.  Betrachten  wir  eine  Kugelzone,  welche  dadurch  erzeugt 
wurde,  dass  ein  Kreisbogen  in  der  Länge  s  sich  um  die  x-Achse 
gedreht  hat,  und  liegt  der  Bogen  in  der  xy-Ebene.  Nennen  wir  den 
Radius  a,  und  nehmen  wir  die  Zone  zwischen  zwei  auf  der  Bota- 
tionsachse  senkrechten  Ebenen.  Der  Schwerpunkt  liegt  auf  der 
x- Achse  und  die  Fläche  der  Zone  =u  nehmen  wir  von  x  =  a  bis 
y  =  ß.  Der  Coordinatenanfang  liege  im  Mittelpunkte  des  Kreises, 
dessen  Gleichung  x^  -f-  y ^  =  a^  ist. 

Wir  haben  demnach 


=  dxfi  +  g=d.f: 


da  =  dx-^  +  dy2  =  dx  n  +  T^,  =  dx  n  +  ^  =  dx  — • 

*    ^  '     '  dx^  y  y 

Daher 

u  =  2i:  p  yds  =  2tc  (^  adx  =  27ca  (ß  — a) 

2ÄUxyd8        2ica\Pxdx              .q.,        ...        ^   , 
Ja    •'        Ja  TCa(p — a^) ß+a 

^*  n         ~  n  ~  "~'  u"  ~  ~~2~' 

Der  Schwerpunkt  der  Zone  liegt  demnach  auf  dem  zu  den 
Begrenzungsebenen  senkrechten  Durchmesser  in  der  Mitte  und  in 
gleicher  Distanz  von  diesen  Begrenzungsebenen. 

Weiistein,  Raüonelle  Mechanik.  I.  9 
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§  172.  Betrachten   wir   nach  Schwerpunkt   und  Fläche   einer 
Cykloidenzone  (Fig.  37). 

Bei  der  Cykloide  hatten  wir 

dy  =  dx  Y^ 

ds  =  l  —  dx. 

X 

Daher 

u  =  2iü5yd8  =  2icKä5y-p 

wenn  man  nämlich  den  Cjkloidenbogen   um  die  x-Achse  sich  um- 
drehen läset  Es  ist  aber 

5y  ^  =  2y  1^ -5  2Kidy  =  27K^- 52  j/^TH^dx, 

X« 

daher 

u  =  2«  l^a.  2yKx  +  -^irl/a(a-x)«  =  4«|ra  yx»-f 
+-g-«fll(a— x)»+c. 

Nehmen  wir  die   durch   die  Umdrehung  des  Bogens  CM  =  s 

um  die  x- Achse  erzeugte  Zone,  wo  mithin  für  x  =  0,  8  =  0,  u  =  0 

sind,  80  ist 

—  8 


ica^, 


daher 


u  =  4ic  j/axy  -\-  -^  ir}^a(a — xf «-  ica*^. 

§  173.  Ferner  haben  wir 

_  2^5  xy  ds  _  2111/7 5 ydx^x 

Xi  —  —  . 

u  u 

Das  letzte  Integral  ist  aber 

,1/—,  2      a         2    ,     « 

5yy  X  dx  =  y— x'*  — y5x«dy 

2         a         2    .      w ^ 

=  yyx«  — yjx  1/a— xdx 


a^ 
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daher 

Die  Constante  ist,  da  x  =  0  auch  ux,  =  0  ist, 

/8       3       8       A  16 

"  =  -V9-^"-T5^^7=-45^ 
daher 

1    r4  V 8         ,;-;  ,6,8  a,  8  16  ,1 

xj=— [y  icyx  }'  ax  —  j^icya(a— x>+  ^  ica«(a— x>  ^  45^^»'] 

Fläche  und  Schwerpunkt  der  durch  die  Umdrehung  der  halben 

Cykloide  erzeugten  Fläche  erhält  man,   wenn  man  in   obigen  Aus- 

IC  a 
drücken   x  =  a,  j  =  -~-  setzt.  Man  bekommt  alsdann 


u  =  2  7ra2  I  ?r j 

■■  ^¥''(— tf)  _  t(i1) 


Sinundz^wanzigstes  Capitel. 

Volumen  nnd  Schwerpunkt  von  Körpern. 

§  174.  Die  Berechnung  des  Schwerpunktes  eines  Volumens 
hängt  im  allgemeinen  von  dreifachen  Integralen  ab,  und  sind  die 
Aasdrücke  dafür 

u=555dxdydz 
_  55ydxdydz 


Xi  = 


u 


71  -  ~ 


Zl 


_  555zdxdydz 
u 

Bei  manchen  Körpern  kann  die  Berechnung  ohne  Zuhilfe- 
nahme der  Integralrechnung  bewirkt  werden. 

Dieses  ist  der  Fall  bei  einer  dreiseitigen  Pyramide. 

Sei  ABCD  die  Pyramide.  Zieht  man  eine  Linie  von  einer 
Spitze  zum  Schwerpunkte  der  gegenüberliegenden  Basis,  so  liegt 
der  Schwerpunkt  der  Pyramide  auf  dieser  Linie.  Denn  denken  wir 

9* 
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Fig.  44. 


uns  die  Pyramide  durch  eine  unendliche  Anzahl  von  Ebenen  ge- 
schnitten, welche  sämmtlich  parallel  zu  dieser  Basis  sind,  so  liegen 
sämmtliche  Schwerpunkte  der  elementaren  Schnitte  auf  dieser  Linie, 

und  mithin  der  Schwerpunkt  des 
ganzen  Körpers  auf  dieser  Linie. 
Ziehen  wir  von  einer  anderen  Spitze 
der  Pyramide  zur  gegenüberliegenden 
Basis^  so  liegen  beide  Linien  offenbar 
in  einer  Ebene  und  wird  der  Schwer- 
punkt auch  auf  dieser  zweiten  Linie 
sich  befinden.  Der  Durchschnitt  beider 
Linien  ist  daher  der  Schwerpunkt 
der  Pyramiden.  Eben  daraus,  dass  es 
nur  einen  Schwerpunkt  gibt,  folgt  mit 
Nothwendigkeit,  dass  beide  Linien 
sich  schneiden  und  also  in  einer 
Ebene  liegen. 

In  der  Figur  sind  diese  Linien  AF,  BE,   deren  Durchschnitt 
ö  ist  der  Schwerpunkt. 

Verbindet  man  die  Punkte   E  und  F,   so  ist  EF  parallel  zur 
AB,  indem  AE=4aH  und  BF  =  ^-BH  sind. 

Man  hat  demnach 

EF:AB  =  FG:AG  =  GE:BG  =  EH:AH  =  1:3, 


daher 


EG  =  4^BG==4-BE,  GF=4-AG  =  ^AF. 


Der  Schwerpunkt  der  dreiseitigen  Pyramide  liegt 
demnach    auf   der   Geraden,    welche    die   Spitze    mit    dem 

3 

Schwerpunkte   der   Basis    verbindet,   und   ist  um— r-dieser 

4 

Linie  von  der  Spitze  entfernt. 

Da  jede  mehrseitige  Pyramide  in  dreiseitige  Pyramiden  mit 
gemeinsamer  Spitze  zerlegt  werden  kann,  und  auch  ein  Kegel  in 
eine  unendliche  Zahl  solcher  Pyramiden  zerlegt  gedacht  werden 
kann,  so  ist  obiger  Satz  auf  jede  Pyramide  und  jeden  Kegel  mit 
beliebiger  Basis  auszudehnen.  Zieht  man  ferner  durch  den  Schwer- 
punkt der  Pyramide  oder  des  Kegels  eine  zur  Basis  parallele  Ebene^ 
und  fällt  von  der  Spitze  eine  Senkrechte  auf  die  gegenüberliegende 
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Basis,  die  wir  mit  h  bezeichnen,  so  werden  die  die  Spitze  mit  dem 
Schwerpunkte  der  gegenüberliegenden  Basis  verbindende  Linie  und 
die  Höhe  h  durch  die  parallele  Ebene  proportional  getheilt,  und  der 
Schwerpunkt  liegt  demnach  auf  dem  zur  Basis  geführten  parallelen 
Schnitte,  welcher  um  drei  Viertel  Theile  der  Höhe  h  von  der  Spitze 
entfernt  ist. 

§  176.  Auch  den  Schwerpunkt  eines  Eugelsectors  kann  man 
in  dieser  Weise  finden.  Man  zerlegt  denselben  in  eine  unendliche 
Anzahl  Pyramiden  mit  gemeinsamer  Spitze  im  Mittelpunkte  der 
Kugel,  und  deren  sämmtliche 

Basis  auf  der  Grundfläche  des  Fig.  45. 

Sectors  liegen^  so  dass  alle 
Schwerpunkte  dieser  Elemen- 
tarpyramiden auf  der  Basis 
dieses  concentrischen  Sectors 

3 

liegen,  dessen  Radius  -j-  von 

dem  des  gegebenen  ist.  Der 
Schwerpunkt  des  Kugel- 
sectors  ist  derselbe,  wie  der 
der  Grundfläche  des  concen- 
trischen Sectors. 

Ist  dieser  Sector  durch  Rotation  des  Kreissectors  BOA  vom 
Winkel  a  um  den  Halbmesser  O  A  =  r  entstanden,  so  wird  der- 
selben in  eine  Anzahl  dreiseitiger  Pyramiden  mit  gemeinsamer  Spitze 

in  0  zerlegt  Alle  Schwerpunkte  liegen  auf  der  mit  dem  Halbmesser 

3 

0  A'  =  -p  O  A  beschriebenen  Zone  B'  A'  C.  Der  Schwerpunkt  dieser 
4 

Zone  befindet  sich  auf  der  Umdrehungsachse  OA,  in  der  Mitte  des 
Pfeiles  AD'  in  G. 


0  A'  ist  aber  = 


1- r,  0D'  =  -|-0D  =  4- r  cos  a. 
4  4  4 


Og  = 


3^ 
4 


r  + 


rcosa 


3  (1  +  cos  a)        3  «  a 
=: —  r ■ =  —  r  cos^  — . 

4  2  4  2 


§  176.  In  derselben  Weise,  wie  man  den  Ausdruck  für  das 
Element  einer  Rotationsfläche  gefunden,  findet  man  auch  für  das 
Element  von  Rotationskörpern,  wenn  wir  annehmen,  dass  der  Körper 
dadurch  erzeugt  wurde,   dass    eine  in  der  Ebene  der  xy  liegenden 
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Fläche  A  M  A'  M'  begrenzt  durch  die  x  =  A  x  oder  zwischen  zwei 
Curven  liegend^  sich  nm  die  x-Achse  dreht,  die  Ausdrücke 


/ 


1.  ^  =  ^jß  y^^^' 

2.  u  =  7üjJ(y'-^-y2)dx, 


wo  nämlich  u  das  Volumenelement  bezeichnet,  und  x  von  a  bis  ß 
genommen  wird,  und  1.  auf  Fig.  46,   2.  auf  Fig.  47  sich  beziehen. 


Fig.  46. 


Fig.  47. 


Füt  die  Coordinaten   des   auf  der  x- Achse  liegenden  Schwer- 
punktes findet  man  für  beide  Fälle 

'  '  u 

^  _  ^3  y'-^  — y-)xdx 

u 

CyMoidenkorper  erzeugt  durch  Rotation  um  die  go- Achse. 

§  177.  Sei  der  Körper  durch  Umdrehung  der  Cykloidenfläche 
C  M  P  um  die  Achse  der  x  erzeugt  (Fig.  37). 

Integrieren  wir  durch  Theile,  so  haben  wir  für 
u=j    y2jix  =  :ry2x  —  2?c5xydy. 

Das  Integral  5xydy  =  5yl/x  )/(a— x)  dx  haben   wir  bereiU 
§  168  gefunden. 

Wir  hatten  nämlich 


j  X  y  d  y  =    ~   —   ^-  (a~x)  [' ax— x'^ 
ferner  haben  wir 


g-(a~-x)3  +  --ay^ 
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x^         « 


X, 


Jo  U 


?y^xdx    «y^-2— T^^'-2y^y 


u 


X2 


U 

Das  Integral  5  ^  •  7  ^  d  J  können  wir,  im  Wege  einer  ahn* 
liehen  Transformation  wie  im  §  168,  ebenfalls  durch  Theile  inte- 
grieren. 

Setzen  wir  nämlich 

5yxdy  =  z 
so  ist 

y  X  d  y  =  d  z. 
Mithin  haben  wir 

5x.xydy  =  xz  —  5^^^- 
Den   Ausdruck  z  =  5xydy   haben   wir  schon.   Das  Integral 
5zdx  können  wir  leicht  erlangen,  wenn  z  =  5xy  dy  mit  dx  multi-  ' 
pliciert  und  integriert  wird,  welche  Integration  einfach  ist. 

Die  Ausdrücke 

u==ff\    y'^dx  =  Äy'-x  —  2icj    xydy 

2   x^y   — ^j^x.yxdy 

U 

lassen  sich  also  leicht  berechnen. 

Kimmt  man  den  von  dem  halben  Cy  kloide  CAD  durch  Umdrehung 
um  die  Achse  der  x  erzeugten  Körper,  so  muss  man  setzen 

ica 

X  =  a,       y  =   2"' 

und  dann  erhält  man  nach  Effectuierung  der  Integrationen 

wa' ,9^2       ^. 

^  =  "3   ^16-^^ 

_(63  7:^  — 64)a 

^'~  12  (9 1:2—16)' 

§  178.  Kann  man  den  Körper  in  kleine  Elemente  zerlegen, 
deren  Schwerpunkte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  kann  man 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  finden. 

Der  Mittelpunkt  des  EUipsoides  A  sei  der  Coordinatenanfang. 
Wir  suchen  den  Schwerpunkt  eines  zwischen  zwei  parallelen  Ebenen 
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liegenden  Segmentes,   und    lassen  die  Ebene    der  z  y  diesen  Ebenen 
parallel  gehen.  0  y,  O  z  seien  zwei  conjugierte  Durchmesser,  die  O  x 

gehe  durch   alle   Schwer- 
^*^'     •  punkte  der  der  Ebene  y  z 

^  parallelen  Ebenen^  so  dass 

man  ein  schiefwinkeliges 
Coordinatensystem  hat. 
2  A,  2  By  2  C  seien  die  drei 
conjugierten  Durchmesser, 
und  die  Gleichung  des 
EUipsoides  ist 

—  4--^  4--  — 1 
A2  "T-  B2  "^  C^  ~    • 

Das  Volumen  eines 
unendlich  dünnen  Schnittes 
RR"  SS"  kann  man  als 
Cylinder  mit  der  Basis  RR" 
und  der  Höhe  dx  betrachten  und  dieses  Volumen  hat  zum  Aus- 
drucke, da  der  Schnitt  zur  Qleichung  hat 


.2 


B^  (1  -  ii) 


+ 


T=h 


und  der  Flächeninhalt  der  Basis  sein  wird 

x2 
irBC(l— p)sin(p, 

wenn  man  den  Winkel  der  Achsen  0  y  O  z  mit  cp  bezeichnet,  ferner 
den  Winkel  zwischen  dieser  Ebene  und  der  x-Achse  ^  nennt, 

X2 

du  =  7tBC(l  —  -^)  sin  cp  sin  4>  d  x. 
Nehmen  wir  das  Integral  von  =a  bis  x  =  ß,  so  hat  man 

r?         x2 

u  =  7C  B  C  sin  9  sin  ^j)  \    (1  —  -jj)  d  x 
führt  man  die  Integration  aus,  so  hat  man 

u  =  !LBC^«L"i  [a.  (ß  _ a) -  it^]. 

Den  Schwerpunkt  des  Segmentes  RR"  MM",  der  auf  der 
X-Achse  liegt,  hat  man,  wenn  man  erwägt,  dass  jedes  Element 
RR"  SS"  in  der  ganzen  Dicke  x  zur  Abscisse  hat,  daher 
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irBCsin^sin^     ^.,_^     ^^^_ 

~  u  A2  12  4       J 

führt  man  die  Division  von  Xj  durch  u  durch,  so  fallen  die  Größen 
B,  C,  sin  cp,  sin  (|},  welche  im  Zähler  und  Nenner  vorkommen,  heraus, 
80  dass  der  Wert  von  x,  von  den  Achsen  und  Winkeln  B,  CySincp, 
sin^  unabhängig  ist,  und  auch  die  Abscisse  des  Schwerpunktes 
eines  sphärischen  Schnittes  gibt,  wo  die  Distanzen  der  beiden  Basis 
vom  Mittelpunkte  a  und  ß  sind. 

Z^weiundzwanzigstes  Capitel. 
GuldinisclLes  Theoreme. 

a)  Bei  Oberflächen. 

§  179.  Wir  hatten  für  Coordinaten  der  Schwerpunkte  von 
Curven  den  Ausdruck 

wo  unter  s  die  Länge  der  Curve  verstanden  wird,  und  ds  das 
Element  der  Curve  ist  (§  155). 

Wir  hatten  ferner  für  eine  Rotationsfläche,  erzeugt  durch  Ko- 
tierung einer  ebenen  Curve  um  eine  in  dieser  Ebene  liegende  Achse, 
die  wir  mit  u  bezeichnen,  den  Ausdruck 

u  =  27r5yds  (§170). 

Man  schließt  daraus 

1.  u  =  2  Ä  y,  s. 

Diese  Gleichung  in  Worten  ausgedrückt  lautet:  Die  von 
einer  ebenen  Curve  durch  Kotierung  um  eine  in  ihrer 
£bene  liegende  Achse  ist  gleich  der  Länge  des  Curven- 
bogens  multipliciert  mit  dem  Umfange  eines  vom  Schwer- 
punkte dieses  Bogens  beschriebenen  Kreises. 

Kotiert  die  Curve  nicht  einen  ganzen  Kreis,  sondern  bloß  einen 

Winkel  ^,  und  nennen  wir  diese  Oberfläche  u',  so  hat  man 

_u^_  -» 

u         2  t: 
daher 

2.  u'  =  »y,  s 

djj  ist  der  vom  Schwerpunkte  des  Cui'venbogens  beschriebene 
Kreisbogen. 
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Der  frühere  Lehrsatz  hat  also  auch  hier  Geltung,  nur  ist  statt 
des  ganzen  Kreises  der  Kreisbogen  zu  setzen. 

§  180.  Als  Anwendung  nehmen  wir 
die  Rotierung  eines  Kreises. 

Ein  Kreis  vom  Halbmesser  r,  in 
der  Ebene  der  xy  liegend,  dreht  sich 
um  die  Axe  der  x,  welche  vom  Mittel- 
punkte  des  Kreises  um  die  Höhe  A  C  =  a 
entfernt  ist. 

Die  y- Achse  gehe  durch  den  Mittel- 
punkt. Hier  haben  wir  als  Gleichung 
des  Kreises 


daher  für  die  obere  Kreishälfte 


y 

—  a  +  l'r2       x-'i 

ds 

r 
—  11          •>  d  ^ 

r-^- 

dx 

dx 

dann  für  die  untere  Kreishälfte 

u"  =  2  s  r  j  ^^  (a  -  l'rV-Tiü)  -  ^^^ 

daher  für  den  ganzen  Kreis 

rr  dx 

u  =  4  IC  a  r  \        7'  .  "      ~"  =  4  Tt-  a  r  =  2  :c  r  .  2  tt  a. 
J  — r  \t^  —  x^ 

27ca  ist   der  Umfang    des   vom  Schwerpunkt  des  Kreises  beschrie- 
benen Kreises. 

b)  Bei  Rotationskörpern. 

§  181.  Wir  hatten  ferner  bei  ebenen  Flächen 


w 


y.  =  -2"  j  (y"-  y')  ^^  (^'s-  4i,  Fig.  42), 


WO  y',  y  die  zwei  Ordinaten  für  eine  Abscisse  vorstellenj  und  w  die 
Fläche  vorstellt  Ferner  halten  wir  (Fig.  47)  bei  Rotationskörpern, 
wo  u  den  Körper  vorstellt, 

u  =  ic5(y'2-y2)dx 

daraus  folgt 

3.     u  ^  2  7C  yi  .  w^. 

In  Worten:  Das  Volumen  eines  durch  Rotation  einer  eben-en 
Fläche   um   eine   in   ihrer  Ebene  liegende  Achse  ist  gleich 


j 
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der  erzeugenden  Rotierungsflftche  mnltipliciert  mit  dem 
Umfang  des  vom  Schwerpunkte  der  Rotierungsfläche  be- 
schriebenen Kreises. 

Hat  die  Fläche  nicht  einen  ganzen  Kreis,  sondern  bloß  einen 
Winkel  ft  rotiert,  so  ist  statt  des  Kreises  der  beschriebene  Bogen  zu 
nehmen 

4.     u  =  ^  ji  .  w. 

§  182.  Dieses  Quldinische  Theoreme  wird  ausgedehnt.  Bewegt 
sich  eine  Fläche  im  Räume  derart,  dass,  während  ein  Punkt  A  dieser 
Fläche  die  Curve  BC  trifft,  die  Fläche 
normal   zu   dieser  Curve  steht,   alsdann  ^^^'  ^' 

wird  das  Volumen  des  in  dieser  Weise 
erzeugten  Körpers  gleich  sein  dem  Pro- 
ducte  der  sich  bewegenden  Fläche, 
maltipliciert  mit  der  vom  Schwerpunkte 
dieser  Fläche  beschriebenen  Curve. 

Seien  OA,  OA'  unendlich  nahe 
Linien,  in  welchen  die  sich  bewegende 
Ebene  die  KrQmmungsebene  des  Punktes 
A  der  Curve  B  C  successiv  trifft.  Diese 
beiden  successiven  Ebenen,  die  der  Vor- 
aussetzung nach  normal  zur  Curve  BC  sind,  werden  sich  in  O 
in  einer  auf  der  Krflmmungsebene  senkrechten  Linie  schneiden. 
Diese  Senkrechte  ist  für  den  mit  dem  Halbmesser  A  O  beschriebenen 
unendlich  kleinen  Bogen  A  A'  die  Achse  des  Krümmungskreises,  und 
0  ist  der  Mittelpunkt  desselben.  Beim  Übergange  daher  der  Er- 
zeugungsfläche von  der  Lage,  der  A  0  entspricht,  zu  der  unendlich 
nahen  Lage,  der  A'  0  entspricht,  kann  man  die  Fläche  so  betrachten, 
als  hätte  sie  um  diese  Achse  rotiert,  und  findet  dann  auf  diesen 
unendlich  dünnen  Rotationskörper  das  Quldinische  Theoreme  An- 
wendung, das  heisst  dieser  dünne  Rotationskörper  wird  gleich  sein 
dem  Producte  der  sich  bewegenden  Fläche  mnltipliciert  mit  dem 
unendlich  kleinen  Bogen,  den  der  Schwerpunkt  der  sich  bewegenden 
Fläche  beschrieben  hat 

Dasselbe  ist  der  Fall  mit  den  anderen  in  dieser  Weise  erzeugten 
Körperelementen. 

Daher  wird  der  ganze  in  dieser  Weise  erzeugte  Körper  gleich 
sein  dem  Producte  der  Erzeugungsfläche  multipliciert  mit  der  Curve, 
die  der  Schwerpunkt  dieser   erzeugenden  Fläche   beschrieben   hat. 
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Es  wird  bemerkt,  dass  die  Curve  BC,  zu  der  die  erzeugende 
Fläche  normal  steht,  eine  ebene  oder  doppelt  gekrümmte  Curve 
sein  kann. 

Auch  wird  hervorgehoben,  dass  die  Erzeugungsfläche  bei  der 
Bewegung  stets  tangierend  bleibt  zur  developpabeln  Fläche,  welche 
infolge  der  successiven  Durchschnitte  der  zur  Leitlinie  normalen 
Ebenen  sich  gebildet. 

Dreiundzwanzigstes  Capitel. 

Volumen  und  Schwerpunkt  bei  Polarcoordinaten. 

§  183.  Die  Ausdrücke  zur  Verwandlung  rechtwinkeliger  Coor- 
dinaten  in  Polarcoordinaten  sind,  wenn  man  die  x-Achse  zur  Polar- 
achse, den  CoordinatenanfaDg  O  zum  Pol  wählt,  den  Radius  vector 
eines  Punktes  des  Körpers  mit  r,  den  Winkel  desselben  mit  der 
X-Achse  mit  B,  den  Neigungswinkel  der  Ebene  dieser  beiden  Ge- 
raden mit  der  Ebene  der  xy  mit  ^  bezeichnet, 

X  =  r  cos  9 

y  =  r  sin  0  cos  ^ 

z  =  r  sin  0  sin  tj). 

Durch  diese  Ausdrücke   verwandeln  sich  die  Formeln  für  Volumen 
und  Coordinaten  des  Schwerpunktes 

"  =  555dxdydz 

_  555xdxdydz 

X|  — 

u 

555ydxdydz 


1. 


yt  = 


u 


_555zdxdydz 


u 


in  folgende 


2. 


u  =  555r2  8ineded(pdr 

---   .,  cos  9  sinödOdtbdr 
Xi  =  555  r^ :  — ^— 

-..    ,  cosd)  sin^ödOdrlidr 

71  =  555  r'  — -— 


-.  =  iii  r3 


sin^Ö  sin  ^  AB  d^  dr 


u 


Ebenso  sind  die  Ausdrücke  in  Polarcoordinaten  für  mit  Masse 
gefüllte  Körper,  wo  der  Körper  mit  P  bezeichnet  wird,  folgende: 
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P=g  555pr2  8i]ieded<!idr 
X,  =  -|-  555  p  r»  sin  0  coa  0  de  d«l» dr 

^     ■^  y,  =  -|-555pr»8m2  9co3^ded^dl• 
z,  ==-|-555prä8m2  9  8in<lided<I»dr 

Dabei  weiß  man  aus  ^  134  und  140,  dass  das  Gewicht  des 
Körpers  ausgedrückt  wird  durch 

P  =  Mg, 

WO  mit  M  die  Masse  des  Körpers,   und  mit  g  die  Acceleration  der 
Schwere  bezeichnet  werden. 

Diese  Formeln  kann  man  dnrch  einfache  Rechnung  finden,  und 
idt  oft  die  Integration  in  Polarcoordinaten  eine  leichtere.  Dazu  hat 
man  weiter  die  aus  den  Gleichungen  1.  sich  ergebenden  Gleichungen 


4. 


Tang.  ^  = 


cos  6  = 


^^x2  +  y-i  _i_  25-2 
r2  =  x2  4-  y2  -f  z\ 


Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  ist  auch  zu  ersehen,  was 
übrigens  sich  von  selbst  versteht,  dass  ^  auch  den  Winkel  vorstellt, 
den  die  Projection  des  Radius  vector  auf  die  Ebene  der  yz  mit  der 
y-Achse  bildet.  Dieser  Winkel  und  der  erwähnte  Neigungswinkel 
der  Ebenen  sind  identisch. 

§  184.  Der  Ausdruck  für  das  Element  des  Volumens  d  u  kann 
direct  gefunden  werden.    . 

Sei  M  der  Punkt,  die  Coordinaten  r,  6,  ^,  alsoOM  der  Radius 
vector,  der  Winkel,  den  er  mit  der  x- Achse  einschließt,  MOx=  0, 
der  Winkel   zwischen  dieser  Ebene  M  O  g  und  der  x  y-Ebene  =  ^. 

Verlängern  wir  den  Radius  um  eine  unendlich  kleine  Größe 
dr,  so  gelangen  wir  zu  einem  nachbarlichen  Punkte  M',  wo  der 
Radius  die  Größe  hat  r  -}-  dr  =  r'. 

In  der  Ebene  M  O  x  beschreiben  wir  mit  r  und  r'  um  O  zwei 
unendlich  kleine  Bogen  MN,  M'N',  so  wird  der  Winkel  zwischen 
ONN'  und  der  x-Achse  gleich  sein  9  -|-  d0  =  0'. 

Lassen  wir  das  kleine  Viereck  M  N  M'  N'  um  die  x-Achse  um 
einen  unendlich  kleinen  Winkel  d^   sich  drehen«   so  dass  wir  zum 
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kleinen  Viereck  PP'QQ'  gelangen,  welches  mit  der  Ebene  der  xy 
den  Winkel  <]^  -f-  d  <}>  =  4*'  einschließt. 

In  dieser  Weise  entsteht  ein  unendlich  kleiner  Körper 
M  M'  N  N'  P  P'  Q  Q',  den  wir  mit  d  u  bezeichnen. 

Endlich  fällen  wir  von  M,  den  man,  wegen  der  unendlich  kleinen 
Dimensionen  der  Fläche  MM'  NN',  als  deren  Schwerpunkt  betrachten 
kann,  auf  die  x- Achse  die  Senkrechte  M  G  ;=  r  sin  B. 

Fig.  51. 


Die  kleine  Fläche  MM' NN',  die  wir  ds  bezeichnen,  als 
Differenz  zweier  Kreissectoren  OM'N',   OMN  hat  zum  Ausdrucke 

ds  =  y  (r'2_r2)de=y  [(r  +  dr)^  — r2]d© 

=  ^-[r-fdr  +  r]  [r  +  dr  —  r]  dB  =  r  dr  de, 

indem  wir  beim  Ausdrucke  [r -|~  ^r]  die  unendlich  kleine  Größe  d  r 
gegenüber  r  weglassen,  und  wie  wir  gesehen,  d  0  den  Winkel  M  0  N 
oder  M'ON'  vorstellt. 

Bei  Drehung  der  unendlich  kleinen  Ebene  MM' NN'  um  die 
X-Achse  hat  diese  Ebene  also,  wie  wir  hervorgehoben,  deren  Schwer- 
punkt M  mit  dem  Radius  M  G  =r  r  sin  0  einen  unendlich  kleinen 
Bogen  MP  beschrieben,  der  gleich  ist  r  sin  S  d^. 

Vermöge  des  Guldinischen  Theoremes  ist  der  in  dieser  Weise 

beschriebene  Körper 

du  =  d  s  .  r  sin  6  d(p, 
mithin 

du  =  rdrdö.rsin6dtl) 

=  r2  8ineded(I>dr. 
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Der  kleine  Körper  kann  auch  als  Parallelepiped  angesehen 
werden,  dessen  Seiten  M  M'  =  d  r,  M  P  =  r  sin  6  d  ^,  M  N  =  r  d  0 
sind,  und  daher  dessen  Körperinhalt 

du  =  dr.rsin0d(|).rd6 
=  r2sineded4jdr. 

Ferner  ist  die  Fläche  MNPQ  das  Element  der  Kugelober- 
fläche Tom  Badius  r,  deren  Mittelpunkt  sich  in  O  befindet.  Nennen 
wir  diese  unendlich  kleine  Fläche  d|i,  so  hat  man 

d{i  =  r2  8ined9d^, 
daher 

du  =  d|JL  dr. 

Nennt  man  ferner  das  Element  einer  Kugelfläche  vom  Radius 

=  1  da>,  so  hat  man 

l  da>  =  sineded^ 

du  =  r^  do)  dr 


5. 


§  185.  Belangend  die  Grenzen  der  Integration,  so  sind  dieselben 
anders,  wenn  der  Coordinatenursprung  innerhalb  oder  außerhalb  des 
Körpers  liegt. 

Liegt  der  Coordinatenursprung  im  Innern  des  Körpers,  so  in- 
tegriert man  von  r  =  o  bis  r  =  u,  und  ergibt  sich  diese  Größe  aus 
der  Gleichung  der  Fläche.  Ferner  den  Winkel  9  von  6  =  o  bis 
ft  =  IC,  den  für  ^  von  tj)  =  o  bis  tf  =  2  ic,  und  hat  man  in  dieser 
Weise  das  Volumen  des  ganzen  Körpers. 

Liegt  der  Coordinatenursprung  außerhalb  und  nehmen  wir  an, 
die  Gleichung  der  Fläche  sei 

r  =  F(e,n 
80  wird  zuerst  für  r  von  r  = 
=  0A  =  u  bis  r  =  OB  =  u', 
femer  für  0  von  0  =  C  O  x  = 
=  0'  bis  e  =  C  O  X  =  e"  inte- 
grieren, wo  C  O  X,  C  O  X  die 
Winkel  sind,  welche  die  von  O 
aas  an  den  Körper,  respective 
an  dessen  äußersten  Grenzen 
geführten  Tangenten  mit  der 
X-Achse  einschließen.  Endlich 
wird  man  von  ^'  bis  t])"  integrieren,  und  versteht  man  darunter  die 
Winkel,  welche  zwei  durch  die  x-Achse  geführten,  die  Fläche  tan- 
gierenden Ebenen  mit  der  festen  Ebene  bilden,  von  welcher  an  ^ 
gezählt  wird. 
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In  beiden  Fällen  kann  man  die  Ordnung  der  Integration 
ändern,  und  früher  nach  0  oder  ^  integrieren.  Wir  werden  Ge- 
legenheit haben,  solche  Integrationen  auszuführen. 


Fig.  53. 


B 


B'' 


0)' 


Volumen  und  Schwerpunkt  eines  abgestumpften  Gylinders. 

§  186.  Sei  AA'BB'  ein  abgestumpfter  Cylinder,  wo  die 
obere  zu   den  Seiten  desselben  geneigte  Basis  AB  mit  der  unteren 

in  der  Ebene  der  xj  Hegenden,  also  gerade  zu 
den  Seiten  des  Cylinders  geschnittenen  Basis  einen 
Winkel  d-  bildet.  Den  Flächeninhalt  der  unteren 
Basis  A'B'  bezeichnen  wir  mit  co',  den  der  oberen 
Basis  A  B  mit  (o,  so  dass  o)'  =  o)  cos  ^,  d  q>'  =  do)  cos  0 
Wir  hatten  für  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes einer  Fläche 

(oz,  =55zdcö  (§  154). 
Multiplicieren  wir  die  Gleichung  mit  cos  d,  so 

hat  man 

0)  cos  dz,  =  J5  z  d (ö  cos  d 
also 

(ü*  z,  =  55  zdö)'. 

stellt  das  Volumen  eines  unendlich  schmalen  Cylinders  vor, 
dessen  untere  und  obere  Basis  da)',  da>  sind  und  die  Höhe  z  ist. 
Mithin  ist  55  z  dco'  das  Volumen  des  Cylinders  A'B'AB  und  die 
letzte  Gleichung  sagt  daher  aus,  wenn  man  bedenkt,  dass  z,  die 
Distanzlinie  bedeutet,  welche  die  beiden  Schwerpunkte  der  unteren 
und  oberen  Bögen  verbindet:  dass  das  Volumen  eines  abgestumpften 
Cylinders  gleich  ist  der  Fläche  der  unteren,  gerade  zu  den  Seiten 
des  Cylinders  geschnittenen  Basis,  multipliciert  mit  der  Distanz  der 
beiden  Schwerpankte  der  unteren  und  oberen  Basis. 

§  187.  Dass  Zi  wirklich  die  Distanzlinie  bedeutet,  welche 
die  beiden  Schwerpunkte  der  unteren  und  oberen  Basis  verbindet, 
dass  mithin  g'  die  Projection  von  g  ist,  erhellt  aus  den  Aus- 
drücken für  die  anderen  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der 
oberen  Basis, 

ü)  Xj  =  55  X  d  CO 

Multipliciert  man  diese  Ausdrücke  mit  cos  6*,  so  wird 

0)  cos  ^ .  Xi  =  0)'  Xi  =  55  d  (i>  cos  dx  =  55  d  (o'  X 
<i)  cos  ^  .  yi  =  ö>'  y,  =  5 j  d  (0  cos  d  y  =  55  d  ö)'  y 
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Ausdrucke,  welche  fiir  die  untere  Basis  gelten,  denn,  be- 
zeichnet man  die  Coordinaten  von  g'  mit  x',,  j\,  so  bat  man 

»'  X',  =  5J  X  d(o',  ü)'  y',  =  55  y  d(o', 
Bo  dass 

x'i  =  x„  y't  =  y„ 

■ 

and  mithin  X{,  ji  für  beide  Flächen  die  nämlichen  sind^  und  auch 
Geltung  für  jede  den  Cylinder  unter  welchem  Winkel  immer  durch- 
schneidende Ebene  haben ;  bei  jeder  liegt  also  der  Schwerpunkt  des 
Schnittes  auf  der  Linie  Z). 

Ist  der  Cylinder  durch  eine  andere  Ebene  A"B"  durch- 
schnitten, welche  zur  Erzeugungslinie  geneigt  ist,  so  ist,  da  die  Linie 
g'  g  die  ist,  welche  die  beiden  Schwerpunkte  der  oberen  und  untersten 
Basis  verbindet,  g"g'  die  Linie,  welche  den  Schwerpunkt  der  Flächen 
A"B"  und  A'B'  verbindet. 

Das  Volumen  A'  B'  A  B  =  Fläche  A'  B' .  g'  g. 
Das  Volumen  A'  B'  A"  B"  =  Fläche  A'  B' .  g'  g". 

Zieht  man  daher  das  Volumen  A'B'A'^B"  vom  Volumen 
A'B'AB  ab,  so  ergibt  sich 

A'B'AB  — A'B'A"B"  =  A"B"AB 

=  A'B'.g'g— A'B'g'g" 

=  A'B'(g'g— g'g'O 
=  A'B'g"g 

daher  ist  das  Volumen  des  von  zwei  zur  Erzeugungslinie  des 
Cylinders  geneigten  Ebenen  begrenzten  Cylinders 

A"B"AB  =  A'B'g"g, 

also  gleich  dem  Producte  des  Flächeninhaltes  eines  geraden  Durch- 
schnittes, multipliciert  mit  der  Linie,  welche  die  Schwerpunkte  der 
beiden  schiefen,  begrenzenden  Basis  verbindet. 

Vierundz'waTizigstes  Capitel. 

Trägheitsmomente. 

§  188.  Wird  ein  Körper  um  eine  Achse  gedreht,  so  nennt 
man  das  Product  der  Masse  eines  materiellen  Punktes  des  Körpers 
multipliciert  mit  dem  Quadrate  des  Abstandes  dieses  Punktes  von 
der  Drehungsachse,  also  das  Product  mr^  das  Trägheitsmoment  des 
Punktes  in  Bezug  auf  die  Rotationsachse. 

Jeder  Körper  oder  jedes  Punktsystem  besteht  aus  vielen  mate- 
riellen Punkten,    so   dass  jedem   materiellen    Punkte,  je   nach   der 

Weititein,  Rationelle  Hecbanik.  I.  10 
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Entfernung  von  der  Drehungsachse,  ein  eigenes  Trägheitsmoment  zu- 
kommt, mithin  für  jeden  Körper  eine  unendliche  Reihe  von  Trägheits- 
momenten seiner  Punkte  vorhanden  ist,  mr'-^  -f-  m'r'^  -|-  m"r"^  ~t"  •  •  • 

Unser  Bestreben  geht  nun  dahin,  für  diese  Trägheitsmomente 
der  einzelnen  materiellen  Punkte  ein  Gesammtträgheitsmoment  des 
ganzen  Körpers  aufzufinden,  welches  jene  Theilträgheitsmomente 
vollständig  ersetzt,  mit  anderen  Worten  ein  Trägheitsmoment  auf- 
zuzeigen, welches  in  einem  gewissen  einheitlichen  Abstände  von  der 
Drehungsachse  dieselbe  Wirkung  erzeugt,  wie  die  Summe  der  ein- 
zelnen Trägheitsmomente.  Dieses  Trägheitsmoment  wird  das  des 
Körpers  sein. 

Wir  werden  später  in  der  Dynamik  sehen,  wie  man  zu  diesem 
Begriffe  des  Trägheitsmomentes  gelangt  ist.  Hier  werden  wir  bloß 
die  Berechnung  der  Trägheitsmomente  für  verschiedene  Körper  be- 
handeln, flir  welche  uns  die  bisher  aufgestellten  Principien  voll- 
kommen ausreichen.  Da  wir  ferner  die  Berechnung  ohne  Beziehungen 
auf  Kräfte  durchführen,  so  ist  sie  Gegenstand  der  Statik  und  ihr 
Platz  hier  gerechtfertigt. 

§  189.  Wir  beziehen  den  Körper  auf  ein  rechtwinkeliges 
Coordinatensystem,  theilen  ihn  in  eine  unendlich  grosse  Anzahl  un- 
endlich kleiner  Elemente,  bezeichnen  jedes  unendlich  kleine  Volumen 
mit  du  und  jedes  Element  des  materiellen  Körpers  mit  m.  Jedes 
Element  betrachten  wir  als  ein  unendlich  kleines  Parallelepiped,  also 
vom  Volumen  d  x  d  y  d  z,  enthaltend  einen  Massepunkt  m,  bezeichnen 
mit  p  die  specifische  Masse  oder  die  Dichte  des  Körpers  in  der 
Umgebung  des  Punktes  m,  und  dann  geben  wir 

du  =  dxdydz 
m  =  pdu  =  pdxdydz. 

Ferner  haben  wir,  wenn  wir  die  z-Achse  zur  Drehungsachse 
nehmen,  für   die  Entfernung  eines  Punktes  von  der  Rotationsachse 

r2  =  x2  +  y\ 

Das  Trägheitsmoment  eines  Punktes  des  Körpers  hat  demnach 

zum  Ausdrucke 

(x2  +  y2)p  dxdydz, 

indem  die  Grösse  r^  oder  (x-  -f-  y^)  für  den  Umfang  des  unendlich 
kleinen  Parallelepides  als  constant  betrachtet  wird. 

Das  totale  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers  wird  dem- 
nach sein 

Im  (x-^  +  y-^)  =  S  p  du  (x2  -[-  y2)  =  555  p  ax  dy  dz  (x^  +  y^;. 
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§  190.  Wie  wir  bereits  bei  Berechnung  von  Schwerpunkten 
bemerkt,  genügt  dieser  Ausdruck  für  die  Mechanik,  wo  es  sich  nicht 
am  Molecularkräfte  handelt,  vollkommen.  Wir  betrachten  den  Körper 
als  continuierlich  mit  Masse  gefüllt  und  brauchen  die  unendlich 
kleinen  Leeren  im  Körper  nicht  berücksichtigt  werden,  derart,  dass 
das  Integral  \^)  p  dx  dy  dz(x*^  +  y^)>  ausgedehnt  auf  das  ganze 
Volumen  des  Körpers,  das  totale  Trägheitsmoment  desselben  vor- 
stellt, und  mit  Recht  dem  Summenzeichen  £  das  Integralzeichen  j 
substituiert  werden  kann. 

Das  Integral  55j  p  dxdy  dz(x''^  +  y^)  ist  also  das  totale  Träg- 
heitsmoment des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  z -Achse. 

§  191.  Nehmen  wir  die  x- Achse  oder  die  y- Achse  zur  Drehungs- 
achse, so  werden  wir  in  Beziehung  auf  diese  Achsen  für  die  totalen 
Trägheitsmomente  des  Körpers  die  respectiven  Ausdrücke  haben, 

J55pdxdydz(y2-fz-^), 
555pdxdydz(x'-'  +  z'^), 

und  gelingt  uns  die  Intregation  zu  effectuieren,    dann   ist    die  Auf- 
gabe gelöst. 

Dabei  drückt  du  das  Element,  sei  es  eines  Volumens,  sei  es 
einer  Fläche,  sei  es  einer  Linie  aus.  Die  Dichte  p  wird  eine  Function 
der  Coordinaten  x,  y,  z  sein. 


Fig.  54. 


Trägheitsmoment  einer  ebenen  Fläche. 

§  192.  Wir  wollen  das  Moment  der  Trägheit  eines  in  der 
Ebene  des  xy  liegenden  Kreises  vom  Halbmesser  a  in  Bezug  auf 
die  z-Achse  suchen  und  nehmen  wir 
an,  dass  p  in  der  ganzen  Fläche  con- 
stant  ist.  Wir  theilen  den  Kreis  in 
viele  unendlich  schmale  Zonen.  Die  Ent- 
fernung eines  beliebigen  Punktes  m  des 
Kreises  von  der  Rotationsachse  sei  =  r, 
die  Distanz  eines  in  einer  nachbarlichen 
Zone  befindlichen  Punktes  m'  von    der 

Rotationsachse  wird  gleich  sein  r  -{-  dr. 

Der  Flächeninhalt  des  einen  Kreises  ist 

demnach  icr^,    der  des  anderen  Kreises 

^(T-j-dr)'^,    und   wird    daher   die   Ele- 

mentarzone  mm'  zum  Ausdrucke  haben 

p[z(x  +  dr)2  —  pTTr^], 

10* 
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d.  i.  mit  Hinweglassung  kleiner  Größen  zweiter  Ordnung 

p2ffrdr. 
Multipliciert  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung von  der  Rotationsachse,    d.  i.  mit  r^,   so   hat   man  für  das 
Trägheitsmoment  der  Elementarzone 

2itpr^dr, 
und  indem  man  das  Integral  von  r  =  O  bis  r  =  a  nimmt,  hat  man 
für  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Fläche 

2äp J   r^dr  =  -     *       . 

Eine  constante  ist  hier  nicht  beizusetzen,  da  das  Integral 
zwischen  Grenzen  genommen  ist.  Hier  hat  also  zur  Ermittelung  des 
Momentes  der  Trägheit  eine  einzige  Integrierung  hingereicht. 

Trägheitsmoment  eines  rechtwinkeligen  homogenen  ParaUdepipedes, 

§  193.  Wir  setzen  auch  hier  voraus,  dass  die  Dichte  p  im 
ganzen  Körper  constant  ist.     Seien   ferner   die  Seiten    des  Parallel- 

epipedes  OA  =  2a,  OB  =  2b,  OC  = 
2c,  0  der  Coordinatenursprung. 

Nehmen  wir  das  Trägheitsmoment 
in  Beziehung  auf  die  z- Achse,  so  ist  das 
Trägheitsmoment  für  einen  Punkt  aus- 
gedrückt durch 

pdxdydz(x2  +  y2). 

Das  Trägheitsmoment  des  ganzen 
Körpers  ist  demnach 

P5jjdxdydz(x2+y2), 

und  sind  die  Grenzen  zu  nehmen  für  x  von  x  =  O  bis  x  =  2a,  für 
y  von  y  =  0  bis  y  =  2  b,    endlich   für   z  von  z  =  0  bis  z  =  2c. 

§  194.  Beginnen  wir  die  Intregation  mit  2,  so  hat  man 
p55Hx'  +  y-)dxdy  dz  =  p2c  J5(x-^  +  y'^dxdy. 

Integrieren  wir  weiter  nach  x,  so  hat  man 

2pc[|'dy  +  xy2dy]. 

Integriert  man  endlich  nach  y,  die  Werte  von  x,  y  einsetzend, 
so  hat  man 

2pc[-3    y+^3  2aj  =  2pc[-— -+      ^-J  = 
=  8abcp  .  A  [a^  +  b-^j  =  ^*^*=P  [(2a)2  +  (2b)^. 
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In  ähnlicher  Weise  können  die  Momente  der  Trägheit  des 
Körpers  in  Beziehung  auf  die  x-Achse  und  der  y-Achse  bestimmt 
werden,  und  bedenkt  man,  dass  das  Product  8pabc  die  ganze  Masse 
des  Körpers  vorstellt,  welche  wir  mit  M  bezeichnen,  so  hat  man  für 
die  Trägheitsmomente  des  Parallelepipides  in  Beziehung  auf  die 
respectiven  Achsen  der  x,  y,  z 


1. 


P  555  (y^  +  z-^)  d X  dy  d z  =  -*-  M  (b'^  +  c'^) 


3 

4 


p  555  (x2  +  z-^)  dx  d y  dz  =  -g  M  (a-^  +  c^) 
P  555  (s'  +  y') dx  dy  d z  =  -|  M  (a2  +  b^) 

Wir    bezeichnen    diese   drei  Integrale    der    Reihe    nach    mit 
A,  B,  C. 

Vermöge  dieser  Bezeichnung  wird  man  demnach  haben 

A  =  Sm(y2  4-z2) 
B  =  £m(x2-|-z2) 
C  =Sm(x2  +  Y2) 

22mx2  =  B  +  C  — A 
2i:my2  =  C  +  A  — B 
2  5;mz2  =  A4-B  —  C 

Nehmen  wir  nun  an,  dass 

a  >  b  >  c, 
so   bat  man 

(b2  +  c2)  <  (a2  +  c2j  <  (a2  -}-  b2), 

so  dass  die  Trägheitsmomente  bezüglich  der  Achsen  sein  werden 

A  <  B  <  C. 

Das  kleinste  Trägheitsmoment  entspricht  der  größten  Seite  als 
Rotationsachse. 


3. 


Trägheüsmoment  eines  homogenen  Ellipsoides. 
§  195.  Es  sei  die  Gleichung  des  Ellipsoides 

^1  +  y'  +  f.  =  1 

a*^  b^^  c2       ^' 

und  wollen  wir  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  z- Achse  be 
rechnen,  so  ist  solches 

P  ISS  (^'  +  y^)  dx  dy  dz  =  p  ^11  x2  dx  dy  dz  +  p  555  y'Mx  dy  dz. 
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Wir   integrieren    zuerst    bezüglich   z,    und    dies  innerhalb  der 
Grenzen 

z=:_cfl-3L'_/;  und  z  =  +  cfl--'--^5 

a-        b-^  '  a-*        b^ 

und  man  hat  für  das  Trägheitsmoment  aus  dem  ersten  Theile 

2cp55xifl--j;|  +  {;dxdy 
und  ebenso  aus  dem  anderen  Theile 


2cpy^l/l-3j-2-;dxdy. 

Um  jetzt  nach  y  zu  integrieren,   wird  man,  indem  z  =  0  ge- 
setzt wird,  die  Grenzen  von  y  aus  der  Gleichung 

4-^-  =1 

a*^  ^  b2 
entnehmen,  so  dass  man  für  diese  Grenzen  hat 

Setzt  man  b'^  i  1  —     2 )  ^^  ^"»  ^^  ^^^  ^^^  ^^^  ^^^  ersten  Theil 
des  Trägheitsmomentes 

2P°5x'Mxjj.'7^^y^dy. 

Das  Integral  \     j'r-  —  y^  dy,  dessen  unbestimmtes  Integral 

5  l'r^  —  y^  dy  =  ^'--  ^^^^  +  -^-arc  sin-^-    ist,    ist    aber  =  ?=  ^  - 
Also  hat  man  für  diesen  Theil  des  Trägheitsmomentes 

Integriert  man  dieses  Integral  nach  x  in  den  Grenzen  von 
X  =  —  a  bis  X  =  a,  so  hat  man  für  diesen  Theil  des  Trägheits- 
momentes 

r.bcr\_^x-(l--^jdx  =  pbc^(^— -    ^  j  =  _--pbca^ 

Für  den  andern  Theil  des  Trägheitsmomentes 

2cpJ5y-^dyfl-^-|^dx 
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wird  man  einen  ähnlichen  Ausdruck  finden 

-r^7cpacb\ 
lo 

und  rechnet  man  beide  Theile  zusammen,  so  erhält  man 

C  =  j    7cpabc(a2  +  b2) 

4 

Da    -  p:rabc  die  Masse  des  Ellipsoides  vorstellt,  hat  man 

C  =  4  (a^  +  b^). 
o 

In  derselben  Weise  findet  man  die  Trägheitsmomente  in  Beziehung 
auf  die  anderen  Achsen,  und  man  hat  demnach 

M 


4. 


A  =  -T-  (b2  +  c^} 
o 

B  =  ^  (a^  +  c2) 

0 

M 
C  =  ■^-  (a2  +  b2) 
0  • 


Sind  a  =  b  =  c  =  r,   so    hat   man    für   das  Trägheitsmoment  einer 
Kugel  bezüglich  eines  Durchmessers 

A  =  B  =  C  =  -^  Mr2  =  -%itr5 

D  1.0 

Nimmt    man    für  r  zwei  Werte   von  a  bis  ß,  so   hat    man  für  das 
Trägheitsmoment  einer  sphärischen  Schicht 

Trägheitsmomente  von  Eotationsflächen. 

§  196.  Bei  Rotationskörpern  ermittelt  man  das  Trägheits- 
moment  bezüglich  der  Umdrehungsach se  mit  nur  einer  Integration. 

Man  theilt  nämlich  den  Rotationskörper  in  unendlich  dünne, 
der  Ebene  der  y  z  parallele  Cylinder,  jeder  in  dicke  d  x,  wobei  an- 
genommen wird,  dass  der  Rotationskörper  durch  Umdrehung  einer 
in  der  xy  liegenden   Fläche   und   um   die  x- Achse   erzeugt  wurde. 

Jeder  dieser  Cylinder  wird  in  unendlich  schmale  Kreiszonen 
getheilt,  von  welchen  jede  Zone  die  Breite  dr  hat.  Der  Flächen- 
inhalt einer  solchen  Zone,  von  welcher  der  innere  Halbmesser  gleich  r, 
der   äußere  gleich  r  -f-  d  r  ist,  hat  zum  Ausdruck    wie  wir  gesehen 

7C  (r  -]-  d  r)'-^  —  i:  r'-^  =  2  Ä  r  dr. 
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Das  Volumen   eines  Ringes  ist  gleich  2itrdrdx.     Das  Träg- 
heitsmoment  dieses  Ringes  in  Bezug  auf  die  Rotationsachse   erhält 

Fig.  56. 


man,  wenn  man  das  Product  2^rdrdxp  mit  r^  multipliciert,  und 
2:rr^drdxp  von  r  =  0  bis  r  =  y  integriert,  woraus  sich  ergibt 

picy^dx 
2 

Das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers  erhält  man  dann,  wenn 
man  die  Trägheitsmomente  aller  unendlich  schmalen  Cylinder,  also 
das  Integral 

2 
in  den  Grenzen  von  x  =  a  bis  x  =  ß  ermittelt. 

§  197.  Ist  die  erzeugende  Fläche  die  eines  in   der  Ebene  der 
X  y  liegenden  Halbkreises  vom  Halbmesser  a,  und  dessen  Grleichung 

y2  =  2ax  — X2, 

nimmt  man  ferner  das  Trägheitsmoment  eines  Kugelabschnittes  von 
X  =:  o  bis  X  =  ß  in  Beziehung  auf  die  x- Achse  als  ümdrehungs- 
achse,  so  hat  man,  wenn  man  in  dem  Integrale 


fh''- 


obigen  Wert  von  y  einsetzt 

pÄfß 


(Vier? 


Y  (2ax  — x2}2dx  =  '^V'^  (x<  — 4ax»  +  4a2x2)dx  = 
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Im  Falle  einer  ganzen  Kugel  ist  ß  =  2  ot  zu  setzen,  und  man 
Hat  für  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel 


8 


wie  wir  bereits  gefunden. 


Fünfundzwanzigstes  Capitel. 

Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  verscUedene  parallele  Achsen. 

§  198.  Ist  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf 
eine  Achse  gegeben,  so  kann  man  es  auch  in  Beziehung  auf  eine 
Achse  finden,  die  jener  Achse  parallel  ist.  Es  sei  das  Trägheits- 
moment eines  Körpers  von  der  Masse  M  in  Beziehung  auf  die  z- Achse 
bekannt,  und  bezeichnen  wir  es  mit  [i,  so  dass  man  hat 

|i.  =  S(x*^  +  y2)m  =  Mk2, 

und  sucht  man  das  Trägheitsmoment  desselben  Körpers  in  Bezug 
auf  eine  Achse,  welche  der  z-Achse  parallel  ist,  und  im  Abstände 
a  von  dieser  Achse  liegt,  so  legen  wir  durch  die  z- Achse  und  die 
neue  Achse  die  Ebene  der  xz,  und  alsdann  hat  man  für  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  neue  im  Abstände  x  =  a 
parallele  Achse 

|ji  =  S  [(x  —  a)^  -f-  y^)  ^  =  ^  (^"^  +  y^)  °^  —  2  a  S  X  m  -[-  2  m  afl 
für  das  letzte  Glied  haben  wir  aber 

S  m  a^  =  M  a^. 

Für  das  vorletzte  Glied  dieser  Gleichung  haben  wir  ferner,  wenn 
man  mit  Xj  die  Coordinate  des  Schwerpunktes  des  Körpers  bezeichnet 

2a£xm  =  2aMxi 
and  alsdann  wird 

u.  =  i;  [(x  —  ay  +  y2]  m  =  S  (x'^  +  y^)  m  —  2a  Mx^  +  Ma*^  = 

=  Mk2  — 2Mx^  +Ma2 

1.     =M(k-^  +  a-i)  — 2aMxi. 

Liegt  der  Schwerpunkt  des  Körpers  auf  der  z-Achse,  alsdann 
ist  die  Coordinate  des  Schwerpunktes  Xj  =  o,  und  das  Trägheits- 
moment des  Körpers  in  Bezug  auf  die  parallele  Achse  im  Abstände 
a  von  der  z-Achse  reduciert  sich  auf 

2.     [1  =  M  (k2  +  a^). 

§  199.  Ist  also  für  das  frühere  Trägheitsmoment  in  Beziehung 
auf  eine  Achse,  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Körp^^ra  geht  gleich 
Mk^,   80   wird   es  durch   die   Wahl  einer  para\\eleti  A^chse  um  die 
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Größe  Ma^  vergrößert,  und  hängt  diese  Vergrößerung  nicht  von 
der  Lage  der  neuen  parallelen  Achse,  sondern  bloß  von  deren  Ab- 
stände von  der  ersten,  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehenden 
Achse  ab.  Ist  also  der  Körper  ein  homogener,  gleichmäßig  mit  Masse 
gefüllter  Cylinder,  dessen  Basis  ein  Kreis  vom  Halbmesser  a  ist,  und 
dessen  Achse,  als  z-Achse  genommen,  also  durch  den  Schwerpunkt 
geht,  und  wählen  wir  dann  eine  der  Erzeugungslinien  zur  neuen 
Achse,  so  hat  das  neue  Trägheitsmoment  für  jede  der  Erzeugungs- 
linien denselben  Ausdruck 

u  =  M  (k2  -f  a2). 
Man  sieht  ferner,  dass  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  für  eine 
Achse,   die   durch   den  Schwerpunkt   geht,   immer   das  Kleinste  ist 
gegenüber   den  Trägheitsmomenten   in    Beziehung   auf  Achsen,    die 
jener  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Achse  parallel  sind. 

Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  geneigte  Achsen. 
§  200.  Wir  wollen  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Be- 
ziehung  auf  eine   Achse  O  A  finden,   die   durch   den   Coordinaten- 

ursprung  geht,  und  mit  den  Coor- 
dinatenachsen  die  Winkel  a,  ß,  7 
einschließt. 

M  sei  der  Massepunkt  m, 
dessen  Coordinaten  x,  y,  z  sind. 
Wir  fällen  auf  die  Achse  O  A  eine 
Senkrechte  M  N.  Die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  O  M  mit  den 
CoordinateDachsen  einschließt,  sind 
X  y  z 

0^'    ÖM'     ÖM* 
•^  Die    Cosinus    der  Winkel,    welche 

die  neue  Achse  0  A  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  sind 


daher 


cos  a,     cos  ß,     cos  y, 
cos  M  0  N  =  cos  a^^^j  +  cos  ß  J^  +  cos  t  q^ 


daher 

0  N  =  0  M  cos  M  0  N  =  cos  a  .  X  4-  cos  ß  .  y  -f-  cos  Y  .  z 

MN2  =  0M2  —  ON'^  =  (x2  -\-  y'^  4-  z2)  —  (x  cos  a  +  y  cos  ß  + 
4-  z  cos  y)'^  =  (x-  +  y'^  +  z2)  (cos"^  a  +  cos^  ß  +  cos*-^  7)  — 

—  (x  cos  a  4-  y  cos  ß  +  z  cos  y)*^, 
indem  (cos-  a  -|-  cos-  ß  -]-  cos-^  y)  =  1  i»^- 


loa 


Führt  man  diese  Rechnung  durch,  bezeichnet  die  Distanz  M  N 
des  Punktes  M  von  der  Achse  0  A  mit  r,  und  das  Trägheitsmoment 
des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  Achse  OA  mit  |t,  so  hat  man 
J.2  -_  (j2  ^  2-)  cos-  a  -j-  i^'^  +  ^^)  cos^  ß  -f-  (x^  -|-  y-)  cos^  Y  — 

—  2  y  z  cos  ß  cos  y  —  2  z  x  cos  7  cos  a  —  2  x  y  cos  a  cos  ß. 

Daher 

3.     |i  =  S  MN^ m  =  S  r^  m  =  cos^  a  2  (y^  -|-  z^)  m  -|- 
-)-cos-  ß  S  (x-  +z^)  m  +  cos- Y  2  (x-  -f-  y^)  ^ — 2  cos  ß  cos  y  £  m  y  z  — 
—  2  cos  Y  cos  a  X  m  z  x — 2  cos  a  cos  ß  S  m  xy. 

§  201.  Bezeichnet  man  die  im  zweiten  Gliede  dieser  Gleichung  3 
vorkommenden  Integrale  mit  Ä,  B,  C,  D,  E,  F,  also 

V  (y2  4.  z2)  m  =  A 

S  (x2  -f-  z^)  m  =  B 

v;(x2_i-y2jni  =  C 
4. 


I  jzm 

—  D 

£  xzm 

—  F, 

£  y  xm 

i<', 

80  hat  man 

5.  }!.  =  S  r^  m  =  A  cos^  a  -f-  B  cos^ß  -f-  C  cos-^y  —  2  D  cosß  cosy  — 

—  2  E  cos  y  cos  a  —  2  F  cos  a  cos  ß. 

Es  wird  dabei  bemerkt,  dass  die  Größen  A,  B,  C,  wie  wir 
bereits  hatten,  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in  Beziehung  auf 
die  Coordinatenachsen  Ox,  Oy,  Oz  vorstellen,  dass  ferner  die  Größen 
D,  E,  F,  wie  wir  ebenfalls  hatten,  sind 


(  D=  jjjpdxdydzyz 


6.     \  ^  =  )\)  pdxdydzxz 
(  F  =  jji'pdxdydzxy 

indem,  wie  man  weiss,  m  =  pdxdydz  ist. 

Hat  man  ferner  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Be- 
ziehung einer  durch  den  Coordinatenursprung  gehende  Achse  OA 
gefunden,  so  kann  man  leicht  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in 
Beziehung  auf  eine  dieser  Achse  0  A  parallele,  also  nicht  mehr  durch 
den  Ursprung  gehende  Gerade  finden. 


Sechsundzwanzigstes  Capitel. 

Centralellipsoide. 

§  202.     Die  Größen  A,  B,  C,  D,  E,  F  bestimmen  sich  durch 
die    Natur   des  Systems    und    dessen   Lage  in  Beziehung   auf  die 
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Coordinatenachsen,  und  sind  von  der  Richtung  der  Achse  0  A  unab- 
hängig. 

Schneidet  man  nun  auf  der  Achse  O  A  (Fig.  57)  eine  Strecke 

0L=  ,_i  macht  eine  ähnliche  Construction  auf  eine  andere,  durch 

den  Ursprung  gehende  Achse  OA',  in  Beziehung  auf  welche  das 
Trägheitsmoment   des  Körpers  =  (i'    ist,    schneidet   also   auf  dieser 

Achse  O  A'   eine  Strecke  OL'  =  -;=.  und  wiederholt   dieselbe  Con- 

struction  auf  allen  anderen  durch  den  Coordinatenursprung  gehenden 
Geraden,  so  bilden  die  Punkte  L,  L' . .  .,  indem  OL,  OL'  stets 
einen  reelen  Wert  haben,  eine  Oberfläche,  deren  Gleichung  erhalten 
wird,  wenn  man  die  Coordinaten  der  Punkte  L,  L' . . .  mit  x,  y,  z, 
x',  y',  z' . . .  bezeichnet. 

Man  hat  nämlich  dann 

X  =  cos  a  .  -  _ ,   y  =  cos  ß  .  -7^-,    z  =  cos  y  .  — -:i- 

1  P-  1  P«  1  l^ 

cos  a  =  X  1  |i,    cos  ß  =  y  I'  ftj    cos  y  =  z  |  [jl. 

Setzt  man  diese  Werte  in  der  Gleichung  5  des  vorigen 
Paragraphen,  so  erhält  man 

1.      Ax2  +  By2  +  Cz2  —  2  D  y  z  —  2  E  xz  —  2  F  xy  =  1. 

Der  Ort  der  Punkte  L,  L' . . .  ist  also  eine  Oberfläche  zweiten 
Grades,  und  sieht  man  aus  der  Form  dieser  Gleichung,  dass  der 
Mittelpunkt  dieser  Fläche  im  Coordinatenursprunge  liegt,  da  die 
Glieder  erster  Dimension  in  der  Gleichung  nicht  vorkommen, 
ferner  dass  diese  Oberfläche  ein  EUipsoide  ist,  da  jeder  Radius  vor- 
gestellt durch  ----,    -     -}  •  •  •    Ideell    und  endlich   sein  muss,     indem 

1  V*    !>' 

[t  =  S  mr^  positiv  und  endlich  ist. 

Durch  diese  Art  sind  sämmtliche  Trägheitsmomente  des  Körpers 
in  Beziehung  auf  jede  durch  den  Ursprung  gehende  Achse  gegeben. 

Poinsot  nennt  diese  Oberfläche  das  Central-Ellipsoide 
oder  EUipsoide  der  Trägheit. 

§  203.  Die  Gleichung  1  kann  reduciert  werden,  wenn  man 
nämlich  den  Coordinatenachsen  die  ßichtung  der  Hauptachsen 
des  Ellipsoides  gibt,  welche  nur  ein  einziges  System  bilden. 

Wählen  wir  aber  die  Coordinatenachsen,  welche  immer  durch 
den  Coordinatenursprung  und  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  gehen,   in 
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dieser  Weise,  und  geben  ihnen  also  die  Richtung  der  Hauptachsen 
des  EUipsoides,  so  müssen  die  Größen  A,  B,  C,  D,  E,  F,  welche 
von  dieser  Wahl  abhängen,  sich  so  gestalten,  dass  die  Producte  der 
Variablen,  das  ist  die  Größen  D,  E,  F  aus  der  Gleichung  1  des 
EUipsoides  verschwinden  und  bloß  die  Quadrate  bleiben,  und  man 
hat  dann  D  =  0,  E  =  0,  F  =  0,  das  ist 

S  myz  =  0,  £  mxz  =  0,  S  mxy  =  0, 

und  wird  alsdann  die  Gleichung  des  EUipsoides 

2.     Ax2  +  By2  4-Cz2=l. 

Der  Körper,  für  den  wir  die  Trägheitsmomente  suchen,  möge 
daher  von  welcher  Gestalt  immer  sein,  hat  man  immer  ein  Achsen- 
system, für  welches  diese  drei  Integrale  D,  E,  F  verschwinden. 

Diese  drei  Achsen,  in  Beziehung  auf  welche  die  drei  Integrale 
D,  E,  F  verschwinden,  werden  Hauptachsen  der  Trägheit  in 
Beziehung  auf  den  Punkt  0,  und  die  Trägheitsmomente,  welche 
diesen  Achsen  entsprechen,  Hauptmomente  genannt. 

§  204.  Dieses  System  der  Achsen  des  EUipsoides  ist,  so  lange 
die  Größen  A,  B,  C  ungleich  sind,  ein  einziges,  und  ist  also  in 
diesem  Falle,  in  Beziehung  auf  den  Punkt  O  des  Körpers,  nur  ein 
einziges  System  von  Hauptachsen  der  Trägheit  vorhanden. 

Sind  zwei  von  den  Größen  A,  B,  C  gleich,  also  das  EUipsoide 
ein  Rotationsellipsoide,  alsdann  ist  die  Lage  der  dritten  auf  diesen 
beiden  Achsen  senkrechten  Achse  unveränderlich,  während  für  die 
beiden  anderen  Achsen  zwei  beliebige,  in  der  von  beiden  gleichen 
Achsen  gebildeten  Ebene  liegende,  aufeinander  senkrecht  stehende 
Gerade  genommen  werden  können,  so  dass  in  diesem  Körper  unend- 
lich viele  Achsensysteme  vorhanden  sind,  welche  in  Beziehung  auf 
den  Punkt  O  Hauptachsen  der  Trägheit  sind. 

Sind  endlich  alle  drei  Größen  A,  B,  C  einander  gleich,  also  alle 
drei  Achsen  des  EUipsoides  gleich,  alsdann  sind  die  Achsen  aller 
rechtwinkeligen,  durch  den  Punkt  0  gehenden  Achsensysteme  Haupt- 
achsen der  Trägheit,  für  welche  D,  E,  F  oder  2  y  z  m,  S  x  z  m, 
S  X  y  m  =  0  sind. 

Auch  sind  in  diesem  Falle  alle  Trägheitsmomente  einander 
gleich.  Denn  die  Gleichung  5  des  vorigen  Capitels  gibt  dann 

(1  =  A  (cos^  a  4"  cos^  ß  +  c^s^  y)  =  A, 
so  dass  |i  unabhängig  von  der  Richtung  der  Achse  OA  ist. 

§  205.  Sucht  man  das  Trägheitsmoment  |t  in  Bezug  auf  eine 
Achse,   welche  durch  den  Coordinatenursprung   geht   und   mit   den 
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Hauptachsen  der  Trägheit  die  Winkel  a,  ß,  y  einschließen,  so  findet 
man  solches,    da   der    entsprechende  Radius  vector    des  EUipsoides 

vorgestellt  wird    durch    ,_:,  mithin  man  die  Gleichung  hat 

1> 

X  =  cos  a        ,    y  =  cos  ß  .      _,     z  =  cos  y 

1  1^  1  (^  1  P- 

Durch  Substituierung  dieser  Werte  in  die  Gleichung  2  hat  man 
alsdann 

3.     |JL  =  A  cos-  a  -|-  B  cos^  ß  -f-  C  cos-  7. 

Geht  man  von  der  Voraussetzung  aus.  dass  A  >  B  >  C,    und 

setzt  man  in  dieser  Gleichung  statt  cos^  a  den  W^ert  (1 — cos^  ß — cos'^  7), 

so  hat  man 

|x  =  A  —  (A— B)  cos2  ß_(A— C)  C082  7, 

also 

|i  <  A. 

Man  hat  andererseits 

|JL  =  C  +  (A— C)  C032  a  +  (B— C)  cos2  ß, 
also 

(JL>C. 

(1  ist  also  kleiner  als  das  größte,  und  größer  als  das  kleinste 
Trägheitsmoment.  Mithin  sind  das  kleinste  und  das  größte  der 
Hauptmomente  der  Trägheit  auch  das  kleinste  und  größte  der 
Momente,  welche  sich  auf  alle  Geraden  beziehen,  welche  durch  den- 
selben Punkt  gehen.  Das  größte  Moment  entspricht  also  der  kleinsten 
Achse  des  EUipsoides,  und  das  kleinste  Moment  der  größten  Achse 
des  EUipsoides. 

§  206.  Sucht  man  die  Bedingung,  dass  eine  Achse  in  einem  be- 
stimmten Punkte  Hauptachse  werde,  so  nehme  man  die  fragliche  Gerade 
beispielsweise  für  die  z-Achse.  Ist  aber  der  Punkt,  für  welchen  die 
Achse  Hauptachse  werden  soll,  im  Ursprünge,  dann  ist  die  Bedin- 
gung, dass  man  hat 

2myz  =  0,    2mxz  =  0, 

denn  die  gegebene  Gerade  ist  alsdann  nach  einer  der  Achsen  des 
EUipsoides  gerichtet.  Diese  Bedingungen  sind  nothwendig  und  hin- 
reichend. 

§  207.  Schließlich  wollen  wir  den  Punkt  eines  Körpers  auf- 
suchen, für  welchen  aUe  drei  Hauptmomente  gleich  sind. 

Haben  wir  einen  solchen  Punkt  gefunden,  so  ist  aus  dem 
Ausdrucke  von  pi  zu  ersehen,    dass   alsdann    alle  Trägheitsmomente 
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in  BeziehuDg  auf  welche  Achsen  immer,  die  durch  diesen  Punkt 
gehen,  unter  sich  gleich  sind,  und  das  Centralellipsoide  demnach  für 
diesen  Funkt  eine  Kugel  sein  wird,  dessen  sämmtliche  Achsen  Haupt- 
achsen der  Kugel  sind. 

Wir  nehmen  als  Coordinatenachsen  die  drei  Hauptachsen,  die 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehen,  und  bezeichnen  die 
Coordinaten  der  Punkte  des  Körpers  bezüglich  dieser  Achsen  mit 
X,  jy  z,  wählen  dann  einen  Puokt  des  Körpers,  dessen  Coordinaten 
a^  b,  c  seien,  und  denken  uns,  bezüglich  dieses  Punktes  seien 
unsere  Anforderungen  erfüllt. 

Durch  diesen  gewählten  Punkt  errichten  wir  drei  andere 
Achsen,  welche  den  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Achsen 
parallel  sind,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Körperpunkte  in 
Beziehung  auf  dieses  Achsensystem  mit  x',  j*  z'. 

Wir  werden  also  für  den  gewählten  Punkt  in  Beziehung  auf 
das  neue  Achsensystem  vermöge  Voraussetzung  haben 

Smy'z'  =  0,    2m'x'z'  =  0,    2m'x'y  =  0, 
femer  haben  wir  nach  unserer  Annahme 

X  =  x'  -f-  a,  y  =  y'  -f  b,  z  =  z'  +  c. 

Substituieren  wir  nun  diese  Werte  in  den  vorhergehenden  Aus- 
drücken, so  hat  man 

1  m  (y  — b)  (z  —  c)  =  0,  S  m  (x — a)  (z — c)  =  0 
S(x  — a)(y— b)m  =  0. 

§  208.  Es  ist  aber 

2  m  (y — b)  z — c)  =  S  my  z — cSmy — b  Smz-f-bcSm  =  0 

S  (x — a)  (z — c)  =  S  mxz — c  Smx — aSmz-|-ac2m  =  0 

S  m  (x — a)  (y — b)  =  £  mxy — b  2  mx  —  a  £  my  -|-  ac  X  m  ==  0. 

Für  das  alte,  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Achsen  System 
haben  wir,  da  sie  einerseits  Hauptachsen  sind,  andererseits  durch 
den  Schwerpunkt  gehen, 

Smyz  =  0,  £mxz  =  0,  £mxy  =  0 
2  m  X  =  0,  2  my  =  0,  2  m  z  =  0. 

Die  früheren  Gleichungen  reducieren  sich  demnach  auf 

2m(y — b)(z — c)  =  bc2m  =  Mbc  =  0 

2m(x — a)(z  —  c)  =  ac2m  =  Mac  =  0 

2  m  (x— a)(y— b)  =  2a  bm  =  Mab  =  0 

bc  =  0,  ac  =  0,  ab  =  0. 

Zwei  der  Größen  a,  b,  c  müssen  demnach  Null  sein. 
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Setzen  wird  demnach  a  =  0,  b  =  0,  so  liegt  der  gesuchte 
Punkt  auf  der  z-Achse. 

§  209.  Aus  dem  Vorhergebenden  wissen  wir  ferner,  dass, 
indem  man  für  die  Trägheitsmomente  bezüglich  des  alten  Achsen- 
sjstem  A,  B,  C  hat,  die  Ausdrücke  der  Trägheitsmomente  beim 
neuen  Achsensystem,  dessen  Ursprung  zu  Coordinaten  0,  0,  c  hat, 
und  für  welches  die  Lage  der  z  Achse  ungeändert  geblieben,  die 
X-Achse  und  y-Achse  aber  den  alten  Achsen  parallel  im  Abstände  c 
liegen, 

A  +  Mc2,  B  +  Mc2  +  C 
sind. 

Vermöge  gestellter  Bedingung  haben,  bezüglich  des  gewählten 
Punktes,  alle  diese  drei  Ausdrücke  gleich  zu  sein,  also 

A  4-  Mc'^  =  B  +  Mc2  =  C, 
folglich 

1.     A==B 


*•   i  -      o  =  y^^-  =  f  °-« 


I 

^'      ^  ^  '      M       ^  '      M 

Damit  also  im  Körper  sich  ein  solcher  Punkt  finde,  für  den 
die  drei  sich  darauf  beziehenden  Hauptmomente  der  Trägheit  und 
alle  anderen  Momente,  bezüglich  welcher  Achsen  immer,  die  durch 
diesen  Punkt  gehen,  gleich  seien,  ist  erforderlich: 

a)  Dass  zwei  der  Hauptmomente  in  Beziehung  auf  die  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Hauptachsen  gleich  seien,  also  dass  das 
EUipsoide  in  Beziehung  auf  den  Schwerpunkt  ein  Rotation s-Ellip- 
soide  sei. 

b)  Dass  der  gesuchte  Punkt  auf  der  dritten  Achse  liege,  welcher 
das  dritte  Hauptmoment  entspricht. 

c)  Dass  dieses  dritte  Moment  C  grösser  als  jedes  der  beiden 
gleichen  Momente,  da  nur  in  diesem  Falle  der  Wert  für  c  reell  ist. 

Da  ferner  c,  wie  aus  4.  zu  ersehen,  zwei  Werte  hat,  so  gibt 
es  zwei  Punkte,  für  welche  die  verlangten  Bedingungen  erfüllt  sind. 
Beide  Punkte  liegen  auf  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden 
Achse,  welcher  das  grösste  Moment  entspricht,  und  liegen  sie  zu 
beiden    Seiten    des    Schwerpunktes,    von    diesem    in    der    Distanz 

C  — Ä 

-  ,,-     entfernt.  Das  Central- EUipsoide  ist  für  das   alte  durch 

den   Schwerpunkt    gehende   Achsensystem    eine    Rotationsellipsoide 
und  für  das  neue  Achsensystem  eine  Kugel. 


±1' 
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§  210.  Die  Verlegung  des  Uraprunges  auf  eine  Hauptaxe,  die 
doreh  den  Schwerpunkt  geht,  gibt  Veranlassung  zu  einer  Bemerkung, 

Verlegen  wir,  wie  hier,  den  Ursprung  auf  der  z-Achse  im  Ab- 
stände c  vom  Ursprünge,  so  haben  wir  z  =  z'  -|-  c. 

Wir  haben  nun,  vermöge  Voraussetzung, 

£  zym  =  0,  S  mxz  =  0,  £  mxy  =  0, 
femer 

Hyzm  =  Emyz'  -f-  cEmy  =  Smyz', 

weil  S  my,  vermöge  Voraussetzung,  dass  die  Hauptachsen  durch  den 
Schwerpunkt  gehen,  =  0  ist. 

Da  aber 

£myz  =  0 

ist,  so  ist  auch 

Smyz'  =  0 
und  so  auch 

£mxz^  =  0, 

folglich  ist  die  z- Achse,  welche  die  Hauptachse  bezüglich  des  Schwer- 
punktes ist,  auch  Hauptachse  bezüglich  aller  auf  ihr  liegenden 
Pankte,  und  die  ihr  conj  agierten  Hauptachsen  der  x  und  der  y  gehen 
durch  den  neuen  Punkt  der  z- Achse  im  Abstände  c  parallel  zu  den 
früheren  Achsen  der  x  und  der  y,  welche  durch  den  Schwerpunkt 
gehen. 

§  211.  Früher  haben  wir  für  die  Trägheitsmomente  eines 
rechtwinkeligen  homogenen  Parallelepipedes  in  Beziehung  auf  seine 
Kanten,  wenn  x  =  2a,  y  =  2b,  z  =  2c  sind,  gefunden. 

A=  f  M(b'^  +  c2) 
o 

B  =  |-M(a2-|-c2) 

C  =  -f-  M  (a2  +  b^. 
o 

Verlegen  wir  jetzt  die  Achsen  und  den  Ursprung  in  den  Schwer- 
punkt, die  Achsen  parallel  den  früheren  Achsen,  so  wird  man  vei^ 
möge  der  früher  entwickelten  Grundsätze,  von  jedem  dieser  Momente 
ein  Product  von  M  multipliciert  mit  dem  Quadrate  der  betreffenden 
Distanz  des  Schwerpunktes  von  der  alten  Achse,  also  bezüglich  der 
X-Achse  das  Product  M  (b*  -}~  ®^)j  ^^^  ^°  dieser  Weise  auch  bezüg- 
lich der  übrigen  Achsen  abziehen,  und  se  die  Momente  der  Träg- 
heit bezüglich  der  neuen  Achsen  erlangen. 

Weistteln,  Rationelle  Mechanik.  I.  ^^ 
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Es  werden  daher  die  Momente  für  parallele  Achsen,  die  durch 
den  Schwerpunkt  gehen 

A  =  4-  (b2  +  c2)  M— M  (b2  +  c«)  =  -■?-  (b^  +  c») 
o  o 

4  M 

B  =  -^ M  (a2  +  c2) _ M(a2 -f  c^)  =  -^  (»2  +  c^) 

ö  o 

C  =  t-  M  (a^  +  b2)  —  M  (a»  +  b^)  =  ^  (a«  +  b«). 

Gesetzt  nun,  es  sei  a  =  b  und  mithin  A  =  B,  so  hat  man, 
wenn  der  Abstand  auf  der  z-Achse  mit  y  bezeichnet,  und  man  die 
Werte  von  A  und  C  in  die  Gleichung  4  einsetzt, 

—  c2 


= r  C.-A  ^  ^,i:- 


M  '         3       • 

Ist  a>2c  liegen  die  gesuchten  Punkte  ausserhalb  des  Körpers. 
Für  a  <  2  c  liegen  sie  im  Innern  des  Körpers,  für  a  =:  2  c  liegen  sie 
auf  der  Oberfläche. 

SiebenundzwanziiTStes  Capitel. 
Virtuelle  Deplacierung. 

§  212.  Das  Streben  der  Forscher  in  der  Mechanik  war  un- 
ausgesetzt dahin  gerichtet,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes, 
sei  es  eines  Punktes^  sei  es  fester  Körper,  auf  einziges,  allgemeines 
Princip  zurückzuführen,  damit  man  die  Bedingungen  in  jedem  ein- 
zelnen Falle  sofort  erkenne.  Galilei  war  der  erste,  welcher  in  der 
Theorie  der  einfachen  Maschinen  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeit zur  Anwendung  brachte.  Descartes  bediente  sich  eines 
Theoremes,  welches  dem  von  Galilei  gleichkommt,  um  die  ganze 
Statik  aus  einem  einzigen  Principe  herzuleiten,  aber,  wie  Lagrange 
hervorhebt,  Jean  Bernouilli  war  es,  der  die  große  Allgemeinheit  der 
virtuellen  Geschwindigkeit  gefasst  hat,  und  des  großen  Nutzens  inne 
geworden,  den  es  in  den  Problemen  der  Statik  leisten  kann.  Das- 
selbe Prineip  hat  Maupertuis  später  unter  dem  Namen  Gesetz  der 
Ruhe  aufgestellt.  Ueberhaupt  sind  alle  darüber  aufgestellten  Prin- 
cipien  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeit  in  verschiedener 
Form. ' 

§  213.  Unter  virtueller  Deplacierung  oder  virtueller  Verschie- 
bung eines  Punktes  versteht  man  die  Versetzung  eines  Punktes, 
unabhängig  von   den  Kräften,    die   ihn  angreifen,    also   unabhängig 


163 


von  der  Bewegangsrichtuiig,  die  ihm  die  Torhandenen  Kräfte  wirk- 
lich ertheilen  würden,  in  eine  von  der  früheren  Position  unendlich 
wenig  verschiedene,  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verein- 
barte Lage. 

Seien  also  A,  A',A"  materielle,  gewissen  Bedingungen  unter- 
worfene Punkte,  als  auf  einer  Curve  oder  Fläche  zu  bleibcD,  oder 
sich  in  invariablen  Distanzen  voneinander  zu  befinden. 

Wir  überführen  nun  das  Punktsystem  von  der  Lage,  in  welcher 
es  sich  befindet,  in  eine  unendlich  wenig  verschiedene  nachbarliche 
Lage,  wobei  die  Ueberführung  den  Bedingungen  des  Systems  ent- 
spricht, so  kommt  ein  Punkt  A  in  eine  unendlich  nahe  Position  a. 
Die  unendlich  kleine  Linie  Aa,  welche  die  frühere  Lage  irgend  eines 
Punktes  mit  der  neuen  Lage  verbindet,  nennt  man  virtuelles  De- 
placement oder  virtuelle  Verrückung,  virtuell  deshalb,  weil  diese 
dem  System  zugedachte  Bewegung  nur  eine  mögliche  und  keine 
wirkliche  ist,  und  man  nicht  zu  beachten  hat^  ob  der  Punkt  unter 
dem  Einflüsse  der  sollicitierenden  Kräfte  dieser  Bewegung  wirklich 
folgen  würde. 

Diese  unendlich  kleine  Deplacierung  ist  unabhängig  von  der 
Zeit,  und  man  bedient  sich  für  sie  des  Variationszeichens  8,  während 
das  Differenzialzeichen  d  für  die  wirkliche,  in  dem  unendlich  kleinen 
Zeittheile  dt,  vollzogenen  Deplacierungen  gebraucht  wird. 

Virtuelle  Arbeit. 

§.  214.  Unter  virtueller  Arbeit  einer  Kraft  versteht  man 
das  Product   der   Kraft   multipliciert   mit   dem   virtuellen 


Fi^.  68. 


Deplacement  Aa  des  Angriffs- 
punktes und  dem  Cosinus 
des  Winkels  zwischen  der 
Richtung  der  Kraft  und  der 
Richtung  des  virtuellen  De- 
placements. 

Seien  A,  A',  A"  . . .  Punkte 
des  Systems,  P,  P',  P"  .  . .  Kräfte, 
die  an  diesen  Punkten  in  den 
Richtungen  PA,  F  A',  P"  A"  .  .  . 
angreifen,  Aa,  A'a',  A*'a"  die  vir- 
tuellen Deplacements. 

Projicieren  wir  diese  auf  die  Richtungen   der  Kräfte,   so   dass 

AB  die  Projection  von  Aa  ist.  Diese  Projection  AB  ist  gleich  dem 

11* 
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Producte  Aa .  cos  Winkels  aAB.  Machen  wir  es  so  bessüglich  der 
anderen  Deplacements,  der  anderen  Punkte,  und  nennen  das  Tir- 
tuelle  Deplacement  8  s  und  die  Projectionen  AB,  A'B' . . .  Sp,  8p', 
dp''  .  . .,  so  kann  man  obige  Definition  auch  ausdrücken:  Die  vir- 
tuelle Arbeit  einer  Kraft  ist  das  Product  der  Kraft  mul- 
tipliciert  mit  der  Projection  des  virtuellen  Deplacements 
ihres  Angriffspunktes  auf  die  Richtung  der  Kraft, 

Die  Projection  8  p  wird  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je 
nachdem  sie,  von  A  ausgehend,  in  dem  Sinne  der  Kraft  oder  in  dem 
entgegengesetzten  Sinne  gerichtet  ist,  mit  anderen  Worten,  je  nach- 
dem die  Richtung  Aa  mit  der  Richtung  der  Kraft  einen  spitzen  oder 
stumpfen  Winkel  bildet.  Die  virtuelle  Arbeit  P8p  hat  daher  dasselbe 
Zeichen  wie  das  der  Projection  8p,  kann  also  -|~  oder  —  sein.  Ist 
das  virtuelle  Deplacement  senkrecht  zur  Kraft,  so  ist  das  Product 
P8p  =  0. 

Man  hat  noch  einen  andern  Ausdruck. 

Man  hat  nämlich  für  die  virtuelle  Arbeit 

P  .  Aa.  cos  aAP  =  P  .  cos  aAP  .  Aa. 

P.cosaAP  ist  aber  die  Componente  der  Kraft  P  in  Bezie- 
hung auf  das  Deplacement  Aa,  oder  was  dasselbe  ist,  4ie  Projec- 
tion der  Kraft  P  auf  Aa,  und  wollen  wir  diese  Componente  mit  Q 
bezeichnen,  90  haben  wir 

P  .  Aa  .  cos  aAP  =  P  .  cos  aAP .  Aa  =  Q  .  Aa. 

Mit  Worten:  Die  virtuelle  Arbeit  einer  Kraft  ist  gleich 
dem  Producte  des  virtuellen  Deplacements  multipliciert 
mit  der  Componente  der  Kraft  in  Beziehung  auf  das  vir- 
tuelle Deplacement. 

§  215.  Die  virtuelle  Arbeit  einer  Kraft  für  irgend 
welches  Deplacement  ist  gleich  der  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  der  Componenten  dieser  Kraft  für  dasselbe  vir- 
tuelle Deplacement. 

Es  sei  R  die  Resultante  der  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  8  s  das  vir- 
tuelle Deplacement. 

Projicieren  wir  R  und  die  einzelnen  Kräfte  P,  P',P"    auf  das 

Deplacement  8  s,   so  hat  man  nach  den  in  der  Statik   aufgestellten 

Grundsätzen 

R  .  cos  (R,  88)  =  SP  cos  (P,  8s) 

Daher,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  8  s  multipliciert 

R  .  88  .  cos  (R,  88)  =  SP  .  8s  .  cos  (P,  88), 

mithin  obiges  Theoreme  bewiesen  erscheint. 
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§  216.  Die  virtuelle  Arbeit  einer  Kraft  in  Bezug  auf 
irgend  welches  virtuelle  Deplacement  ist  gleich  der 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  dieser  Kraft  in  Bezug 
auf  die  Componenten  des  virtuellen  Deplacements. 

Es  seien  Sa,  6a'y  8a'' . . .  die  Componenten   des   virtuellen  De 
placements  Ss. 

Projiciert  man   alle   diese  Linien  Ss,  Sa,  8a',  8a"  .  . .  auf  die 

Richtung   der  Kraft  P^   so   bat  man,   indem  8s  Resultante   von  ^'S, 

8a',  8a"  ...  ist 

8s  cos  (P,  83)  =  £  8a  cos  (P,  8a). 

Diese  Gleichung  multipliciert  mit  P  gibt  aber 
P83  cos  (P,  88;  =  SP  .  8a  .  cos  (P,  8a), 
mithin  das  Theoreme  bewiesen  erscheint. 

§  217.  Es  seien  X,  Y,  Z  die  Componenten  von  P  bezüglich 
dreier  rechtwinkeliger  Achsen  Ox,  Oy,  Gz,  8s  das  virtuelle  Depla- 
cement des  Angriffspunktes,  und  8x,  8j,  8  z  die  Componenten  von 
8s  nach  denselben  Achsen,  so  hat  man  vermöge  §  215 

P  .  83  cos  (P,  8s)  =  X8s  .  cos  (X,  8s)  -|-  Y  .  8s  .  cos  (y  8s;  -\- 

"1-  Z  .  88  cos  (z, 8s). 

Es  sind  aber 
S  8  coä  (X,  83)  =  8x,   8s  .  C03  (Y,  8  s)  =  8 y,   8s.  cos  (Z,  8  s)  =  8  z. 

Man  hat  daher,  da  ferner  nach  unserer  Bezeichnung 

8  s  .  cos  (P,  8  s)  ^  8p  ist, 
1.     P.8s.cos(P,8s)  =  P8p  =  X8x-j- Y8y +  Z8z 
als  Ausdruck  für  die  virtuelle  Arbeit  einer  Kraft. 

§  218.  Die  virtuelle  Arbeit  einer  Kraft  in  einer 
Rotationsbewegung  ist  gleich  dem  Momente  dieser  Kraft 
bezüglich  der  Drehungsachse  multipliciert  mit  dem  vir- 
tuellen Winkeldeplacement. 

Nehmen  wir  die  Rotationsachse  als  z-Achse,  zur  Ebene  der 
xy  eine  darauf  senkrechte,  durch  den  Angriffspunkt  der  Kraft 
gehende  Ebene. 

In  dieser  Ebene  wählen  wir  ferner  zur  x- Achse  eine  auf  die 
Projection  der  Kraft  in  der  Ebene  der  xy  senkrechte  Gerade. 

Bei  dieser  Wahl  rednciert  sich  der  Ausdruck  für  die  virtuelle 

Arbeit  einer  Kraft 

X  8x  4-  Y  8y  +  Z  8z, 

da  X6x  =  0  Ist,  weil  die  x- Achse  auf  der  Projection  der  Kraft 
senkrecht  steht,  somit  X  =  0  ist,  ferner  auch  Z  8  z  =  0  ist,  weil 
8z  =  0  ist,  aufY8y. 
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Nehmen  wir  nun  Polarcoordinaten,  so  bat  man 

X  =  r  cos  ^ 
y  =  r  sin  d*. 

Lassen  wir  r,  als  Distanz  des  Angriffspunktes   der  Kraft    von 

der  Rotationsachse,  also  von  der  z- Achse  constant  sein,  und  nehmen 

die  Variationen  bloß  bezüglich  des  Winkels  ^  vor,  so  hat  man 

8 y  =  r  cos  *  8  0-  =  x  SS-, 
daher 

Y  8y  =  Y  .  8*  .  X. 

Y  ist  aber  hier  die  Projection  der  Kraft  auf  die  xy-Ebene, 
und  steht  Y  senkrecht  auf  der  x-Achse,  x  ist  die  Senkrechte  auf  Y 
und  kann  auch  als  Hebelarm  von  Y  aufgefasst  werden. 

Das  Froduct  Yx  ist  also  das  Moment  der  Kraft,  und  die  Arbeit 
der  Kraft  YxS-d*  ist  mithin  das  Moment  der  Kraft,  multipliciert 
mit  dem  Winkeldeplacement. 

Wir  wollen  dabei  noch  in  Erinnerung  bringen,  dass  man  unter 
Moment  einer  Kraft  bezüglich  einer  Achse  immer  das  Product  der 
Projection  dieser  Kraft  auf  eine  Ebene  versteht,  welche  auf  dieser 
Achse  senkrecht  steht,  multipliciert  mit  der  kürzesten  Distanz 
zwischen  dieser  Projection  und  der  Achse. 

Y  ist  hier  die  Projection  der  Kraft  auf  die  Ebene  der  xy, 
welche  auf  der  Rotationsachse  senkrecht  steht,  x  ist  die  kürzeste 
Distanz  zwischen  der  Projection  Y  und  der  z- Achse,  8^  ist  das 
Winkeldeplacement.  Daher  Yx  das  Moment  der  Kraft  in  Beziehung 
auf  die  Rotationsachse,  und  Yx  8d  das  Moment  der  Kraft  in 
Beziehung  auf  die  Rotationsachse,  multipliciert  mit  dem 
Winkel- Deplacement  ist,  und  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  ist 
diesem  Producte  gleich,  wie  das  Theoreme  behauptet. 

A-chtundz^wanzigstes  Capitel. 

OleichgewiclLt  eines  freien  materiellen  Punktes. 

§  219.  Seien  P,  P',  F'  die  Kräfte,  welche  an  dem  freien 
materiellen  Punkte  A  wirken,  R  die  Resultante  dieser  Kräfte,  Aa 
eine  durch  A  willkürlich  geführte,  unendlich  kleine  oder  endliche 
Gerade,  r,  8p,  8p',  8p"  . . .  die  Projectionen  der  Aa  auf  die  Resul- 
tante und  die  Kräfte. 

Sind  a,  a,  a',  a"  die  Winkel,  welche  Aa  mit  R,  P,  P',  P'^ . . . 
einschließt,  so  ist 

R  cos  a  =  P  cos  a  -|-  P'  cos  a'  -j-  P"  cos  a"  -|-  .  .  .  =  S  P  coa  a. 
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Multiplicieren  Tvir  diese  Gleichung  mit  Aa,  so  hat  man 

R  cos  a  .  Aa  =  P  cos  a .  Aa  +  P'  cos  a'  .  Aa  +  P"  C08  a"  .  Aa  +  -  •  * 
Nun  ist  aber 

A  a  .  cos  a  =  r,  Aa  .  cos  a  =  8p, 
Aa  .  cos  a'  =  8  p'  . .  . 
daher 

Rr=P.8p  +  P'8'p'  + 

4-p''8''p"  +  ...  =  i;p8p. 

Findet  zwischen  den  Kräften 
Gleichgewicht  statt,  so  ißt  R  =  0, 
folglich  Rr  =  0,  daher 

P  8p  +  F  8p'  +  P"  8p"  +  .  . .  =  S  P  8p  =  0. 

Wirken  also  an  einem  materiellen  Punkte  verschiedene  Kräfte, 
80  findet  dann  Gleichgewicht  statt,  wenn  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  der  Kräfte  gleich  Null  ist  für  jedes  virtuelle  Deplacement. 
Hier  ist  aber  kein  Unterschied,  ob  die  Verrückung  unendlich  klein 
oder  endlich  ist. 

Sleichgewiclit  eines  nicht  freien  Punktes. 

§  220.  Ist  der  Punkt  nicht  frei,  sondern  der  Bedingung  unter- 
worfen, auf  einer  Curve .  oder  Fläche  zu  bleiben,  so  braucht  die 
Resultante  nicht  gleich  Null  zu  sein,  aber  wenn  sie  nicht  Null  ist, 
muss  sie  senkrecht  zur  Curve  oder  Fläche  stehen.  Die  mit  dem 
Systeme  vereinbarte  virtuelle  Verrückung  Aa  kann  aber  nur  auf 
der  durch  den  Punkt  gehenden  Tangente  der  Curve  oder  Fläche 
stattfinden,  so  dass  Aa  senkrecht  zur  Resultante  steht  und  ihre 
Projection  r  auf  die  Resultante  nothwendig  gleich  Null  ist.  Das 
Product  Rr  wird  also,  gleichviel  ob  R  gleich  Null  ist  oder  nicht, 
gleich  Null  sein.  Daher  muss  auch 

i;P8p  =  Rr==0 

sein,  und  findet  daher  auch  in  diesem  Falle  obiger  Grundsatz  statt. 
Umgekehrt  ist  in  beiden  Fällen  die  Summe  der  mit  dem 
Systeme  vereinbarten  virtuellen  Arbeiten  S  P  8p  =  0,  alsdann  muss 
R  =  0  oder  r  =  0  sein,  und  der  Punkt  befindet  sich  im  Gleich- 
gewichte. 

OleichgewiclLt  zweier  durch  eine  starre  Linie  verbundener  Punkte. 

§  221.  Seien  zwei  Punkte  A  und  B  durch  eine  starre  Gerade 
verbanden,  von  dieser  Liaison  aber  abgesehen,   ganz  frei.     An  den 
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beiden  Punkten  A  und  B  dieser  Geraden  wirken  Kräfte,  die  Länge 
der  Geraden  sei  =  L,  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte  seien 
X,  y,  z,  x'j  y',  z'.  Statt  der  Kräfte  an  A  und  B  können  wir  die 
Resultanten  nehmen,  die  wir  mit  R  und  R'  bezeichnen,  da  die  vir- 
tuellen Arbeiten  einer  Resultante  gleich  sind  der  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  der  Kräfte. 

In  Folge  der  Liaison  der  beiden  Punkte,  wonach  bei  jeder 
Deplacierung  die  Distanz  der  beiden  Punkte  unverändert  bleibt,  hat 
man  die  Gleichung 

(x-xO^  +  (y-yO^  +  (z-zr  =  L2. 

Bei  jeder  Deplacierung  verändern  sich  die  Coordinaten,  während 
L  constant  bleibt. 

Beziehen  wir  also  die  Kräfte  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordi- 
natensystem  und  ertheilen  den  Punkten  A  und  B  virtuelle  De- 
placements hsy  8s',  so  werden  die  Componenten  dieser  nach  den 
Achsen  8x,  8y,  8  z,  8x',  8y'j  8  z'  sein. 

Differenzieren  wir  obige  Gleichung,  so  kommt 

(X— X')  (8x— 8x')  +  (y— yO  (8y— 6y')  +  (z-zO  (8z-8z')  ==  0. 

Die  Gerade  AB   schließt  ferner   mit  den  Achsen  Winkel   ein, 

die  wir  mit  <x,  ß,  T  bezeichnen,  und  deren  Cosinus  sind 

X — x'  ^       j — y'  z  —  z' 

cos  a  =  —  — ,  cos  p  =     j      ,  cos  y  =  — f 

Lt  Li  Li 

Dividiert  man  die  vorhergehende  Gleichung  durch  L,  so  hat  man 

cos  a  8x  -f-  cos  ß  8y  -|-  cos  y  8z  =  cos  a  8x'  -j-  cos  ß  8y'  -j-  cos  y  8z', 

§  222.  Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man  nun,  dass  die  vir- 
tuellen Deplacierungen  der  Endpunkte  der  Linie  AB,  nämlich  der 
Punkte  A  und  B  gleiche  Projectionen  auf  die  Linie  AB  geben. 

Damit  hier  Gleichgewicht  stattfinde,  ist  es  nothwendig,  dass 
die  Richtung  der  beiden  Resultanten  der  die  Punkte  A  und  B  sol- 
licitierenden  Kräfte  mit  der  Richtung  der  Linie  A  B  zusammenfiGtllen« 
femer  dass  beide  Resultanten  einander  vollkommen  gleich  und  im 
entgegengesetzten  Sinne  wirken,  so  dass,  wenn  R  von  A  nach  B 
wirkt,  R'  von  B  nach  A  wirke. 

Sind  aber  diese  Bedingungen  erfCÜlt,  alsdann  sind  die  Projec- 
tionen auf  die  Linie  AB,  Projectionen  auf  die  Resultanten,  und  in- 
dem die  Resultante  aller  Kräfte  an  A  gleich  ist  der  Resultante  aller 
Kräfte  an  B,  und  die  eine  Resultante  im  entgegengesetzten  Sinne  als 
die  andere  Resultante  wirkt,  so  dass  im  ganzen  Systeme  Gleich- 
gewicht vorhanden  ist,  so  sind  die  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte  an 
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A  gleich  den  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte  an  B,  und  beide  vir- 
tuellen Arbeiten  sind  von  entgegengesetztem  Zeichen,  so  dass  deren 
Somme  gleich  Null  ist. 

Obige  Gleichung  drückt  also  aus,  dass,  damit  Gleichgewicht 
stattfinde,  es  nothwendig  ist,  dass  die  virtuelle  Arbeit  der  ELräfte  an 
A  gleich  sei  der  der  Kräfte  an  B,  und  beide  von  entgegengesetztem 
Zeichen  seien,  so  dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  beider 
Resultanten,  mithin  aller  Kräfte  gleich  Null  sei. 

§  223.  Betrachten  wir  einen  anderen  Fall,  wo  die  beiden  durch 
eine  starre  Linie  verbundenen  Punkte  der  Bedingung  unterworfen 
sind,  auf  zwei  gegebenen  Curven  zu  bleiben. 

Es  seien  diese  beiden  Curven  AM,  BM',  die  unveränderliche 
Länge  der  Linie  A  B  =  L,  x,  y,  z,  x',  y',  z'  die  Coordinaten  der 
beiden  Punkte  A  und  B,  so  dass  man  hat 

(x-xo^  +  (j-jr + i^-^r = L'. 

Wir  nehmen  auch  hier  an,  an  A  wirke  eine  einzige  Kraft  R, 
imd  an  B  ebenfalls  eine  einzige  Kraft.  Denn  wirken  mehrere  Kräfte, 
80  nehmen  wir  statt  der  Kräfte  die  Resul- 
tanten, und  was  von  den  Resultanten  gilt, 
ist  auch  richtig  fUr  die  Summe  der  Kräfte. 

Man  hat  auch  hier,  wenn  man  die 
Gleichung  differenziert  und  durch  z  divi- 
diert, indem  L  constant  ist, 


PijT.  60. 


(x-x') 


8x  + 


7-r 


8y  + 


+ 


z'              (x-xQ       , 
—  oz  =  — = ■  OX   -f- 


Ertheilen  wir  nun  den  Punkten  A,  B 
eine  virtuelle  Verrückung,  so  wird  die  Linie  AB  in  die  Lage  ab 
kommen,  der  Punkt  A  wird  den  unendlich  kleinen  Bogen  Aa  =  8s 
auf  der  AM,  und  der  Punkt  B  den  unendlich  kleinen  Bogen  Bb  =  8  s' 
beschrieben  haben,  welche  unendlich  kleine  Bogen  als  gerade  Linien 
aufgefasst  werden  können. 

Die  vorige  Gleichung  kann  man  in  folgender  Form  schreiben: 

L     L       88  "^       L       bs  "^       L       SsJ  "■ 


L      L"    8s'  "^       L"      88'  "•"       L       "Ss'J 
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Der  Ausdruck  in  der  Süammer  des  linken  Gliedes  ist  gleich 
dem  cos  B  Aa,  weil  die  Linie  B  A  mit  den  Achsen  Winkel  ein- 
schließty  deren  Cosinus  zum  Ausdruck  haben 

X — x'     y — y     z — z' 
^7~'    ~L~'    IT' 

und   die  Linie   Aa   mit   den  Achsen  Winkel    bildet^   deren  Cosinus 
ausgedrückt  werden  durch 

8x     8y     8z 

8l'    8i'    8^' 

Ebenso  ist  der  Ausdruck  in  der  Klammer  des  Gliedes  rechter 
Hand  gleich  cosCBb. 

Man  hat  also 

8s  cos  BAa  =  88'  cos  CBb. 

§  224.  Wir  nehmen  an,  dass  die  virtuellen  Verrückungen  der 
beiden  Punkte  in  gleichem  Sinne  sind,  was  immer  erfüllt  werden 
kann,  wenn  man  die  Bogen  entsprechend  ninmit. 

Die  in  der  letzten  Gleichung  vorkommenden  Ausdrücke  stellen 
die  Projectionen  der  Deplacements  88,  8s'  auf  AB  vor,  und  muss 
auch  hier,  damit  die  Kräfte  R,  R'  sich  Gleichgewicht  machen,  die 
Richtung  beider  Kräfte  längs  der  Linie  AB  gerichtet  sein,  ferner 
müssen  R  und  R'  einander  gleich  und  von  entgegengesetztem  Zeichen 
sein,  alsdann  wird  aber,  da  R  =  R'  ist, 

R  8s  cos  BAa  =  R'  8s'  cos  CBb, 

und  wenn  wir  die  Producte  8s  cos  BAa  und  85'  cos  CBb  mit  8p,  8p' 
bezeichnen,  wird  man  haben 

R  8p  =  R'  8p', 
wo   8  p,   8  p'    von   gleichem   Zeichen,    R,  R'   von   entgegengesetztem 
Zeichen  sind,  und  es  ergibt  sich  demnach 

R8p  +  R'8p  =  0. 

Wirken  also  an  zwei  Punkten  A,  B,  welche  durch  eine  starre 
Linie  AB  verbunden  und  genötbigt  sind,  auf  zwei  Curven  zu  ver-> 
bleiben,  zwei  gleiche  Kräfte  in  der  Richtung  der  Geraden  A  B  und 
von  entgegengesetztem  Sinne,  so  ist  auch  die  Summe  der  virtueUen 
Arbeiten  der  Kräfte  gleich  Null. 

§  226.  Nehmen  wir  an,  es  wirken  an  A  und  B  gar  keine 
äußeren  Kräfte,  und  als  Kräfte  wirken  bloß  die  wechselseitigen 
Actionen  des  materiellen  Punktes  A  auf  B,  und  die  des  Punktes 
B  auf  A,  und  bezeichnen  wir  diese  Kräfte  wie  früher  mit  R,  R', 
Coordinaten  und  Deplacements  wie  früher,  so  werden  die  virtuellen 
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Arbeiten  beider,  von  A  auf  B  und  von  B  auf  A  gerichteten  Kräfte 
ausgedrückt  sein  durch 

R  Ss  coB  BAa,  R'  Ss'  cos  CBb, 

und  sind  infolge  des  Principes  der  Action  und  Reaction  einander 
gleich  und  von  entgegengesetztem  Sinne,  und  mithin  die  Summe 
dieser  virtuellen  Arbeiten  der  wechselseitig  auf  beide  Punkte  wir- 
kenden Kräfte  gleich  Null. 

jN'eunandz^wanzigsteB  Capitel. 

Allgemeines  Princip  der  virtuellen  Deplacierungen  bei  einem  starren 

Körper  oder  Punktsysteme. 

§  226.  Diese  einzelnen  Fälle  vorausgeschickt,  kommen  wir 
zum  allgemeinen  Principe. 

Machen  sich  Kräfte  in  welcher  Zahl  immer,  die  an 
einem  Punktsysteme  wirken,  dessen  Punkte  gewissen  Be- 
dingungen unterworfen  sind,  Gleichgewicht,  so  ist  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  direct  applicierten 
Kräfte  gleich  Null,  für  jedes  virtuelle  Deplacement, 
welches  mit  den  Bedingungen    des  Systems  vereinbar  ist. 

Wir  bemerken  dabei,  dass  die  älteren  Autoren  für  virtuelles 
Deplacemet  virtuelle  Geschwindigkeit  schreiben,  und  die 
virtuelle  Arbeit  virtuelles  Moment  nennen. 

Bevor  wir  nun  zur  Begründung  dieses  Principes  schreiten,  er- 
innern wir,  dass  man  unterscheidet  Kräfte,  die  direct  an  einem 
Körper  angebracht  sind,  und  Kräfte  der  Liaison.  Für  Kräfte  der 
Liaison,  da  sie  innere  Kräfte  sind,  ist  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  für  jedes  virtuelle  Deplacement,  sei  es  als  das  der  Trans- 
lation oder  als  das  der  Rotation  gedacht,  gleich  Null,  weil  die 
wechselseitigen  Wirkungen  aller  dieser  Kräfte  von  einem  Punkte 
auf  den  andern  gleich  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sind, 
und  die  Summe  der  von  diesen  Kräften  herstammenden  virtuellen 
Arbeiten  daher  nothwendig  gleich  Null  ist. 

Man  braucht  also,  um  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  zu 
erhalten,  nur  die  virtuellen  Arbeiten  der  direct  applicirten  Kräfte 
gleich  Null  zu  setzen  und  die  Kräfte  der  Liaison  ganz  außer  Acht 
zu  lassen. 

Wenn  wir  ferner  von  Deplacements  sprechen,  die  vereinbar 
mit  dem  Systeme  sind,  so  verstehen  wir  darunter  solche,  wo  die 
Gleichungen    der  Liaisons   ungestört  bleiben,    die  Coordinaten   also 
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auch  in  der  neuen  Lage  des  Körpers  den  Gleichungen  der  Liaison 
entsprechen,  und  dabei  femer  für  welche  Deplacierung  immer  stets 
eine  in  direct  entgegengesetztem  Sinne  möglich  ist. 

Befindet  sich  ein  materieller  Punkt  auf  einer  Ebene,  Curve 
oder  Fläche,  so  ist  eine  Bewegung  darauf  nach  einer  Richtung 
gleichzeitig  mit  einer  Bewegung  in  direct  entgegengesetzter  Rich- 
tung möglich.  Dagegen  kann  die  Bewegung  in  senkrechter  Richtung 
gegen  die  Ebene  oder  die  Curve  nur  in  einem  Sinne  vor  sich  gehen. 
Betrachtet  man  also  die  Bewegungen  in  der  Ebene  oder  auf  der 
Curve,  so  führt  das  zu  Gleichungen,  welche  die  Gleichgewichts- 
bedingungen enthalten,  während  die  Bewegung  in  senkrechter  Rich- 
tung nur  die  Richtung  der  normalen  Kraft  bestimmt,  die  der  einer 
möglichen  Bewegung  entgegengesetzt  ist. 

Beim  Principe  der  virtuellen  Arbeit  setzen  wir  demnach  immer 
voraus,  dass  für  jede  der  mit  den  Bedingungen  des  Systems  ver- 
einbarten Bewegungen  gleichzeitig  die  Bewegung  in  direct  entgegen^ 
gesetztem  Sinne  möglich  ist. 

§  227.  Seien  die  invariabel  miteinander  verbundenen  Punkte 
des  Systems  A,  A',  A"  < .  .  n  an  der  Zahl  gegebenen  Bedingungen 
unterworfen.  Die  Bedingungen  werden  durch  Gleichungen  ausge- 
drückt sein. 

Seien  ferner  x,  y,  z,  x',  y',  z',  x'',  y",  z"  die  Coordinaten  der 
Punkte,  also  3n  an  der  Zahl. 

Die  Zahl  der  Gleichungen  muss  weniger  als  3  n  sein,  da  sonst 
alle  Punkte  fix  wären  und  p.    gj 
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das  ganze  System  in  Ruhe 
sein  würde,  welche  Kräfte 
immer  daran  wirken. 

Nehmen  wir  an,  die 
Zahl  der  Gleichungen  sei 
3  n  —  1,  von  der  Form 
F  (X,  y,  z,  x^  y'  .  . .)  =  0. 
In  diesem  Falle  sagt  man, 
dass  das  System  mit  com- 
pleten  Liaisons  sei,  alle 
Punkte  sind  dann  unter- 
worfen auf  gewissen  ge- 
gebenen Curven  zu  ver- 
bleiben, und  die  Deplacierung  eines  Punktes  hat  die  Deplacierung 
aller  anderen  Punkte  zur  Folge. 
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Denn  aus  den  Gleichungen  kann  man  alle  Coordinaten  x',  j%  z* 
x'',  y",  z*'  eliminieren;  so  da^s  man  aus  den  Gleichungen  die  Werte 
von 

y  =  f(x),  z  =  f'(x) 
ziehen  kann. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Curve  AL  vor^  auf  welcher  der 
Punkt  A  zu  yerbleiben  hat.  In  dieser  Weise  kann  man  mit  den 
anderen  Punkten  vorgehen,  und  man  wird  sich  überzeugen,  dass 
jeder  Punkt  auf  einer  Curye  zu  verbleiben  hat. 

Femer  kann  man  alle  Variabein  durch  eine  einzige,  sei  es  x, 
ausdrücken,  so  dass,  wenn  man  die  Lage  eines  Punktes  kennt,  die 
der  anderen  Punkte  bestimmt  ist,  und  ertheilt  man  einem  Punkte 
ein  virtuelles  Deplacement,  so  ergeben  sich  die  virtuellen  Depla- 
cierungen  aller  anderen  Punkte   des  Systems  aus  den  Gleichungen. 

Endlich  kann  man  ai|f  der  Curve  jedem  Punkte  eine  virtuelle 
Verrückung  nach  dem  einen  oder  dem  entgegengesetzten  Sinne  er- 
theilen,  so  dass  sich  daraus  für  jeden  Punkt  zwei  gleiche  virtuelle 
Arbeiten  von  entgegengesetztem  Zeichen  ergeben. 

Setzen  wir  schließlich,  wie  in  den  früheren  Fällen,  voraus, 
dass  an  jedem  Punkte  nur  eine  Kraft  angreift,  da  man  stets  statt 
der  mehreren  Kräfte  die  Resultante  nehmen  kann. 

§  228.  Nehmen  wir  also  an,  dass  die  Kräfte,  welche  an  den 
Paukten  A,  A',  A"  wirken,  sich  Gleichgewicht  machen,  da  nun  alle 
Punkte  des  Systems  invariabel  miteinander  verbunden  sind^  so 
oehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  des  Systems  B,  welcher  mit  den 
Punkten  A^  A'  durch  zwei  starre,  um  B  bewegliche  Strecken  BA, 
B  A'  verbunden  ist,  bringen  an  A  und  B  in  der  Richtung  der  Linie 
BA  zwei  gleiche  Kräfte  Q, — Q  von  entgegengesetztem  Zeichen  an, 
und  an  den  Punkten  BA^  in  der  Richtung  dieser  Linie  ebenfalls 
zwei  gleiche  Euräfte  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  Q', — Q', 
wodurch  der  Zustand  des  Systems  nicht  geändert  wird. 

Nennen  wir  nun  die  Projectionen  der  den  Punkten  ertheilted 
virtuellen  Deplacierungen  auf  die  Kräfte  8p,  8p',  8p"  und  bezeichnen 
die  virtuelle  Arbeit  der  an  A  angebrachten  Kraft  Q  mit  Q8q  und 
die  virtuelle  der  an  A'  angebrachten  Kraft  Q'  mit  Q'8q'.  Die  Inten- 
sität der  angesetzten  Kraft  Q'  ist  willkürlich,  und  können  wir  sie 
so  bestimmen,  dass  Q'  und  P'  den  Punkt  A'  auf  der  Curve  A'L'  im 
Gleichgewichte  halten,  was  dann  der  Fall  sein  wird,  wenn  man  bat 

P'8p'-f  Q'8q'==0. 
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Man  kaDn  alsdaDn  P'  und  Q'  ganz  unterdrücken,  als  wenn 
sie  nicht  vorhanden  wären. 

Ebenso  können  wir  die  Kraft  Q  so  bestimmen,  dass  die  KrSfte 
— Q,  — Q'  den  Punkt  B  im  Gleichgewichte  halten,  was  eintreten 
wird,  wenn  man  hat 

Q8q  +  Q'8q'  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Qleichungen  folgt 

P'8p'  =  Q8q. 

Aus  der  vorletzten  Gleichung  sieht  man  auch,  dass  man  die 
beiden  Kräfte  an  B  unterdrücken  kann,  so  dass  an  A  außer  der 
Kraft  P  noch  die  Kraft  Q  bleibt. 

Wir  hahen  also  in  der  Weise  operiert,  dass  wir  die  Kraft  F 
an  A'  ganz  unterdrückt,  dafür  aber  an  A  eine  neue  Kraft  Q  von 
der  Intensität  hinzugefügt,  dass  die  virtuelle  Arbeit  derselben  Q8q 
gleich  ist  der  virtuellen  Arbeit  der  Kraft  P',  also  dem  Producte  P'Sp*. 

In  dieser  Weise  können  wir  mit  den  anderen  Kräften  machen, 
und  alle  nach  A  transportieren. 

§  229.  Jeder  Punkt  kann  sich  ferner  auf  der  Curve  nach 
zwei  Richtungen  mit  entgegengesetzten  Zeichen  bewegen,  so  dass 
man  zwei  gleiche  virtuelle  Deplacierungen  von  entgegengesetztem 
Zeichen  hat,  was  auch  aus  den  Gleichungen  zu  ersehen  ist. 

Es  seien  nämlich  die  (3n — 1)  Gleichungen  von  der  Form 

f  (x,  y,  z,  x',  y',  z'  .  , .)  =  0. 

Differenziert  man  dann  eine  Gleichung  nach  allen  darin  vor- 
kommenden Variabeln,  so  wird  die  Gleichung  sein 

8f  8f         8f         Sf  _ 

"8 T  +  "87  +  IT  +  y^F + "' 

und  die  anderen  Differenzialgleichungen  der  übrigen  Gleichungen 
werden  von  ähnlicher  Form  sein.  Genügen  nun  die  8x,  8y,  8x..., 
positiv  genommen,  diesen  Gleichungen,  so  wird  diesen  Differenzial- 
gleichungen auch  Genüge  geschehen,  wenn  man  allen  diesen  Varia- 
tionen das  negative  Vorzeichen  gibt,  so  dass  ftir  jeden  Punkt  zwei 
gleiche  und  im  entgegengesetzten  Sinne  gerichtete  Deplacierungen 
sich  ergeben. 

Wir  haben  ferner  alle  virtuellen  Arbeiten  nach  einem  ein- 
zigen Punkte  A  verlegt^  und  damit  das  System  im  Gleichgewichte 
ist,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  diese  nach  einem  ein- 
zigen Punkte  A  verlegten  Kräfte  sich  Gleichgewicht  machen,  also 
dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  bei  jeder  virtuellen  mit  dem 
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System  yerträglichen  Deplacierung  gleich  Null  ist,   mithin  dass  die 
Gleichung  besteht 

1.     P8p  +  P'8p'  +  P"8p''  +  ...  =  SP8p  =  0. 

§  230.  Ist  die  Anzahl  der  Bedingungen  kleiner  als  im  vorigen 
Falle,  wo  wir  also  ein  System  mit  nicht  completen  Liaisons  habeü, 
so  können  wir  uns  zu  den  vorhandenen  Liaisons  immer  neue  Liaieons 
hinzudenken,  bis  die  Zahl  der  vorhanden  gewesenen  und  hinzuge- 
fügten Liaisons  3n — 1  wird,  so  dass  irgend  eine  mit  dem  System 
verträgliche  virtuelle  Deplacierung  die  einzig  mögliche  wird.  Das 
Gleichgewicht  wird  hiedurch  nicht  gestört,  wenn  es  vorher  bestanden. 
Alsdann  ist  aber  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung, 
damit  die  Kräfte  des  nunmehr  mit  completen  Liaisons  gewordenen 
Systems  sich  Gleichgewicht  machen,  dass  die  Summe  aller  virtuellen 
Arbeiten  für  jede  mit  dem  System  verträgliche  Deplacierung  ver- 
schwinde, folglich  ist  auch  hier  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten 
gleich  Null  fär  jede  virtuelle  Deplacierung,  welche  mit  den  Bedin- 
gungen des  Systems  vereinbar  ist.  * 

§.  231.  Umgekehrt,  wenn  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  der  an  einem  Punktsysteme  wirkenden  Kräfte 
gleich  Null  ist  für  jede  Deplacierung,  die  mit  dem  Systeme 
vereinbar  ist,   so  machen   sich   die   Kräfte  Gleichgewicht. 

Denn  könnten  die  gegebenen  Kräfte  das  System  nach  irgend 
einer  Kichtung  in  Bewegung  setzen,  so  müssten  alle  Punkte  während 
einer  unendlich  kurzen  Zeit,  unendlich  kleine  Deplacierungen  be- 
schreiben. Man  könnte  aber,  ohne  diese  Bewegung  zu  ändern,  neue 
Bedingungen  einführen,  welche  das  System  zu  einem  mit  completen 
Liaisons  machen,  und  welche  jede  Bewegung  verhindern  würde,  die 
von  der  verschieden  wäre,  die  vermöge  Voraussetzung  statthat.  Man 
würde  aber  alsdann  ein  System  mit  completen  Liaisons  haben,  in 
welchen  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  gleich  Null  ist,  und  wo 
die  Kräfte  dennoch  nicht  im  Gleichgewichte  wären,  was  aber  den 
früher  bewiesenen  Sätzen  widerspricht. 

Man  hat  demnach  das  allgemein  geltende  Theoreme,  wonach, 
wenn  Kräfte  auf  ein  Punktsystem  wirken,  die  Gleichungen  zwischen 
den  Coordinaten  desselben  mögen  von  welcher  Art  immer  sein,  die 
notbwendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Gleichgewichtes  die 
ist,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  direct  applicierten 
Elräfte  Null  sei  bei  allen  virtuellen  Deplacierungen,  die  mit  dem 
Systeme  verträglich  sind. 
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§  232.  Wie  wir  gesebeD,  liegt  der  HerleitUDg  des  Principes 
der  virtuellen  Deplacierungen  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass, 
wenn  der  Punkt  auf  einer  Fläche  oder  Curve  zu  verbleiben  hat, 
die  Resultante  der  Kräfte  normal  zur  Fläche  oder  Curve  stehen 
muss,  indem  dann  die  Projection  der  Deplacierung  auf  die  Resul- 
tante gleich  Null  sein  muss.  Diese  Voraussetzung  ist  aber  nur  dann 
richtig,  wenn  die  Fläche  oder  Curve  keine  Reibung  entwickelt,  so 
dass  die  Bewegung  nach  keiner  Seite  der  Tangentialebene  der 
Fläche  oder  der  Tangente  der  Curve  gehemmt  ist. 

Im  gegentheiligen  Falle,  wenn  Reibung  vorhanden  ist,  muss 
die  Resultante  nicht  mehr  normal  sein. 

Sei  die  Fläche,  worauf  der  Punkt  zu  verbleiben  hat,  L  M,  die 
auf  den  Punkt  A  wirkende  Kraft  P  nicht  normal  zur  Fläche.  Wir 

zerlegen  die  Kraft  in  zwei  Kräfte,  die 
eine  normal  zur  Fläche  N  A,  die  andere 
tangential  AT. 

Gesetzt  also,  dass  die  Tangential- 
kraft AT  durch  die  Reibung  gehemmt 
also  aufgehoben  wird,  so  wird  A  in 
Ruhe  bleiben,  ungeachtet  P  nicht  normal 
zur  Fläche  steht. 

Kann  also  der  Schluss  auf  das 
Normalsein  der  Kraft  nicht  gemacht 
werden,  so  können  alle  weiteren  Schlüsse 
und  das  ganze  Princip  nicht  mehr  gezogen  werden.  Es  kann  Gleich- 
gewicht vorhanden  sein,  und  dennoch  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  nicht  verschwinden,  nicht  gleich  Null  sein. 

§  233.  Dieser  Umstand  vermindert  den  Wert  des  Theoremes 
der  virtuellen  Deplacierungen.  Wie  kann  man  nämlich  wissen,  dass 
eine  ideale  Fläche  oder  Curve,  die  von  den  Liaisons  herstammt,  keine 
Reibung  entwickelt?  Das  ist  sehr  schwer. 

Kennt  man  die  Intensität  der  Reibung,  so  kann  man  statt 
derselben  eine  Kraft  einführen  und  dann  vom  Principe,  wie  in  den 
firäheren  Fällen,  Gebrauch  machen,  indem  man  zu  der  Summe  der 
virtuellen  Arbeiten  aller  vorhandenen  Kräfte  die  virtuelle  Arbeit  der 
eingefohrten  Kraft  hinzufügt,  und  alsdann  muss,  im  Falle  des  Q-leich- 
gewichtes,  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte,  die  ein- 
geführte Kraft  mitgerechnet,  gleich  Null  sein. 

§  234.  Das  Princip  der  virtuellen  Deplacierungen  kann  aach 
in  einer  andern  Gestalt  dargestellt  werden. 
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In  der  Regel  bringt  man  nicht  die  Kraft  selbst,  sondern  deren 
Componenten  X,  Y,  Z  nach  den  Achsen  eines  rechtwinkeligen  Co- 
ordinatensystems  in  Rechnung.  Seien  also  die  Componenten  der  Kraft 
P,  bezogen  anf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  X,  Y,  Z.  Die 
virtuelle  Arbeit  der  Kraft  P,  wo  man  die  Projection  virtueller  De- 
placierung  auf  die  Kraft  P  mit  8  p  bezeichnet,  ist  PSp.  Die  vir- 
taellen  Arbeiten  der  Componenten  sind 

X8x,  Y8y,  Z8z 
wenn  dx,  dy,  dz  die  Projection    der   virtuellen  Deplacierung   nach 
denselben  Achsen  sind. 

Wie  wir  aus  Früherem  wissen,  ist 

P8p  =  X8x  +  Y8y4-Z8z. 

Ahnliche  Gleichungen  werden  wir  bei  den  anderen  Kräften 
haben,  wenn  wir  diese  mit  P',  P''  .  .  .,  deren  Componenten  nach  den 
Achsen  mit  X',  Y',  Z',  X" . .  .  und  nach  den  Achsen  mit  8x',  8y', 
?z',  8x'* ...  die  Projectionen  der  virtuellen  Deplacements  auf  P  mit 
^p^  8  p"  . . .  bezeichnen. 

Substituieren  wir  aber  die  Werte  von  P8p,  P'8p...  in  die 
Gleichung  1.,  so  hat  man 

2.     SP8p  =  E[X8x  +  Y8y-4-Z8z]  =  0. 

Dabei  erstreckt  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  direct  appli- 
eierten  Kräfte  und  alle  mit  dem  Systeme  compatiblen  Verrückungen, 
bei  welchen  also  die  Liaisonsgleichungen  ungestört  bleiben,  und  ver- 
steht man  unter  Summe  immer  die  algebraische  Summe. 

Dreißigstes  Capital. 

Ableitungen  der  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  aus  obigem 

Principe. 

§  235.  Aus  diesem  allgemeinen  Principe  der  virtuellen  Depla- 
cierungen  können  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  Punkt- 
systems abgeleitet  werden. 

Gesetzt,  es  wirken  an  den  Punkten,  n  an  der  Zahl,  n  Kräfte 
P,  P',  P"  . . .,  also  an  jedem  Punkte  des  Systems  eine  Kraft,  was 
keine  Einschränkung  bedeutet,  da,  wie  wir  bereits  bemerkt,  wenn 
mehr  Kräfte  an  einem  Punkte  wirken,  man  immer  die  Resultante 
statt  der  einzelnen  Kräfte  nehmen  kann. 

Die  Componenten  der  Kräfte  nach  den  rechtwinkeligen  Achsen 
seien  X,  Y,  Z,  X'  . .  .,  die  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte  x,  y,  z, 
^' . . .,   die   Projectionen   der   virtuellen    Deplacierungen    nach   den 

WelsBtein,  Rationelle  Mechanik.  I.  ^^ 
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Achsen  8x,  8y,  8  z,  8x'  .  .  .,  die  Anzahl  der  Gleichungen  der  Liaison 
zwischen  den  Punkten  gleich  k. 

1,     L  =  0,    Li  =  0,    L2  =  0  . . . 

Vermöge    des   Principes    der    virtuellen   Deplacierungen   haben  wir 
ferner,  im  Falle  des  Gleichgewichtes 

2.     S[X8x  +  Y8y +  Z8z]  =  0. 

Diese  Gleichungen  müssen,  wenn  man  dem  Systeme  eine  un- 
endlich kleine,  mit  dem  Systeme  compatible  Deplacierung  ertheilt, 
auch  den  neuen  Coordinaten  genügen,  die  Gleichungen  müssen  auch 
für  die  neuen  Lagen  der  Punkte,  also  auch  für  x  -f-  8x,  j  -\-  8y, 
z  -|-  8  z,  x'  -)-  8x'  .  .  .  richtig  sein. 

Es  müssen  demnach  bezüglich  der  mit  dem  Systeme  vereinbarten 
Variationen  8x,  8y,  8z,  8x',  8y' ...  die  nachstehenden  Gleichungen 
bestehen. 

r  3L  .      ,     8L  .      ,     8L  .      ,    8L   ^   ,    ,    8L  .   ,  _ 

|_8x  +  -g— 8y  +  -g-8z+-g^8x'  +  -g^8y  ...  =  0 

3      ^Skg  8^  SL^g  SL^g^^ 

^-     *   öx  '      8y      "^     '      8z  '     8x'  '     8y'     "^ 

^  8x  +  -^  ^  8y  -f  -- -^  8z  +  -5^^  7  Sx'  +  -~f  8y' .  .  .  =  0 
bx  '      oy      "^     '      8z  ox'  '      8y'     "^ 


§  236.  Dabei  sind  L,  L^,  L2  .  . .  Functionen  einiger  oder  aller 
Coordinaten  von  der  Form 

L  =  f  (x,  y,  z,-x',  y'...) 

und  ähnliche  Functionen  werden  auch  die  anderen  Gleichungen  sein. 
Alle  stellen  gewisse  Fläehen  vor,  auf  welchen  sich  die  Punkte  be- 
finden. Ändert  man  das  Zeichen  aller  in  den  Gleichungen  3.  vor- 
kommenden Größen  8x,  8y, .  .  .  so  bleiben  die  Gleichungen  auch 
richtig,  so  dass  man  die  Deplacierungen  in  dem  einen  und  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  ertheilen  kann.  Die  Gleichungen  3.  enthalten 
ferner  3  n- Variationen. 

Aus  den  k-Gleichungen  3.  können  wir  die  Werte  von  k- Varia- 
tionen, ausgedrückt  in  Werten  der  anderen  3n — k- Variationen  be- 
stimmen, und  diese  Werte  in  die  Gleichung  2.  hineintragen.  Die 
darin  vorkommenden  restierenden  3  n — k- Variationen  sind  ganz  will- 
kürlich, weil  die  Gleichung  2.  für  alle  unter  den  Bedingungen  des 
Systems  zulässigen  Variationen  der  Coordinaten  gelten  muss,  und  die 
gegebenen  Bedingungen  durch  die  Gleichungen  3.  schon  in  Bechnung 
gebracht  wurden.   Die  Gleichung  2.  kann  daher  nur  dann  bestellen^ 
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wean  jeder  Coefficient  der  restierenden  3  n — k- Variationen  für  sich 
gleich  Null  ist. 

Dadurch  bekommen  wir  3  n — k  neue  Gleichungen,  und  durch 
Verbindung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  1.,  zusammen 
3  n-Gleiöhungen  zwischen  den  Componenten  der  Kräfte  und  den 
Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte,  welche  für  das  Gleichgewicht 
nothwendig  und  hinreichend  sind. 

§  237.  Die  Elimination  von  k-Variationen  aus  den  Gleichungen  3. 
kann  durch  die  Methode  der  Multiplicatoren  bewirkt  werden, 
wodurch  wohl  nicht  die  Rechnung  erleichtert  wird,  man  aber  zu- 
gleich die  Liaisonskräfte  berechnen  kann. 

Multipliciert  man  nämlich  die  erste  der  Gleichungen  3.  mit  X, 
die  zweite  mit  X,,  die  dritte  mit  X2  . . .,  K  an  der  Zahl,  addiert  die- 
selben, und  fügt  die  Gleichung  2.  hinzu,  so  kommt 


4.     1 


8x       '     8x  8x 

Die  Größen  der  eingeführten  Multiplicatoren  sind  willkürlich, 
wir  können  sie  daher  so  wählen,  dass  die  Coefficienten  yon 
k-Variationen  gleich  Null  sind,  so  dass  die  daraus  sich  ergebenden 
Werte  dazu  dienen,  die  k  Multiplicatoren  zu  berechnen.  Es  bleiben 
daher  dann  in  der  Gleichung  3  n — k- Variationen,  welche  ganz  will- 
kürlich sindy  und  kann  die  Gleichung  4.  nur  bestehen,  wenn  die 
Coefficienten  der  einzelnen  Variationen  jeder  für  sich  gleich  Null 
werden,  und  mithin  die  Coefficienten  aller  3  n- Variationen  gleich 
Nail  sind. 

Dadurch  aber  bekommen  wir  ein  System  von  3  n-Gleiehungen 
von  nachstehender  Form: 

8L  .    .    — ,  .      .    — ,  ,      , 

12  +  .. 


5. 


X  +  -. 


ÖX 

8L 
8L 


x  +  l^x.  +  ^^^-x. 


5x 


ox 


^  +  ^h+-J^h  + 


z 
8L 
8x'" 
8L 
8y' 
8L 
8  z' 


X  + 


8y 

8L, 


8y 
8L2 


=  0 


0 


X'  +  --£'r>>  + 


Y'  + 


8z 
8L 

"8"y 

8L 


Aj  -| — ^       Xg  -(-  .  .  .  —  0 


'-h-h 


Sz 
8L 
8  z 

^  +  T^  ^'  +  T  z'~  ^^  + 


1  Xj  +  . . .  =  0 
Xj  -)-  . .  .  =  0 


=  0 


12* 
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Von  diesen  3  n-Gleichungen  bestimmen  k- Gleichungen  die 
Größen  der  eingeführten  Multiplicatoren,  und  führt  man  diese  Werte 
in  die  übrigen  Gleichungen  ein,  so  hat  man  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes. 

Finden  umgekehrt  die  Gleichungen  5.  statt,  alsdann  machen 
sich  die  Kräfte  Gleichgewicht.  Denn  multipliciert  man  diese 
Gleichungen  respective  mit  Sx^  Sy,  Sz,  Sx'  .  .  .,  so  gelangt  man 
zur  Gleichung  4.  und  dann,  unter  Beachtung  der  Gleichungen  3., 
zur  Gleichung  2.,  welche  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  ist,  und 
ausdrückt,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte  gleich 
Null  ist. 

§  238.  Die  Gleichungen  5.  führen  zur  Kenntnis  der  Kräfte 
der  Liaison. 

In  der  That,  betrachten  wir  die  Gleichung  L  =  0,  so  kann 
man  diese  Gleichung  unterdrücken  und  statt  derselben  zu  den 
bereits  vorhandenen  Kräften  neue,  die  Liaison  vorstellende  und  sie 
vollkommen  ersetzende  Kräfte  hinzuftigen,  so  dass  die  Gleichungen  5. 
dieselben  bleiben  und  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  werde. 

Man  könnte  nämlich  statt  der  zu  unterdrückenden  Gleichung 
L  =  0,  am  Punkte  A  eine  Kraft  einführen,  deren  Componenten 
nach  den  Achsen 

XSL      XSL      XSL 


8x  ' 

8y  '       8z 

wären,  femer  am   Punkte  A' 

eine    Kraft   einfahren,    deren    Com- 

ponenten  nach  den  Achsen 

X8L 

X8L      X8L 

8x'  ' 

8v'  '       8z' 

Wären,   und  so  an  allen  Punkten.    Die  Liaison  L  =  0   erzeugt  alle 
diese  Kräfte. 

Die  Intensität  der  an  A  anzubringenden  Kraft  wird  den  Aus- 
druck haben 

Die   Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  Kraft  an  A   mit   den 
Achsen  einschließt,  wttrden  dann  die  Ausdrucke  haben 

8L 
8x 


m + c^y + ß^y 
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8L 

5y 


IM' + m+ wf 


7- 

8L 

8  z 


Daraus  erklärt  man  gleich,  dass  diese  statt  der  Gleichung  der 
Liaison  L  =  0  eiogeführte  Kraft  an  A  normal  zur  Fläche  L  =  0 
steht,  und  so  wird  auf  die  Beschaffenheit  der  anderen  an  den 
anderen  angebrachten  Kräfte. 

In  derselben  Weise  können  wir  mit  den  anderen  Qleichnngen 
L|  =  0,  L2  =  0  .  • .  vorgehen,  das  ist,  sie  als  nicht  Yorhanden  zu 
betrachten,  und  statt  derselben  entsprechende  neue  Kräfte  an  allen 
Punkten  anbringen.  Diese  Hilfskräfte,  welche  die  Liaisons  ersetzten, 
sind  in  der  That  diejenigen,  welche  in  einem  Punktsysteme  die 
Drucke  und  Spannungen  erzeugen. 

§  239.  Haben  wir  nun  in  dieser  Weise  alle  Liaisons  unter- 
drückt, so  mtlssen  einerseits  alle  Punkte  des  Systems  als  ganz  freie 
betrachtet  werden,  und  andererseits  haben  wir  die  yorhandenen 
Kräfte  und  die  an  A,  A',  A"  eingeführten  neuen  Kräfte,  deren  Com- 
ponenten  nach  den  Achsen  sind  von  der  Liaison  L  =  0,  an  dem 
Punkte  A 

8L      5L        8L 
^8x'  ^§7    ^8z' 

am  Punkte  A' 

8L       8L       8L 

^6^'  ^8y''  ^8^ 

und  80  weiter. 

Aehnliches  wird  auch  von  den  anderen  Liaisons  sein,  und 
bezeichnen  wir  die  Componenten  aller  dieser  Kräfte  für  A  mit  (jl,  v,  p, 
für  A'  mit  |jl',  v',  p\  so  wird  man  haben 

ox  ox  ox 


6. 


8y     '      '    öy     '      -    8y     ' 
.  8L    ,    .    8L,    ,    ^    8L2    I 
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6. 


^    ~     8y'^^    *   8y'+    2  gy^  +••• 
n'  —  •).  ^^  _i_  ;    ^^'  4-  >    ^^^  4. 


und  so  an  allen  Punkten. 

Ist  nun  ein  System  im  Gleichgewichte,  so  erscheinen  alle  an 
den  nunmehr  freien  Punkten  wirkenden  Kräfte  durch  die  statt  der 
Liaison  eingeführten  Kräfte  zerstört. 

§  240.  Die  Gleichungen  5  und  die  der  Liaisons  1  kann  man 
als  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  betrachten,  indem  man  daraus 
die  3  n  Coordinaten  x,  y,  z,  x'  . .  .  und  auch  die  Größen  X,  X, . . ., 
und  daher  auch  die  Kräfte  der  Liaisons  berechnen  kann. 

Man  muss  noch  am  Schlüsse  bemerken,  dass  Variationen 
8x,  8y,  6z  . .  .  keineswegs  mit  den  Diflferenzials  dx,  dy,  dz  zu  ver- 
wechseln sind,  was,  wie  wir  später  sehen  werden,  in  der  Dynamik 
wichtig  ist. 

Die  Größen  8x,  8y,  8z  .  .  .  drücken  die  Projectionen  ideeller, 
möglicher  Verschiebungen  aus,  während  dx,  dy,  dz  unendlich  kleine 
Zuwachse  der  Coordinaten  eines  Körpers  in  Bewegung  während 
eines  Zeitintervalls  dt  sind.  Ein  reelles  Deplacement  ist  im  Allge- 
meinen nicht  compatibel  mit  den  Liaisons  zu  einer  Zeit  t. 

Enthält  nämlich  die  Liaisonsgleichung  die  Zeit,  so  wird  ihr 
Differenzial  sein 

dL  j^    ,    dL  j       I    dz  ,    dz   , 

-r-  dt  4-  3-  dx  4-  j—  dy  4-  j-  d z  +  . . .  =  0, 
dt  '    dx  '    dy    "^    '    dz  ' 

während  wir  bei  virtueller  Deplacierung  die  Gleichung  haben 

-    8x  + ^- 8y  +  -    -  6z  +  .  .  .  =  0. 
5x  oy  oz 

Diese  beiden  Gleichungen  stimmen  nur  dann  tiberein,  wenn 
die  Gleichung  L  =  0  die  Zeit  nicht  enthält,  wo  also  -r-dt=0i8t. 

Dann  ist  auch  8x  =:  dx,  8y  =  dy  .  .  . 

Aus  diesem  Grunde  hat  man  auch  beim  Principe  der  virtuellen 
Deplacierungen  statt  des  DiflFerenziaizeichens  das  Variationszeichen 
eingeführt. 
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!E]iziunddreißigstes  Capitel. 

Herleitnng  der  Oleichungeii  des  Gleichgewiclites  eines  soliden  Eörpe  is 

§  241.  Aus  der  allgemeinen  Gleichung  des  Gleichgewichtes 

i:[X5x4-Y5y  +  Z8z]  =  0 

lassen  sich  alle  sechs  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines  soliden 
Körpers  herleiten. 

Der  Körper  kann  eine  Bewegung  der  Translation  und  eine  der 
Rotation  annehmen,  und  jede  derselben  nach  drei  Richtungen  der 
Achsen. 

Ertheilen  wir  nun  dem  Körper  eine  virtuelle  Deplacierung 
nach  der  Richtung  einer  der  Achsen,  beispielsweise  nach  der  x-Achse^ 
also  8x^  alsdann  sind  alle  Sy,  8z=:0;  und  obige  Gleichung  wird 

EX8x  =  0,  2X  =  0. 

Ertheilen  wir  dem  Körper  succesive  nach  den  anderen  Achsen 
virtuelle  Deplacements  8y,  8x,  alsdann  ergeben  sich  drei  Gleichungen 

'sx  =  o 

£¥==0 
SZ=0. 

Wir  haben  ferner  aus  obiger  allgemeiner  Gleichung  gefunden, 
dass  die  virtuelle  Arbeit  einer  Kraft  in  einer  Rotationsbewegung 
gleich  ist  dem  Momente  der  Kraft  bezüglich  der  Rotationsachse, 
multipliciert  mit  der  Winkeldeplacierung.  Nennen  wir  nun  bei  einer 
Drehung  um  die  x- Achse  die  virtuelle  Winkeldeplacierung  89,  das 
Moment  der  Kraft  bezüglich  der  x- Achse  L,  so  wird  man  haben 

L8e  =  0,  oder  L  =  0. 

Nun  wissen  wir,  dass  L,  das  Moment  der  Kraft  bezüglich  der 
X-Achse  gleich  ist  zy — Yz,  daher 

zy— Yz  =  0. 

Dieselben  Resultate  hat  man  bei  den  anderen  Drehungen  um 
die  y-Achse  und  um  die  z-Achse. 

Man  hat  also  die  weiteren  drei  Gleichgewichtsbedingungen, 
wenn  man  bei  allen  Kräften  so  vorgeht 

S(Zy— Yz)  =  0 
2(Xz  — Zx)  =  0 
S(Yx-Xy)  =  0. 

Man  kann  dies  auch  unmittelbar  aus  obiger  Gleichung  ableiten. 
Nimmt  man  die  z- Achse  als  Rotationsachse,  so  dass  dz  =  0  ist. 
Ferner  hat  man 
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daher 


X  ==  r  cos  9 

y  =  r  sin  8 
8x  =  —  r  sin  e  89,  8y  =  r  cos  9  89 
8x  =  y89  8y  =  x69 


X  8x  +  Y  8y  +  Z  8z  =  (Yx— Xy)  89  =  0, 

und  in  dieser  Weise  kann  man  alle  drei  obigen  GleichungcD  ab- 
leiten. 

§  242.  Betrachten  wir  noch  die  allgemeine  Gleichung  des 
Gleichgewichtes 

2[X8x  +  Y8y  +  Z8z]  =  0 

und  nehmen  an,  sie  sei  die  exacte  Variation  einer  Function  von 
X,  y,  z,  x'  . .  ..  diese  mögen  unabhängige  Variables,  oder  abhängige 
miteinander  durch  die  Gleichungen  L  =  0,  L,  =  0  liiert  sein,  so 
wird  man  haben 

S  [X  8x  +  Y  8y  +  Z  8z]  =  8f .  (x,  y,  z,  x'  . .  .) 

Dann  ist,  wie  wir  wissen,  nothwendig,  dass  X,  Y,  Z,  X'  ,  . . 
die  partiellen  Deri vierten  der  Function  f  in  Bezug  auf  x,  y,  z,  x'  •  .  . 
sind,  denn  nur  in  diesem  Falle  kann  der  vorhergehende  Ausdruck 
die  exacte  Variation  der  Function  sein.  Alsdann  ist  aber  für  die 
Position  des  Gleichgewichtes,  und  nur  für  diese  der  entsprechende 
Wert  der  f  (x,  y,  z,  x'  .  . .)  ein  Maximum  oder  Minimum,  im  Falle 
die  Function  eines  Maximums  oder  Minimums  überhaupt  i^hig  ist. 
Denn  nur  für  die  Gleichgewichtslage  ist  S  [X  8x  -f-  Y  8y  -J-  Z  8z]  =  0^ 
was  bekanntlich  Bedingung  eines  Maximums  oder  Minimums  ist. 
Bei  einem  Maximum  ist  das  Gleichgewicht  stabil,  das  heißt,  dass  der 
Körper,  wenn  man  ihn  von  der  Gleichgewichtslage  noch  so  wenig 
entfernt,  die  Rückkehr  zur  Gleichgewichtslage  anstrebt,  und  in 
mehr  oder  weniger  Zeit  dahin  zurückgelangt.  Bei  einem  Minimum 
ist  das  Gleichgewicht  labil,  und  kehrt  der  Körper,  wenn  er  nur 
ein  wenig  von  seiner  Position  des  Gleichgewichtes  derangiert  wird, 
dahin  nicht  mehr  zurück. 

Zweiunddreißigstes  Capitel. 
Deformable  Systeme. 

Pnncip  der  Solidtfication, 

§  243.  Bisnun  haben  wir  das  Gleichgewicht  fester  Körper  be- 
trachtet, Körper  von  unveränderter  Form.  Jetzt  denken  wir  uns  ein 
materielles  System,  dessen  einzelne  Punkte  miteinander  in  gewisser 
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Weise  verbunden  sind,  die  Verbindung  dabei  aber  nicht  von  in- 
variabler Form  ist. 

Wir  sprechen  für  alle  solche  Systeme  das  Princip  aus,  welches 
man  das  der  Solidification  nennt. 

Befindet  sich  ein  deformables  System  im  Gleichge- 
wichte, alsdann  müssen  die  äußeren,  das  ist  die  direct 
applicierten  Kräfte  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
von  direct  applicierten  Kräften  bei  festen  Körpern  ent- 
sprechen. 

In  der  That,  da  das  System  im  Gleichgewichte  ist,  wird  es 
dabei  bleiben,  wenn  man  die  Punkte  in  invariabler  Focm  mitein- 
ander verbindet,  das  ist,  wenn  man  das  System  solidificiert.  Bei  diesem 
in  der  Weise  constituierten  festen  Körper  müssen  aber  die  Kräfte^ 
wenn  sie  im  Gleichgewichte  sind,  den  sechs  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  entsprechen,  folglich  sind  diese  sechs  Bedingungen 
auch  beim  deformablen  System  nothwendig,  aber  sie  sind  hier  im 
allgemeinen  nicht  hinreichend,  und  müssen  hier  zum  Gleichgewichte 
noch  neue  Beiingungen  hinzutreten. 

Oleichgewicht  von  Kräften  an  Schnüren, 

§  244.  Wirken  auf  die  Endpunkte  eines  biegsamen  und  un- 
ausdehnbaren Seiles  zwei  Kräfte  und  befinden  sich  diese  im  Gleich- 
gewichte, so  muss,  wie  wir  früher  gesehen,  das  Seil  in  gerader  Linie 
gespannt  und  die  beiden  an  den  Endpunkten  wirkenden  Kräfte  nach 
der  Länge  des  gespannten  Fadens  gerichtet, 
dabei  einander  gleich  und  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen  sein. 

Würden  die  Kräfte  nicht  nach  der 
Länge  des  gespannten  Seiles  gerichtet  sein, 
so  müssten  sie  es  drehen,  und  würden  sie  nicht 
einander  gleich  und  von  entgegengesetztem 
Zeichen  sein,  so  müssten  sie  es  nach  dem 
Sinne  der  Richtung  der  größeren  Kraft  fort- 
bewegen. Den  einer  jeden  der  an  den  beiden 
Endpunkten  wirkenden  Kräfte  zukommenden 
Wert  nennt  man  die  Spannung  des  Seiles. 

§  245.  Wirken  drei  Kräfte  P,  P',  P'^ 
auf  einen  Punkt  A  vermittelst  dreier  Schnüre  AP,  AP',  AP",  welche 
sich  an  diesen  Punkten  vereinigen,  und  sind  diese  Kräfte  im 
Gleichgewichte,    so   muss   jede   der   drei  Kräfte   genau   gleich   und 


Fi^.  63. 


P" 
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direct  entgegengesetzt  der  Resultante  der  beiden  anderen  Kräfte 
sein.  Diese  drei  Kräfte  miissen  also  in  einer  und  derselben  Ebene 
sein  und  sich  jede  Kraft  wie  der  Sinus  des  Winkels  zwischen  den 
Richtungen  der  beiden  anderen  Kräfte  verhalten. 

Fixiert  man  einen  Punkt  auf  der  Richtung  einer  Kraft,  sei  es 
P,  BO  kann  man  die  Kraft  P  unterdrücken  und  dennoch  Gleich« 
gewicht  haben,  da  an  der  Stelle  der  Kraft  die  Fixität  getreten, 
welche  die  Kraft  vollkommen  ersetzt.  Der  Druck,  welchen  der  auf 
dem  Seile  AP  fixierte  Punkt  A'  erleidet,  ist  gleich  und  direct  ent- 
gegengesetzt der  Kraft  P,  welche  man  einführen  müsste,  wenn  der 
Punkt  A'  wieder  frei  geworden  wäre,  um  das  Gleichgewicht  herzn- 
stellen.  Fixiert  man  auf  dem  Seile  AP'  ebenfalls  einen  Punkt  und 
ebenso  auf  dem  Seile  AP"  einen  Punkt  statt  der  Kräfte,  welche 
entfallen,  so  werden  die  Drucke,  den  diese  Punkte  erleiden,  gleich 
und  direct  entgegengesetzt  den  respectiven  Kräften  P',  P"  sein, 

§  246.  Sind  die  beiden  Kräfte  P,  F  an  den  Enden  der  Schnur 
PAP',  welche  durch  einen  Ring  geht,  angebracht,  wird  dieser  Ring 

A  durch    eine  dritte  Kraft  P"  gehalten,    und 
Flg.  64.  findet  Gleichgewicht  statt,  so  wird  dieses  nicht 

gestört,  wenn  wir  den  Ring  A  fixieren.  Es 
muss  also  dann,  da  die  Schnur  PAP'  gleiten 
kann,  zwischen  den  zwei  Kräften  P,  P'  Gleich- 
gewicht stattfinden,  also  müssen  diese  beiden 
Kräfte  einander  gleich  sein,  da  sonst,  wenn  P 
nicht  der  Kraft  P'  gleich  wäre,  eine  Fort- 
bewegung nach  der  Richtung  der  größeren 
Kraft  erfolgen  müsste,  infolge  der  Wirkung 
|/>"  der   Kraft   von    der  Intensität  (P — P')   oder 

(P'_P).     Es  muss  also  P  =  P'  sein. 
§  247.  Man  kann  dieses  noch  in  anderer  Weise  beweisen. 
Der  Ring  A  kann  sich  längs  der  Schnur  PAP'  bewegen. 
Fixieren  wir   also   auf  den  Richtungen  der  Schnüre  PA,  AP 
zwei  Punkte  A',  A",  so  wird  das  Gleichgewicht    nicht  gestört,    als- 
dann  ist   aber   der  Punkt  A  gezwungen   auf  der  Oberfläche    eines 
Rotationsellipsoides  zu  verbleiben,  dessen  beide  Brennpunkte  A'  und 
A"  sind,  da  die  Summe  der  Distanzen  AA'  und  AA"  stets  bei  der 
Bewegung  constant   bleibt   und   gleich    der  großen  Achse  ist.    Man 
kann  mithin  die  Schnur  A'AA"  ganz  unterdrücken,  wenn  man  den 
Punkt  A  der  Bedingung  unterwirft,  beständig  auf  dieser  Oberfläche 
zu  verbleiben.    In  dieser  Weise  wird   aber  der  Punkt  A  nur  dann 
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sich  im  Gleichgewichte  befinden,  wenn  die  Kraft  P",  welche  auf  ihn 
wirkt,  normal  zur  Oberfläche  steht.  Die  Richtung  dieser  Kraft  P" 
muss  demnach,  vermöge  bekannter  Eigenschaft  der  Ellipse,  Bisec- 
trice  des  Winkeh  A'AA"  sein.  Diese  Bisectrice  ist  die  Richtung 
der  Resultante  der  beiden  Kräfte  P,  P',  folglich  sind  die  beiden 
Kräfte  P,  P'  einander  gleich. 

Stellt  man  nun  die  beiden  Kräfte  P,  P'  durch  die  Strecken 
AP,  AP'  vor  und  nennt  den  Winkel  A'AA''ö>,  so  wird  die  dritte 
Kraft  P'',  welche  der  Resultante  der  Kräfte  P  und  P'  direct  ent- 
gegengesetzt ist,  gleich  sein  2  P  cos  ^-.  P"  ist  auch  der  Druck,  den 
A  erleidet,  wenn  der  Ring  fixiert  wird. 


Dreiunddreiöigstes  Capitel. 

Gleichgewicht  der  Kräfte  bei  einer  Sellcurve. 

§  248.  Seien  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  E,  F  durch  biegsame 
und  ausdehnbare  Seile  verbunden.  An  den  Punkten  A,  F  sind  Kräfte 
H  und  K  angebracht,  welche,  damit  Gleichgewicht  vorhanden  ist, 
nothwendig    nach    den 

Längen  der  Fäden  A  B,  *'^«^-  ^^• 

EF  gerichtet  sein  müs- 
sen. An  den  Punkten 
B,C,D,  Esind  beliebige 
Kräfte  P,  P',  P",  P"' 
angebracht ,  welche 
vermittelst  an  diesen 
Punkten  befestigter 
Schnüre  nach  den  Rich- 
tungen BP,  CP',  DP'', 
E  P'"  wirken.  Wir 
denken  uns  an  jedem  Punkte  wirke  bloß  eine  Kraft,  denn  wirken 
deren  an  einem  Punkte  mehrere,  so  können  wir  sie  immer  zu 
einer  Resultante  vereinigen  und  statt  der  Kräfte  die  Resultante  in 
Rechnung  bringen,  und  die  verschiedenen  Resultanten  mit  P,  P', 
P",  P'"  bezeichnen. 

Diesen  Complex  von  Seilen,  welche  an  den  Spitzen,  also  an 
den  Punkten  B,  C,  D,  E  mit  festen  Knoten  verbunden  sind,  nennt 
man  ein  Seilpolygon.    Statt   der  Knoten   können  Ringe   angebracht 
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sein,  die  wir  einstweilen  aussehließen,  und  werden  wir  darauf  später 


! 

I  zurückkommen. 


§  249.  Damit  nun  in  diesem  Systeme  Gleichgewicht 
vorhanden  ist,  ist  es  nothwendig,  dass  jedes  einzelne  Seil 
von  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten  Kräften,  die  wir 
uns  an  den  beiden  Endpunkten  des  Seiles  angebracht 
denken  können,  gezogen  werde. 

In  derThat,  würde  man  ein  Seil,  wieBC,  in  einem  Punkte  L 
durchschneiden,  so  wäre  das  Gleichgewicht  zerstört  und  die  Punkte 
B,  C  wtlrden  sich  nach  gewissen  Kichtungen  bewegen.  Man  sieht 
also  klar,  dass  die  an  den  Punkten  B,  C  vorhandenen  zwei  Kräfte 
sie  in  Bewegung  setzen  würden,  aber  durch  die  obwaltende  Liaison, 
welche  das  Seilstück  eingeführt,  zerstört  wurden.  Die  beiden  Kräfte 
sind  daher  nothwendig  gleich  und  entgegengesetzt  längs  des  Seiles 
BC  gerichtet. 

Die  Intensität,  welche  einer  jeden  der  am  Seile  B  C  wirkenden 
zwei  Kräfte  zukommt,  ist  die  Spannung  des  Seiles  BC. 

§  250.  Aus  dem  vorhergehenden  Grundsatze  können  wir  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  herleiten. 

Die  Kraft  H  an  Ä  können  wir  in  ihrer  Richtung  nach  B  ver- 
setzen, so  dass  an  B  zwei  Kräfte  H  und  P  angreifen,  welche  eine 
Resultante  haben,  deren  Richtung  nothwendig  in  die  Verlängerung 
von  OB,  BM  fällt.  Denn  wir  setzten  ja  voraus,  dass  im  Systeme 
Gleichgewicht  vorhanden  ist,  und  wird  dieses  nicht  gestört,  wenn 
wir  C  fixieren.  Dann  sieht  man  aber,  dass  die  Richtung  der  Resul- 
tante von  H  und  P  in  die  Verlängerung  von  OB  fallen  muss.  Diese 
Resultante  BM  ist  das  Maß  der  Spannung  des  Seilstückes  B C,  und 
muss  dieses  in  C  von  einer  gleichen  und  der  Resultante  BM  direct 
entgegengesetzten  Kraft  nach  der  Richtung  BC  gezogen  werden. 

Diese  Kraft  BJI  können  wir  uns  auf  ihrer  Richtung  nach  C 
versetzt  denken,  so  dass  an  C  die  Kräfte  BM  +  P'  =  H  -f  P  -f-  P' 
wirken,  welche  eine  Resultante  ergeben,  aus  früheren  Gründen,  ge- 
richtet nach  der  Verlängerung  DC,  nach  CN,  und  diese  ist  das  Maß 
der  Spannung  des  Seilstückes  CD. 

In  derselben  Weise  versetzen  wir  CN  nach  D,  an  welchem 
Punkte  demnach  die  Kräfte  H  +  P  +  P'  +  P"  wirken,  die  eine 
Resultante  nach  der  Verlängerung  von  ED,  also  nach  DO  haben. 
Diese  versetzen  wir  nach  E,  so  dass  an  E  die  parallel  zu  sich  selbst 
transportierten  Kräfte  H  -f  P  +  P'  +  P"  +  F"  wirken,  die  eine 
Resultante  nach  der  Verlängerung  von  FE,  EQ  haben. 
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Indem  nun  im  Systeme  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  muss 
diese  Resultante  der  Kräfte  H  +  P  +  P'  +  P''  +  P'^'  auf  der  Rieh- 
tung  des  Seilstückes  FE  gleich  und  entgegengesetzt  der  Kraft  K 
sein,  und  dann  ist  die  Resultante  aller  Kräfte  gleich  Null.  Die  Re- 
sultante der  Kräfte  H  +  P  +  F  +  P''  +  P'^'  oder  die  Kraft  K  ist 
das  Maß  der  Spannung  des  Seilstückes  FE. 

§  251.  Man  könnte  in  derselben  Weise  vorgehen,  von  K  be- 
ginnend, alle  Kräfte  parallel  zu  sich  selbst  nach  B  verschieben  und 
man  würde  zum  Resultate  gelangen,  dass  die  letzte  Sa*aft  H  gleich 
und  direct  entgegengesetzt   ist   der  Resultante  aller   andern  Kräfte. 

Überhaupt  machen  sich^  im  Falle  am  Polygone 
Gleichgewicht  vorhanden  ist,  alle  am  Seilpolygone  direct 
angreifende,  parallel  zu  sich  selbst  an  welchen  Punkt 
immer  überführte  Kräfte  Gleichgewicht  an  diesem  Punkte 
und  die  Spannung  eines  jeden  Seiles  hat  zum  Maße  die 
Resultante  aller  Kräfte,  die  an  einer  Seite  des  Seilstückes 
angreifen. 

§  252.  Sind  umgekehrt  diese  Bedingungen  erfüllt,  sind  näm- 
lich die  Kräfte  so,  dass  sie,  parallel  zu  sich  selbst  an  irgend  welchen 
Punkt  überführt,  sich  Gleichgewicht  machen,  so  kann  immer  dem 
Polygone,  dessen  Seiten  gegeben  sind,  eine  solche  Figur  ertheilt 
werden,  dass  die  ihrer  Richtung  und  Größe  nach  gegebenen  Kräfte 
sich  Gleichgewicht  machen,  also  das  Polygon  unter  dem  Einflüsse 
dieser  Kräfte  im  Gleichgewichte  verbleibe. 

Stellen  wir  nämlich  die  erste  Seite  AB  in  der  Richtung  der 
Kraft  H,  die  zweite  Seite  BC  richten  wir  nach  der  Verlängerung 
der  Resultante  BM  der  beiden  Kräfte  H  und  P,  CD  nach  der  Ver- 
längerung der  Resultante  von  H  -}-  P  "h  P'>  welche  Kräfte  parallel 
zu  sich  selbst  nach  C  überführt  wurden,  und  in  dieser  Weise  weiter. 
Dann  ist  es  klar,  dass  die  Spitzen  B,  C,  D,  E  unter  dem  Einflüsse 
von  H,  P,  P',  P",  P'",  K  im  Gleichgewichte  verbleiben,  und  jeder 
der  Punkt  des  Polygones  im  Gleichgewichte  sein  muss. 

§  253.  Betrachte  man  femer:  Am  Punkte  B  wirken  drei 
Kräfte,  H,  P  und  eine  dritte  Kraft,  herrührend  von  der  Seitenver- 
bindung mit  C.  Daraus  sieht  man,  da  jeder  der  Punkte  im  Gleich- 
gewichte sein  muss,  dass  alle  drei  Kräfte  in  einer  und  derselben 
£bene  enthalten  sein  müssen.  Ferner  muss  jede  Kraft  dem  Sinus 
des  Winkels  zwischen  beiden  Kräften  proportional  sein,  daher 

H:P==sin  PBC.sin  HBC. 
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§  254.  Beziehen  wir  terner  alle  Kräfte  auf  ein  rechtwinkeliges 
Coordinatensystem,  bezeichnen  die  Winkel,  welche  die  Kraft  H  mit 
den  Achsen  einschließt,  mit  a,  b,  c,  die  Winkel  der  Kraft  K  mit 
den  Achsen  mit  d,  e,  f,  die  Winkel  der  Kräfte  mit  a,  ß,  y,  a',  ß',  y'  .  ,  ., 
so  sind,  da  die  Kräfte  parallel  zu  sich  selbst  nach  einem  einzigen 
Punkte  verschoben  sich  Gleichgewicht  machen,  drei  Gleichgewichts- 
bedingungen nothwendig  und  hinreichend,  und  man  wird  haben 

H  cos  a  -|-  K  cos  d  -f-  EP  cos  a  =  0 

1.    .   H  cos  b  +  K  cos  e  4-  S  P  cos  ß  =  0 

H  cos  c  -f-  K  cos  f  -j-  S  P  cos  Y  =  0 

Sind  statt  der  Kräfte  H  und  K  die  beiden  Punkte  A  und  F 
fixiert  und  kennt  man  die  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .,  so  kann  man  die 
Drucke  bestimmen,  die  A  und  F  erleiden,  welche  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sind  den  respectiven  Kräften  H  und  K,  deren  Werte 
wir  bereits  bestimmt  haben. 

Kennt  man  die  Figur  des  Polygons,  so  kennt  man  die  Rieh- 
tungen der  Drucke,  nämlich  deren  Winkel  mit  den  Achsen  a,  b,  c, 
d,  e,  f,  und  wird 

H:P  =  8inPBC:8inHBC 

und  ebenso 

K  :  P"'  =  sin  DEP'":  sin  KED. 

Kennt  man  nicht  die  Figur  des  Polygons,  so  hat  man  zur 
Bestimmung  der  acht  Größen  H,  K,  a,  b,  c,  d,  e,  f  obige  drei 
Gleichungen  1,  dann  zwei  Gleichungen 

cos^  a  -f-  cos^  b  -|-  cos^  c  =  1 
cos^d  -|-  cos^e  -{-  cos^f  =  1. 

Drei  andere  Gleichungen  wird  man  haben  durch  die  Ausdrücke, 
dass  die  Differenzen  der  Coordinaten  vom  selben  Namen  der  Punkte 
A  und  F  bezüglich  jeder  Achse  gleich  ist  der  Projection  des  Poly- 
gons auf  diese  Achse. 

Verbiiidungen  durch  Ringe, 

§  255.  Ist  an  einer  Spitze  B  statt  eines  Knotens  ein  Ring  an- 
gebracht, durch  welchen  das  Seilstück  ABC  passieren  kann,  als- 
dann muss  H  gleich  sein  der  an  B  nach  BC  wirkenden  Kraft,  und 
P  wird  den  Winkel  ABC  in  zwei  gleiche  Hälften  theilen.  Es  kann 
also  die  Richtung  der  Kraft  PB  nicht  willkürlich  von  vornherein 
bestimmt  werden.  Sind  an  allen  Punkten  Ringe  angebracht,  werden 
die  Spannungen    aller   einzelnen  Seilstücke  einander  gleich,   und  H 
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Fig.  66. 


gleich  K   sein.    Die  Werte   der    Kräfte   bekommen   dann    die   Aus- 
drücke 

P  =  2  H  cos  ^  ABC,  P  =  2  H  cos  -J-  cos  BCD. 

2  ^ 

Kennt  man  die  Figur  des  Polygons,  so  wird  man  auch  Größe 
und  Richtung  der  Kräfte  kennen,  die 
man  an  jeder  Spitze  anbringen  muss, 
damit  das  System  im  Gleichgewichte 
ist.  Diese  Kräfte,  im  entgegengesetzten 
Sinne  genommen,  werden  auch  die 
Drucke  vorstellen,  welche  die  Spitzen 
erleiden  würden,  wenn  sie  fixiert  sein 
und  das  Seil  ABC  ...  P  durch  sie 
passieren  würden. 

§  256.  In  dem  Falle,  wenn  die 
äußersten  Seilstücke  AB,  FE  sich 
scheiden,  also  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  werden  sie  eine  Resul- 
tante haben.  Setzen  wir  nun  voraus, 
dass  diese  Seilstücke  sich  in  s  schnei- 
den, und  sei  R  eine  der  Resultante 
von  H  und  K   gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft. 

Da  wir  hatten 


H  +  P  +  P'  +  P"  +  P'"  +  K  =  0, 


so  ist 


H  +  K  =  R  =  P  +  P'  +  P'4-  P"'. 

Um  also  die  Spannungen  der  äußersten  Seile  des  sich  im 
Gleichgewichte  befindenden  Polygons,  dessen  beide  Endpunkte  fixiert 
sind,  zu  erhalten,  genügt  es,  alle  gegebenen  Kräfte  an  diesem  Schnitt- 
punkt s  zu  versetzen,  und  daselbst  diese  Kräfte  nach  den  beiden 
Richtungen  HB,  KE  zu  decomponieren.  Jede  dieser  beiden  Com- 
ponenten  ist  das  Maß  der  Spannung  des  entsprechenden  äußersten 
Seiles,  und  zugleich  des  Druckes  auf  den  fixierten  Punkt,  an  welchem 
dieses  Seil  befestigt  ist. 

Sind  die  Kräfte  Gewichte,  also  deren  Richtungen  parallel  und 
vertical,  dann  ist  das  ganze  Polygon  in  einer  und  derselben  Vertical- 
ebene  enthalten,  da  kein  Grund  vorhanden,  weshalb  es  sich  aus 
dieser  Ebene  mehr  nach  der  einen,  als  nach  der  anderen  Seite  ent- 
fernen sollte.    Um  nun  auszudrücken,   dass  die  Kräfte,   versetzt  an 
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Fig.  67. 


einen  Punkt,    sich  Gleichgewicht   machen,    braucht   man   nur    zwei 
Gleichungen. 

Nimmt  man  nämlich  zwei  Achsen  in  der  Verticalebene,  die  eine 
vertical,  die  andere  horizontal,  und  sind  die  Winkel,  welche  die 
äußersten  Seile  mit  den  Achsen  bilden,  a,  b,  d,  e,  so  hat  man  als 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes 

H  cos  a  +  K  cos  d  =  0 

H  cos  b+  K  cos  e  +  S  P  =  0. 

Die  erste  Gleichung  drückt  aus,  dass  horizontale  Componenten 
der  Spannungen  H  und  K  einander  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 

§  257.  Vereinigen  sich  mehrere  Seile,  jedes  sollicitiert  durch 
eine  Kraft,   so  ist  zum  Gleichgewichte  nothwendig,    dass  jede  unter 

diesen  Kräften  gleich  und  direct  ent- 
gegengesetzt ist  der  Resultante  aller 
anderen  Kräfte. 

Fixiert  man  auf  jedem  Seile, 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  MP, 
einen  Punkt,  so  kann  man  nach  den 
Größen  der  Drucke  fragen,  welche 
jeder  einzelne  fixierte  Punkt  von  der 
Kraft  MP  erleidet. 

Sind  bloß  drei  Seile  vorhanden, 
welche  nicht  in  derselben  Ebene  liegen 
und  worauf  Punkte  fixiert  wurden, 
alsdann  kann  man  die  Kraft  P  nach 
den  Seilen  decomponieren  und  jeden 
Druck  kennen.  Man  verlängert  nämlich  die  Gerade  MP,  nimmt  aaf 
der  Verlängerung  eine  Strecke  MA',  welche  die  Intensität  der  Kraft  P 
vorstellt,  und  construiert  das  Parallelepiped,  welches  MA'  zur  Diago- 
nale, und  Mp',  Mp",  Mp"',  welche  mit  den  Richtungen  der  drei  Seile 
MP',  MP'',  MP'''  zusammenfallen,  als  anstoßende  Seiten  hat,  bo 
werden,  da  die  Elraft  P  durch  AA'  vorgestellt  ist,  Mp',  Mp",  Mp'" 
die  Componenten  der  Kraft  P  nach  den  Richtungen  MP',  MP",  MP'" 
darstellen,  und  drücken  die  Spannungen  der  Seile  aus,  welche  also 
bestimmt  sind. 

Sind  aber  mehr  als  drei  Seile  vorhanden,  dann  ist  das  Problem 
unbestimmt,  wenn  man  die  Seile  als  unausdehnbar  annimmt,  da  man 
die  Kraft  P  dann  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  in  Com- 
ponenten nach  den  Richtungen  der  Seile  zerlegen  kann. 
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Eine  solche  Unbestimmtheit  haben  wir  bereits  bei  Stützung 
eines  Körpers  auf  einer  Ebene  gesehen.  In  der  Natur  ist  alles  be- 
slimmt.  Dort  gibt  der  Körper  mehr  oder  weniger  dem  Drucke  nach, 
wird  mehr  oder  weniger  zusammen  gedrückt,  hier  wird  jedes  Seil 
mehr  oder  weniger  gedehnt. 


Viemtiddreißigstes  Capitel. 

Herleitung  der  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  Seilpolygons 

aus  der  Generalgleichung. 

§  258.  Die  Punkte  M,  ir,  M"  . . .  n  an  der  Zahl,  seien  durch 
biegsame,  aber  unausdehnbare  Seile,  (n — 1)  in  der  Zahl,  verbunden, 
und    wirken     an     den  ^.     «q 

_  Flg.  üo. 

Punkten  die  Kräfte  P, 
P',  P"  .  .  .,  deren  Com- 
ponenten  nach  den  Achsen 

eines  rechtwinkeligen 
Coordinatensystems  X,  Y, 
Z,  X'  .  .  .  sind.  Die 
Coordinaten  seien  x,  y,  z, 
x' .  .  .,  die  Längen  der 
Seile  JI  M',  M'  IP  .  .  . 
werden  mit  P  1"  P"  .  .  . 
bezeichnet.  ^'  ^ 

Wir  haben  in   dieser  Weise   n — 1  Gleichungen,    die   wir   mit 
L,  L,,  L2  . .  .  bezeichnen. 

L  =  l'(x':=^)H^(y'-y)*  +  (z'-z)2-ü=~Ö 


L,  =l/(x"-x')2 +"(y''-y'>  +  (z"-z')-^-"l  =  Ö' 

Differenziert  man  diese  Gleichungen  bezüglich  aller  darin  vor- 
kommenden Größen,  indem  die  Größen  1,  1',  1" .  . .  constant  sind,  so 
wird  man  haben,  wenn  man  alle  Glieder  durch  die  respectiven 
1,  1',  1"  . . .  dividiert, 


8L 


1 


Weilst  ein,  Rationelle  Mechanik.  I. 


13 
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Bezüglich  der  anderen  Seite  werden  wir  (n — 2)  analoge 
Gleichungen,  zusammen  (n — 1)  Gleichungen  haben,  und  dazu  noch 
die  Generalgleichung  des  Gleichgewichtes 

S  [X  8x  -f  Y  8y  +  Z  8z]  =  0. 

§  259.  Wendet  man  nun  wie  früher,  im  Zwecke  der  Elimination 
Ton  Variationen,  die  Methode  von  Multiplicatoren  an,  setzt  die 
Coefficienten  der  Variationen,  welche  man  eliminieren  will,  gleich 
Null,  hierauf  auch  die  Coefficienten  der  verbliebenen  Variationen 
gleich  Null,  mit  einem  Worte,  setzt  man  die  Coefficienten  aller  S 
gleich  Null,  so  erhält  man  3  n  Gleichungen  (§  237,  5). 

X  +  xl^T^^  =  0  oder  X  =  X^"^"""'^ 


1. 


1 


1 


y4-X^^--''^  =  0         Y  =  X^-^ 


z  +  x^'-^-^)  =  o 


z=x.(?-^') 


1 


2. 


x'  +  x(^^^:)  +  x.(^-^)=o 


1 


I' 


3. 


Y'  4-  X  ^Z-jX')  4-  X,  iz!L-y')  =  0 


z" + X,  <!:=^ + X,  (^^'-^  = 


0 


Eliminiert  man  aus  diesen  Gleichungen  die  n — 1  Multiplicatoren , 
80  wird  man  3  n — (n — 1)  =  2n  +  1  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
haben.  Die  Gleichungen  L  =  0,  L,  =  0  . . .  betragen  (n— 1).  Wir 
werden  also  zusammen  3n  Gleichungen  haben,  welche  zur  Bestimmung 
der  3n  Coordinaten  und  der  Gestalt  des  Polygons  dienen. 

§  260.  Die  Größen  X,  Xj,  Xj  . . .  sind  nicht  anders  als  die  Span- 
nungen der  Seile. 

Die  drei  ersten  Gleichungen  1.  zeigen,  dass  die  Spannung  X 
am  Seile  MM'  von  M  nach  M'  wirkt,  ihre  Componenten  nach  den 
Achsen  sind  in  diesen  Gleichungen  bestimmt. 
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Denn  — ^. — ,        ,     ,  -  -  j —  sind  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 

die  Kraft  X  mit   den  Achsen  bildet,   und  die   Producte  X  —  -j —  .  . . 

sind  die  Componenten  von  X  parallel  nach  den  Achsen,  wirkend  von 
M  nach  M'.  Die  Spannung  X  und  die  Kraft  P  heben  sich  also  auf, 
mithin  ist  X  das  Maß  der  Spannung  von  MM'.  Die  Kraft  P  fkllt 
demnach  in  die  Verlängerung,  wenn  das  Polygon  im  Gleich- 
gewichte ist. 

Die  Gleichungen  2.  enthalten  nebst  den  Componenten  von  P 
aach  die  Componenten  einer  der  Elraft  X  gleichen  und  direct  ent- 
gegengesetzten Kraft,  wirkend  an  M'  und  gerichtet  von  M'  nach  M, 
and  überdies  noch  den  Componenten  einer  zweiten  Kraft  X,  gerichtet 
nach  M'  M"  von  M'  nach  M".  Diese  drei  Kräfte  machen  sich  Gleich- 
gewicht, also  ist  X,  das  Maß  der  Spannung  des  Seiles  M'  M''.  Ebenso 
ist  X,  das  Maß  der  Spannung  von  M''  M'"  u.  s.  w. 

§  261.  Addiert  man  die  Gleichung  1.  und  2.  so  hat  man 

X  +  X'  =  X,(^^ 

Y  -1-  Y'  =  X,  ^^^'- 

Daraus  ersieht  man  aber,  dass  die  Spannung  X|,  am  Seile  M'M" 
wirkend,  und  die  Kräfte  P  P'  sich  Gleichgewicht  machen,  mithin 
ist  eine  der  Xp  welche  die  Spannung  des  Seiles  M'M"  misst,  gleiche 
und  direct  entgegengesetzte  Kraft  die  Resultante  der  Kräfte  P  und  P'. 

Setzt  man  die  Gleichungen  1.,  2.  und  3.  zusammen,  so  wird 
man  sich  überzeugen,  dass  die  Spannung  Xj  des  Seiles  M"M'",  von 
M"  nach  M"'  gerichtet,  gleich  und  direct  entgegengesetzt  ist  der 
Resultante  der  parallel  nach  M"  verschobenen  Kräfte  P,  P'  und 
der  Kraft  P"  ist. 

Wären  alle  Tensionskräfte  X,  X,  und  X2  nicht  positiv,  so  könnte 
kein  Gleichgewicht  stattfinden.  Denn  wtirde  eine  Spannung  wie  X, 
negativ  sein,  so  würden  zwei  Punkte  M',  M"  durch  zwei  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kräfte  gezogen  sein,  welche  sie  einander  zu  nähern 
anstreben,  und  das  Gleichgewicht  könnte  in  diesem  Falle  nur  dann 
stattfinden,  wenn  die  Seile  durch  starre  Linien  ersetzt  wären. 

Aus  diesen  beim  Seilpolygon  aufgestellten  Bedingungen  ersieht 
man,  dass  das  Princip  der  virtuellen  Deplacierungen  nicht  bloß  bei 

13* 
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einem  starren  Körper,  solcher  möge  frei  oder  Bedingungen  unter- 
worfen sein,  sondern  auch  für  ein  System  von  Punkten  Geltung  hat, 
welche  durch  biegsame  und  unausdehnbare  Fäden  miteinander  ver- 
bunden sind,  unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  die  Fäden  gerade 
und  gespannt  bleiben. 

Fünfunddreißigstes    Capitel. 

Gleicligewiclit  eines  biegsamen  Fadens. 
§  262.  AMB  stelle  einen  biegsamen  und  unausdehnbaren  Faden, 
Seilcurve  genannt,  vor,  von  sehr  kleiner  Dicke,    dessen  Endpunkte 
A  und  B  fixiert  seien.     Sämmtliche  Punkte  dieser   Seilcurve   seien 

Fig  69  von  sehr  kleinen  Kräften 

soUicitiert,  die  an  derselben 
im  Gleichgewichte  sind. 

Man  hat  die  Gestalt 
des  Fadens  und  die  Span- 
nung an  jedem  Punkte  in 
der  Gleichgewichtslage  zu 
bestimmen. 

Wir  beziehen  die 
Kräfte  auf  ein  rechtwinke- 
liges Coordinatensystem, 
ein  Bogenelement  M  M'  sei 
mitds  bezeichnet.  Sei  fer- 
ner e  die  Masse  der  Einheit 
der  Länge  des  Fadens,  und 
können  wir  e,  x,  y,  z  im 
ganzen  Elemente  ds  als 
constant  annehmen.  Die  auf  die  Masseeinheit  wirkende  Kraft  wollen 
wir  P,  deren  Componenten  X,  Y,  Z  nennen.  Das  Fadenelement  d  s 
der  Gurve  AMB  von  der  Länge  s,  also  der  unendlich  kleine  Bogen 
MM',  dessen  Masse  demnach  durch  eds  vorgestellt  ist,  wird  dann 
von  einer  Kraft  afficiert,  deren  Componenten  nach  den  Achsen 

Xeds,   Ysds,    Zeds 

sind.    Dabei  nehmen  wir  an,  dass  die  Curve  AMB  von  A  nach  B 
gerichtet  ist,  das  ist  der  Bogen  s  wird  von  A  aus  gezählt. 

§  263.  Nebstdem  werden  die  beiden  Enden  des  Fadenelementes 
von  zwei,  nach  den  Tangenten  an  diesen  Endpunkten,  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  gerichteten  Spannungen  soUicitiert.  Wir  wollen 
diese  Spannungen,   welche   daher  stammen,   dass  das  Bogenelement 


-/T 


cZ? 
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mit  anderen  nachbarlichen  Elementen  dieser  Curve  an  beiden  Enden 
verbunden  ist,  mit  T  und  T'  bezeichnen.  Die  Spannung  T  im  Punkte 
X,  y,  z  ändert  sich  continuierlich  mit  diesem  Punkte,  ist  eine  con- 
tinuierliche  Function  der  Coordinaten  x,  y,  z.  Die  Cosinus  der  Winkel, 

welche  die  Tangenten  mit  den  Achsen  einschließt,  sind    . -,  -,   ,  -^' 

ds     ds'    ds 

sind  also  ebenfalls  eine  Function  der  Coordinaten. 

Wirkt  ferner  die  Spannung  T  an  einem  Punkte  des  Faden- 
elementes X,  y,  z,  so  wirkt  T'  am  Punkte  des  andereii  Endes  x  -]-  dx 
y  4"  d  y,  z  -)-  d  z,  und  hat  die  eine  Spannung  die  Größe  T,  so  wird 
die  andere,  Ende  von  d  s  wirkende  Spannung  gleich  sein  T  -f-  d  T. 

Die  Componenten  der  am  Punkte  x,  y,  z  sollicitierenden 
Spannnung  T  nach  den  Achsen  sind  also 

T--^       T— ^      T  "- 

ds  '  ds '  ds  * 

Die  Componenten  der  am  Punkte  x-[-dx,  y  +  dy,  z  +  ^z 
in  entgegengesetzter  Richtung  angreifenden  Spannung  T'  =  T  -j-  d  t, 
nach  den  Achsen  sind 

Dabei  werden  die  Componenten  von  T  und  die  von  T'  das 
entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Letztere,  mit  der  Richtung  der 
Curve  übereinstimmend,  betrachten  wir  als  positiv. 

§  264.  Betrachten  wir  das  Bogenelement  MM',  an  welchem 
nebst  den  Kräften  die  Spannungen  T,  T'  nach  den  Richtungen  M  T, 
M'T'  wirken.  Ist  nun  Gleichgewicht  in  der  Curve,  so  wird  auch 
das  Bogenelement  unter  dem  Einflüsse  aller  Kräfte  und  der  Spannungen 
von  T  und  T'  sich  im  Gleichgewichte  befinden.  Liegt  die  Curve  in  einer 
Ebene,  so  müssen  sich  die  beiden  Tangenten  schneiden.  Aber  selbst, 
wenn  die  Curve  doppelt  gekrümmt  ist,  können  sie  als  sich  schneidend 
betrachtet  werden,  weil  ihre  kürzeste  Distanz  im  Vergleiche  zu  ds 
als  unendlich  kleine  Größe  zweiter  Ordnung  angesehen  werden  muss. 

Die  beiden  Spannungen  haben  demnach  eine  Resultante  und 
daher  müssen  auch  alle  zwischen  den  Punkten  MM'  wirkenden 
Kräfte  eine  Resultante  haben,  welche  der  Resultante  der  beiden 
Spannungen  gleich  und  direct  entgegengesetzt  ist,  und  in  der  Krüm- 
mungsebene der  Curve  liegt. 

Wie  wir  ferner  erwähnt,  werden  wir  die  Spannung  T,  die  nach  der 
Richtung  M  T  wirkt,  also  in  der  Richtung  M'  M,  entgegengesetzt  dem 
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Laufe  der  Curve,  als  negativ  betrachten,  und  werden  deren  Compo- 
nenten  nach  den  Achsen  negativ  sein. 

dz 


_  T  A—    _  T  ^-H 
da '    •  da  ' 


—  T 


da  ' 


Die  Componenten  von  T'  nach  den  Aclisen  betrachten  wir  als 
positiv,  und  die  sind: 

-i!^+h^4t).  ^^-+<^^y  ^^+<^^)- 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  sind  also  dieselben  wie 
für  Kräfte,  die  an  einem  Punkte  wirken,  d.  h.  die  Summe  der  Com- 
ponenten der  Kräfte  und  Spannungen  parallel  nach  jeder  Achse 
müssen    gleich  Null  sein.     Die   in  jeder  Summe   der  Componenten 

ds'         ds' 

dz 

heben  sich  auf,   und  wir  erhalten   folgende  Gleichungen: 


vorkommenden  Größen  T  -,  -,  —  T 

ds 


ds'  ^  ds'   ^ 


ds 


1. 


(^4?)+ 


ds 
dy 


(-4f)+ 


ds 
dz 


(-4f)+ 


Xed8  =  0 


Yed8  =  0 


Zsd8  =  0. 


Diesen  Gleichungen  kann  man  auch  eine  andere  Form  geben, 
und  zwar: 


2. 


2^^  +  T^  + 


d^x   .    dT  dx 
ds    ds 


ds' 


=  0 


'        ds-     '     ds    ds 


„      .    ^d'^-z    .    dT  dz 


ds' 


ds    ds 


0. 


§  265.  Diese  Gleichungen  sind  die  nothwendigen  und  hin- 
reichenden, um  daraus  die  BedinguDgen  des  Gleichgewichtes  her- 
zuleiten. 

Multipliciert  man  die  erste  der  Gleichung  2.  mit  dx,  die 
zweite  mit  dy,  die  dritte  mit  dz,  addiert  dieselben  und  beachtet 
die  Relation 

d x^   ,    dy*    ,    d z^ 

ds2"  +  d^'  +    d72'  —   ^' 
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aas  welcher 
dx 


da 
folgt,  so  hat  man 


<-d9  +  !f<tO  +  S^Ks)  =  o 


3. 


dT 


s  [Xdx  +  Ydy  +  Zdz]  -f  ^  ds  =  0 


dT 


j^  da  =  — e  [Xdx  -f-  Ydy  +  Zdz]. 


Man  hat  also  die  Spannung  ausgedrückt  in  einer  Function  der 
Componenten  der  Kraft,  welche  an  dem  betreffenden  Punkte  wirkt, 

§  286.  Um  die  durch  den  Faden  gebildete  Curve  zu  erlangen, 
wird  man  die  Gleichungen  1.  integrierenj  woraus  sich  ergibt 


4. 


—  T^  =  5X8d8  +  a 
ds       *'  ' 

-T^  — 

da"" 

ds        -^  ' 


5  Ysds-f  b 


Eliminiert  man  daraus  T,  so  kommt 

dx  dy  

^JTeds 


o. 


5  Xsds  +  a  ~  5  Yeds  +  b         j  Zsds  +  c  * 

Ist  Dichte  und  Dicke  des  Fadens  constant  in  der  ganzen 
Länge  des  Fadens,  und  nehmen  wir  weiter  an,  dass  e  (Xdx  -f- 
+  Ydy -|- Zdz)  das  exacte  Differenzial  einer  Function  cp  (x,  y,  z) 
sei,  alsdann  hat  man 

T  =  — cp  (x,  y,  z)  -f-  const. 
und    kennt    man   die    Spannung  To    für    einen    bestimmten  Punkt 
^0)  Joj  25o,  so  ergibt  sich  aus  3. 

T— To  =  cp  (xo,  yo,  Zo)  —  cp  (x,  y,  z). 

T  wird  also  in  diesem  Falle  nur  von  cp  (x,  y,  z)  abhängen,  aus 
der  Spannung  für  einen  Punkt  erhält  man  die  Spannungen  in  jedem 
anderen  Punkte,  ausgedrückt  durch  dessen  Coordinaten. 

Kennt  man  T,  so  verhelfen  uns  die  Gleichungen  1.  oder  5. 
die  Gestalt  der  Curve  zu  kennen. 

§  267.  Stehen  die  Kräfte  in  allen  Punkten  des  Fadens  normal 
zur  Curve,  so  wird 

6.     Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0. 
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Denn   dividiert   man    diese  Produete    durch  Pds,  so  stellt  der 
Ausdruck 

Xdx    ,    Ydy     ,     Zdz 


Pds     '     Pds     '     Pds 

den  Cosinus  des  Winkels  vor,  den  die  Kraft  mit  der  Tangente  an 
diesem  Punkte  bildet,  und  da  die  Kraft  normal  zur  Curve  in  allen 
Punkten  steht,  wird  dieser  Coäinus  in  allen  Punkten  gleich  Null 
sein,  folglich  wird  auch  Xdx  -|-  Ydy  -|-  Zdz  =  0  sein  in  der  ganzen 
Ausdehnung  der  Curve. 

In  diesem  Falle  ergibt  sich  also  aus  3. 

dT  =  0,  T  =  c. 

Die  Spannung  ist   also  in  einem  solchen  Falle    in  der  ganzen 
Ausdehnung  des  Fadens  constant. 

§  268.  Den  Gleichungen  1.  kann  man  eine  andere  Form  geben, 

wenn  man  beachtet,  dass    /,  -;— ,  -r—  die  Cosinus  der  Winkel  sind, 

ds     ds     ds 

welche  die  Tangente  mit  den  Achsen  einschließt,  und  die  wir  mit 
cos  a,  cos  ß,  cos  y  bezeichnen,  und  wenn  wir  ferner  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  mit  p  und  dessen  Winkel  mit  den  Achsen 
mit  X,  \L,  V  bezeichnen,  indem  man  bekanntlich  hat 

dscosX      , /dy^        dscosa     , /dzX        dscosv 

-  p    '  ^  (df )  =  -y^^  ^  (äs)  =  — ^- 

Führen  wir  nun  die  DiflFerenzierungen  der  Gleichungen  1.  aus, 
und  setzen  darin  die  hier  angegebenen  Werte  ein,  so  hat  man 

dT  cos a  +  T  ^^^ ''- +  Xsds  =  0 


m= 


7. 


dT  cos  ß  +  T  ■^1^^'^  +  Yeds  =  0 

P 

dTco3Y+T  -?-^— 4-Zsd3  =  a 


§  269.  Für  den  Fall,  wenn  die  Kraft  normal  zur  Curve 
steht,  wo  also  die  Gleichung  6.  stattfindet,  und  mithin  T  constant 
ist,  werden  diese  Gleichungen  7. 

T 


8. 


cos  X  =  —  X  s 

P 

T 

—  cos  li.  =  —  Y  s 

P 

T 

—  cos  V  =  —  Z  s. 
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9. 


Erhebt  man  diese  Gleichungen  zum  Quadrate  und  addiert  die- 
selben, so  hat  man 

'^^-  =  £2  [X'i  +  Y2  +  Z2] 

[jB  rB 

welche  Gleichungen  folgenden  Satz  geben: 

Im  Falle  die  Kraft  normal  zur  Curve  steht,  die 
Spannung  mithin  in  der  ganzen  Länge  der  Curve  constant 
ist,  erhält  der  Faden  stets  eine  solche  Gestalt,  dass  die 
Kraft  umgekehrt  proportional  ist  dem  Krümmungshalb- 
messer. 

Sind  demnach  die  normalen  Kräfte  gleich  und  liegen  sie  in 
einer  Ebene,  so  ist  die  Seilcurve  ein  Kreis. 

§  270.  Nennt  man  die  Winkel,  welche  die  Kraft  P  mit  den 
Achsen  bildet,  X',  |i',  v',  so  hat  man,  wenn  man  die  zweite  der 
Gleichung  9.  einmal  mit  cos  X',  dann  mit  cos  |jl'  und  schließlich  mit 
cosv'  multipliciert, 


10. 


X  =  P  cos  X'  =  - 


Y  =  P  cos  [x'  = 


Z  =  P  cos  v'  = 


T 

cos 

■pe 

X' 

T 

cos 

V-' 

ps 

T 

cos  v' 

ps 


Substituiert  man  diese  Werte  f(ir  X,  Y,  Z  in  den  Gleichungen  8. 
80  ergibt  sich 

cos  X'  =  — cos  X,  cos  [t'  =  — cos  ^  cos  v'  s=  — cos  V. 
Die  Kraft   ist   also    nach  dev   Verlängerung    des   Krtlmmungshalb- 
messers  des  Fadens  am  betreffenden  Punkte  gerichtet. 

Wir  haben  ferner  gesehen,  dass  die  Richtung  der  ELraft  P 
immer  in  der  Krümmungsebene  der  Curve  liegt  (§  264),  und  ist 
die  Kraft  normal,  so  ist  sie,  wie  wir  eben  gesehen,  nach  der  Ver- 
längerung des  Krümmungshalbmessers  gerichtet.  Rührt  nun  die 
normale  Kraft  aus  dem  Widerstände  einer  krummen  Fläche  her, 
so  steht  die  Krümmungsebene  der  Curve  in  jedem  Punkte  senkrecht 
auf  jener  Fläche,  und  dann  ist  die  krunmie  Linie  zwischen  zwei 
Punkten  der  Fläche  eine  geodesische  Linie. 

§  27  L  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  ein  Faden  auf  einer  Fläche 
ff  (x,  y,  z)   gespannt   ist   durch   zwei  Kräfte,    welche   ihn   an    beiden 
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Enden  ziehen  und  der  Faden  sich  im  Gleichgewichte  befindet.  Die 
Kraft  P  ist  in  diesem  Falle  normal  zur  Fläche,  und  daher  zu  der  durch 
den  Faden  beschriebenen  Curve.  Denn  die  Kraft,  welche  den  Faden 
sollicitiert,  ist  die  Reaction  der  Fläche,  welche  in  den  verschiedenen 
Punkten  normal  zur  Fläche  und  zum  Faden  steht.  Die  Spannung 
ist  mithin  in  allen  Punkten  des  Fadens  constant,  folglich  müssen 
auch  die  beiden  Kräfte  einander  und  der  Spannung  des  Fadens  gleich 
sein.  Nebstdem  ist  die  Krümmungsebene  des  Fadens  in  jedem  Punkte 
normal  auf  der  Fläche,  folglich  beschreibt  der  Faden  auf  der  Fläche 
die  kürzeste  Linie. 

§  272.  Dieses  Resultat,  für  den  Fall  nämlich,  wenn  der  Faden 
auf  einer  Fläche  cp  (x,  7,  z)  gespannt  ist,  wodann  also  in  jedem 
Punkte  die  Krümmungsebene  der  Curve  und  auch  die  darin  immer 
liegende  Kraft  P  senkrecht  auf  der  Fläche  stehen,  erscheint  auch 
durch  die  Rechnung  bestätigt. 

Die  Differenzialgleichungen  2.  werden  nämlich  für  diesen  Fall, 
wo  T  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Curve  constant  ist 

d^x 


11. 


ds^ 
d-v 
ds-^ 

ds-^ 


Eliminiert  man  daraus  T,  so  kommt 

d^x       d^y       d^  z 
12.     ds'-^  ds'^ ds*^ 

Da  die  Kraft  P  normal  zur  Fläche  steht,  so  sind  die  Compo- 

nenten  X,  Y,  Z   proportional   den  Cosinus  der  Winkel,   welche  die 

Kormale  der  Fläche   mit   den  Achsen    einschließt,   also  proportional 

den  Größen 

dcp       dcp       df 

Tx''     dy'     dz' 

Ersetzt  man  demnach  in  den  Gleichungen  12.  X,  Y,  Z  durch 

dcp       d©       d^  , 

-,  -,    -5-—,    ~Y^j  so  hat  man 
dx       dy       dz 


13. 


d^x 
ds"^  _ 
d^  " 
dx         dy 


d2y 

d'^z 

ds2 
dcp 

ds^ 
dtp 
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§  273.  Die  Integrierung  dieser  Gleichungen  ist  nicht  leicht 
ausführbar,  aber  wo  sie  stattfinden,  ist  die  betreffende  Curve  auf 
der  Fläche  eine  geodesische  Linie,  das  ist  die  Linie,  bei  welcher 
die  Distanz  zwei  ihrer  Punkte  immer  die  möglichst  kürzeste  ist. 

Nimmt  man  nämlich  auf  der  Fläche  zwei  Punkte»  deren  Coor- 

dinaten  x^,  j^^  Zq  und  x,,  j„  z,  sind,  so  ist  die  Länge  des  Bogens, 

welcher  zwischen  beiden  Punkten  enthalten  ist  und  welchen  wir  mit 

s  bezeichnen, 

s  =  5  I'dx2-t-dy^4."d72, 

Variiert  man  diesen  Ausdruck,  so  ist 
14. 
^  rdxSdx -f- dySdy -j- dzSdz  rdxdSx  +  dyd8y -["dzdSz 

'*""  J        ydx2  -f  dy2  ^Jz^'         ~  3  d^  • 

Integriert  man  durch  Theile,  so  ist,  wenn  man  bedenkt,  dass 
die  Größen,  welche  aus  dem  Zeichen  5  heraustreten  an  den  Grenzen 
gleich  Null  sind,  da  Sx,  8y,  8  z  an  den  Grenzen  gleich  Null  sind, 
so  hat  man 

Für  die  Linie  minima  muss  man  haben: 

welche   man   mit  der   Gleichung  der    Fläche   cp  (x,  y,  z)  =  0   ver- 
binden muss. 

Variiert  man  aber  diese,  so  ergibt  sich 

17.   5jP8x  +  ^8y  +  i^8z  =  0. 
dx         '    dy    -^    '    dz 

Man  muss  jetzt  eine  der  Größen  8x,  8y,  8  z  eliminieren  und 
die  Coefficienten  der  anderen  Größen  gleich  Null  setzen.  Man  kann 
aber  von  der  Methode  der  Multiplicatoren  Gebrauch  machen. 

Multipliciert  man  also  die  Gleichung  16.  mit  X,  vereinigt  sie 
mit  17.  und  setzt  alle  Coefficienten  von  8x,  8y,  8  z  gleich  Null,  so 
hat  man 


^<r.)  +  a!  =  «- 


Eliminiert  man  aus  diesen  Gleichungen  X,  so  kommt  man  auf 
die  Gleichungen  13. 
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Diese  Gleichungen  18.  sind  ganz  identisch  mit   den  Gleichun- 
gen 11.,  wenn  man  in  diesen  statt  X  e,  Y  s,  Z  s  die  Größen  -,  - ,  -~^.  -r^, 

d  X    d  y  d  z 

und  statt  T  die  Größe  Xds  einsetzt. 

Die  Integrationsconstanten  erhält  man,    wenn   man  ausdrückt^ 
dass  die  Curve  durch  die  beiden  Punkte  Xq,  y^,  Zq  und  x,,  jj,  Zj  geht. 


Flg.  70. 


Sechsunddreißigstes  Capitel. 
Theorie  der  Eettenlinien. 

§  274.  Ein  homogener,  vollkommen  biegsamer  und  unausdehn- 
barer Faden,   vertical   attachiert   an  zwei  fixen  Punkten   A  und  B, 

und  nur  von  der  Kraft  der  Schwere, 
sonst  aber  von  keinen  anderen 
Kräften  sollicitiert,  bildet  eine 
Linie^  die  man  Kettenlinie  nennt. 
Diese  Kettenlinie  A  M  B  wird 
ganz  in  der  verticalen,  durch 
die  beiden  fixen  Punkte  A  und  B 
gehenden  Ebene  liegen:  denn  alle 
von  der  Schwere  herrührenden 
Kräfte,  die  auf  die  einzelnen  Punkte 
der  Curve  wirken,  sind  vertical  und 
einander  parallel  und  daher  ist  die 
Curve  vertical  und  ganz  in  der 
Verticalebene  liegend  (§  256). 

Dieses  lässt  sich  aber  auch  durch  die  Analjsis  beweisen. 

Die  Gleichungen  2.  des  vorigen  Capitels  sind: 

d'^x    .    dT     dx 


1. 


Xs  +  T 


ds'^ 


+  ds 


=  0 


'  ds-         ds 


ds 

ds  "~ 
dz 


0 


<ls 


ds 


=  0. 


Da  die  Kräfte  sämmtlicb  vertical  sind,  so  ist  in  diesen  Gleichungen 
X  =  0,  Y  :=  0,  Z  =  — g,  wenn  wir  nämlich  die  Acceleration  der 
Kraft  der  Schwere  mit  g  bezeichnen  und  die  Achse  der  Z  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  der  Schwere  richten. 

Die  Gleichungen  1.  werden  demnach  für  die  Kettenh'nie,  indem 
man  darin  die  eben  angegebenen  Werthe  einsetzt. 
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2. 


dx 


T 


ds' 

d^y 

ds 


2 


+ 


da 
dT 
ds 


•    -      — 


=  0 


md^z     ,    dT 


ds 
dy      „ 

ds 
dz 


ds' 


s 


ds 


=  sg. 


§  275.    Die   ersten  beiden  Gleichungen  kann  man  sofort  inte- 
grieren, und  sie  geben  für  die  Spannungen: 


3. 


^  dx  «,  d y 


ds         '        ds 

wo  unter  a  und  b  die  Constanten  der  Integration  sind. 

Aus  diesen  Gleichungen  3.  folgt  aber 

dy  ^  b^ 

dx         a 

b        , 


4. 


wo  e  wiederum  die  Constante  der  Integration  bedeutet. 

Die  Projection  der  Curve  in  der  Ebene  xy  ist  demnach  eine 
gerade  Linie,  folglich  ist  die  Curve  vertical  und  eben. 

Es  genügen  daher  zur  Bestimmung  der  Curve  zwei  Achsen. 
Wir  wählen  hiezu  die  der  x  und  z,  so  dass  die  Curve  in  der  Ebene 
der  xz  liegt,  und  ist  die  x- Achse  horizontal,  die  z-Ache  vertical  im 
entgegengesetzten  Sinne  der  Schwere  gerichtet. 

§  276.  Integriert  man  die  dritte  der  Gleichungen  2.,  so  hat 
man 

dz  , 

=  gss  +  c, 


5.   T 


ds 


wo  c  eine  Integrationsconstante  ist. 

Man  hat  demnach  für  die  Curve  zwei  Gleichungen 

dx 


6. 


<T4f)='> 


ds 
dz 


^  (■^ -S-) = «=^' 


oder 


7. 


dx 
ds" 


a 


m     dz  ■ 
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Eliminiert  man  aus  diesen  Gleichungen  T,  so  bat  man 

dz    gss  c 

8-  "die  ~  "T~  +  T' 

Differenziert  man  diese  Gleichung  in  Bezug  aufx,  so  hat  man 

^  ==  11  i ?_  =  Sl  ]/^dx2-f  dz^  _  g^  IT  d^z 

dx2         a     dx  a    '  ^^2  a   '        '  dx^' 

Setzen  wir 


f  es       ,     dz  d^z        dp 


SO  hat  man 


(  ^ 


dx       ^'  dx''       dz 


i'^z  dp       ,  ,,, 

10-    di^  =  P-di  =  ^n^M=p') 

pdp 

11.     .f^  "7~   »  =  hdz. 

I'  1  +  p2 

§  277.  Integriert  man  die  Gleichungen  11.,  so  kommt 

12.    11^72  =  hz+f, 
wo  f  die  Integrationsconstante  bedeutet. 
Daraus  bat  man 

13.   p  =  |/(h^q-^Cöi;  ^1  =  i/(h^qrf;"2_i 


14.    X 


=j 


dz 


Das  Integral  ist,  wenn  man  mit  k  eine  Constante  bezeichnet, 


15.      x+k  =  -^-l[hz4-f+l'(hz  +  f)»-l], 

wo  unter  1  der  natürliche  Logarithmus  verstanden  wird,  und  daraus 

16.    e(='+'')''  =  hz+f+l^hz  +  f)2-r 

Multipliciert  und  dividiert  man  das  rechte  Glied  dieser  letzten 
Gleichung  mit 

hz-ff_l/'(hz4-f)2— 1 

80  hat  man 

1 

17.     e('+«''  =  ;- 


hz  +  f— K(hz  H-  £)•■'— 1 
daher 

18.     e-(» +■')''==  h z  4-  f— f(hz  +  f)2— 1. 
Addiert  man  die  Gleichungen  16.  und  18.,  so  kommt 

19.     2(hz  +  f)  =  e<»+k)»'  +  e-(*+'')»'. 
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Lassen  wir  nun  die  Achsen  durch  einen  Punkt  e  passieren 
dessen  horizontale  Distanz  von  A  =  m  und  dessen  verticale  Distanz 
von  B  =  n  ist,  so  werden  die  Coordinaten  des  Punktes  A  x  =  m, 
z  =  0,  die  des  Punktes  B  x  =  0,  z  =  n  sein,  und  die  Gleichung  19. 
wird  für  die  beiden  Punkte  A  und  B  sein 

2(hn  +  f)=e^^^+e~"  • 
Differenziert  man  ferner  die  Gleichung  19.,  so  hat  man 


20. 


dz  _  e(»+^^^  _e-(x+k)h 


dx  2 

22.     1  +  Q-y  =  -A-[e2(x+k)h  ^e-2(^+>^)»»+»] 

23.     ^  =  i-[e(^+'^)»»  +  e-(»+^^)»»]. 
dx         2 

Integriert  man  diese  Gleichung  von  x=0  bis  x=:m,  so  kommt, 
wenn  man  die  Länge  des  Fadens  AMB  mit  L  bezeichnet, 

24.    L  =  ^  [e(m+k)h_e-(m+k)h_e»^h  I  e-khi 
2h  ' 

Aus  den  Gleichungen  20.  und  24.  kann  man  f,  k,  h  durch  die 
gegebenen  Stücke  m,  n  und  L  berechnen. 

§  278.  Setzt  man  in  der  Gleichung  19. 

X  +  k  =  x' 

f  f 

z+j^-  =  z',  z  =  z'-j^, 

nnd  lässt  dann  die  Zeichen  weg,  so  werden    die  Coordinaten  trans- 
formiert, und  diese  Gleichung  hat  dann  nachstehende  Form 

25.     z  =  2^^[e''-  +  e--«]. 

Das  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Kettenlinie,  deren  Eigen- 
schaften wir  untersuchen  wollen. 

§  279.  Aus  der  Gleichung 

folgt,  wenn  man  differenziert 

26.     ii  =  A  (e»' -  e-"-). 
dx  2 
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Man  erkennt  also,  dass  die  Kettenlinie  bezüglich  der  z-Achse 
symmetrisch  liegt. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  x  =  0,  so  hat  man 

1 
"=  h- 

Die  Coordinaten  des  niedrigsten  Punktes  der  Curve  sind  dem- 
nach X  =  0,  z  =  ,    . 

h 

Man    sieht   auch,   dass  die  Ordinaten  wie  auch  die  Derivierte 
mit  dem  Wachsen   der   absoluten  Werte   von  x  ebenfalls    wachsen. 

Differenziert  man  die  Gleichung  26.,  so  hat  man 

Aus  26.  hat  man  ferner 

also 

«/^      ds         ,  1    ds     ds         1   /  u^    ,        »  s 

'    dx  h   dx     dx         2  '  ^ 

Integriert  man  von  x  :^  0  angefangen,  so  ergibt  sich 


Aus  den  beiden  Gleichungen  29.  und  30.  ergibt  sich 

_  1    /djV 
~  P  Vdx/ 


^^2        1   /d8\2 
h  dx'    ^ 


1    dz       .  _  1   /dzV 
"~  h^Vdx/ 


S  =  -r-   ,     ,      8^ 


h  dx' 
und  daher 

§  280.  Die  geometrischen  Bedeutungen  der  Gleichungen  29., 
30.  und  31.  sind  nun  folgende. 

Die  Gleichung  29.  drückt  aus,  dass  in  jedem  Punkte  N  der 
Kettenlinie  die  Projection  NK  der  Ordinate  NP  auf  die  Normale  KO 

constant  und  gleich   -r- ist.  DennNK  =  z  cosPNO  =  zcos NTP  = 

—    i^  _  JL 

ds         h  . 
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Die  Gleichung  30.  drückt  aus,  dass  die  Projection  NJ  der 
Ordinate  KP  auf  die  Tangente  NT  gleich  ist  dem  Bogen  NM,  ge- 
rechnet vom  niedrigsten  Punkte  dei:  Cnrve. 

Dann  hat  man 

NJ  =  JP  tangNPJ  = 
=  JP  tangNTP  = 

=  JP^  =  NK^  = 
dx  dx 


dx     dz 


dz 


ds  '  dx 
1    ds     dz 


z  . 


ds 
1    dz 


h  dx  *  ds  h   dx 

Endlich  sagt  die  Qleichung  31.  ans,  dass  der  Bogen  MN,  die 
Ordinate  z  und  die  Länge  -r-  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  bilden^ 

von  welchem  die  Ordinate  z  die  Hypotenuse  ist. 

§  281.  Der  Krümmungshalbmesser   einer    ebenen    Curve  wird 

ausgedrückt  durch 

dz2\! 
dx2. 

d"2z 


i^+m 


p=- 


dx2 


Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  bisher  erhaltenen  Werte 
aus  den  Gleichungen  28.  und  27.,  so  bat  man 

z»h»  ,,         z^h^         l/dsV 

P  =  T^z  =  "^  =  -h-  =  Y\di)  • 

ds 
Die  Normale  NO   ist  gleich  z-,-  =  z.zh  =  z2h,  folglich  ist 

p  =  NO. 

Der  Krümmungshalbmesser  der  Kettenlinie  ist  wie  beim  Kreise 
gleich  der  Normale,  und  ist  nur  im  entgegengesetzten  Sinne  ge- 
richtet, weil  diese  Curve  ihre  convexe  Seite  der  Achse  der  x  zu- 
wendet, indem  aus  30.  zu  ersehen,  dass  ds  =  ,-  ^("i — ji^*)  ^  ^^^^ 

d^z 
gleichzeitig  mit  x  wächst,   daher  -,— -^  i^ai^ör  positiv  ist,  der  Krüm- 
mungshalbmesser aber  immer  in  der  Concavität  der  Curve  liegt. 


Weiistein,   BaÜon«lle  Mechanik.  I. 


14 
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§  282.  Für  die  Spannung  des  Fadens  in  einem  seiner  Punkte 
haben  wir  die  Gleichungen  3.,  von  welchen  die  erste  gibt 

rw^     dX 

T  --^  =  a, 
ds        ^ 

eine  Constante,  die  wir  noch  nicht  bestimmt  haben. 

Man  sieht  übrigens,  dass  die  horizontale  Componente  der 
Spannung  T  constant  ist. 

Wir  hatten  oben  9.  ^—  =  h  gesetzt,  also  a  =  ^.    Dann  hat 

a  h 

man  für  die  Ordinaten  des  niedrigsten  Punktes  der  Curve  z  =  t-« 

Das  Product  gsds  stellt  das  G-ewicht  eines  Curvenelementes 
ds  vor,  weil  eds  die  Masse  des  Fadenelementes  ds,  g  die  Acceleration 
und  die  Kraft  der  Schwere,  das  ist  das  Gewicht  durch  Mg  ausge- 
drückt wird.  Bezeichnen  wir  das  Gewicht  der  Einheit  der  Länge 
des  Fadens  mit  a>,  so  wird  das  Gewicht  des  Fadenelementes  ds 
gleich  sein  (ods. 

Nennen  wir  die  Spannung  des  niedrigsten  Punktes  der  Cur^e, 
welche  horizontal  ausgeübt  wird,  -^,  so  wird  man  haben 

dx  _  ge   _    ö)^ 
ds""  h"  ""  "h' 
und  daraus 

ds  h  h     dx 

Die  Spannung  der  Kettenlinie  ist  also  in  jedem 
Punkte  proportional  der  Ordinate  an  diesem  Punkte. 

Am  niedrigsten  Punkte   ist  die  Ordinate  z  =  ,-,    daher    die 

Spannung  daselbst  -— ,  was  zu  erwarten  war. 

Die  Spannung  kann  man  auch  aus  der  Generalgleichnng  er- 
halten. 

Wir  hatten  im  vorigen  Capitel  Gleiehung  3. 

dT  =  -8  [Xdx  +  Ydy  +  Zdz]. 

Setzt  man  darin  X  =  0,  Y  =  0,  Z  =  — g,  eg  =  w 
so  hat  man 

dT  =  egdz 
T  =  coz. 
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Man   setzt   hier   keine   Constante   bei,   weil   man   für  z  =  -y- 


tf> 


die  Größe  T  =  -r—  sein  muss. 

h- 


Siebenunddreißigstes  Capitel. 

GonstructioB  der  Eettenlinie. 

§  283.  Ziehen  wir  vom  Punkte  A  eine  Horizontale,  welche  die 
z-Achse  in  D  trifft,  und  durch  B  eine  Verticale,  welche  diese  Hori- 
zontale  Linie    in    C    schneidet. 
Eis  sei  nun  AC  =  a,  BC  =  b, 
AD  =  k,   DC  =  k',   0M  = 

=  ^-,  MD  =  f,  AMB,  die  Länge 

der  Curve  =  L.  Unter  diesen 
Größen  sind  a,  b,  L  bekannt, 
k  ist  unbekannt,  hat  man  es  ge- 
fanden,   so   hat   man   auch   k'. 

-r-  ist  nicht  bekannt,  weiss  man 
h 

es,  so  wird  man  auch  f  berechnen  können. 

Wir  hatten  im  vorigen  Capitel  Gleichungen  25.  und  30. 

Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung  einmal  x  =  k,  dann 
x=k',  so  hat  f(Ir  den  Bogen  MA,  dann  für  den  Bogen  MB, 
und  schließlich  für  die  Summe  beider 


3. 


AMB 


1       /      hk     I       hk'  — hk  — hk'\ 

=  __  le      -4-e      —  e        —  e  I 

2h  V        ^  / 


Ferner  haben  wir  für  die  Ordinaten  der  Punkte  A  und  B  aus 
der  Gleichung  1,,    wenn    man    für   A  als  z  die   Größe   -^-|-fund 


U* 
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fttr  X  die  Größe  k,   dann  für  B  z  =  -r-  +  f  —  b,  x  =  —  k'  einsetzt, 


4. 


und  daraus,  wenn  man  die  untere  von  der  oberen  abzieht, 

5     b  — —  Te"  -4-  e-"^  —  e"'  — 6-"'"^ 

und  aus  diesen,  wenn  man  b  mit  AMB  =  L  addiert  und  von  ein- 
ander abzieht, 


6. 


L-b=..^(e"-.-") 


Da  ferner  k  -|-  k'  =  a,    so  hat   man,    wenn   man   die   letzten 
Gleichungen  miteinander  multipliciert, 


I^^-b^  =  p(«'"  +  «"'"-2) 


7. 


M 


ha  --^h»\2 

e'2  —  e  « 


■) 


yU  -  b2  =  -^  (  e"2   —  e-  ä- j 


Diese  Gleichung  enthält  nur  die  einzige  Unbekannte 


1  i/"-p  • 

§  284.  Setzt  man  ---  ==  a,  '  — 


b2 


=  n,  so  geht  die  letzte 
der  Gleichungen  (7.)  über  in 

Entwickelt  man  je" — ®"*l  ^^  ®^°®  Reihe,  so  hat  man 

*^  _i    **  _i_        

3!    '   6!    ' ^ 

Da   n   nur   bekannte  Größen   enthält,    so   ist  -z —  durch   die 

h 

Gleichung  (7.)  gegeben. 


2ia 

Liegen   A  und   B   in    einer   horizontalen   Linie,    alsdann    ist 

1  1     /  ■*»  -h»\ 

k  =  k',  b  =  0,  -^  -I-  f  =  -gj^-  (e »-  +  e-«-). 

§  285.  Ist  der  Faden  L  nur   ein  wenig  großer   als  die  Linie 
AB,  alsdann  ist 


==K 


L^  —  b'^ 


a'^ 


fast  gleich  1,   daher  n  —  1  und  folglich  auch  a  sehr  kleine  Größen. 
Man  kann  daher  in  9.  nehmen 

-  =  n-l 
und  daraus 

Aus  diesem  Werte  hat  man  auch 

,        2a     1         a 
n  =  — j   --  =  -    . 
a       h         2a 

In  ß.  hatten  wir  ferner 

Wegen  k  +  1^'  =  a  tat  man 

L  +  b=  [(l-e-"')«". 

Daraus  bestimmt  man  den  Wert  von  k  und  also  auch  von 
k'  =  a  —  k.    f  bestimmt  man  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (4.). 

§  286.  Unter  allen  ebenen  Curven,  welche  durch  zwei 
fixe  Punkte  passieren  und  sich  um  eine  und  dieselbe  in 
ihrer  Ebene  liegende  Achse  drehen,  erzeugt  die  Ketten- 
Hnie  die  kleinste  Fläche. 

Für  eine  durch  Drehung  einer  in  der  Ebene  der  x  z  liegenden 
Gorve  um  die  x- Achse  erzeugte  Rotationsfläche  hat  man,  wenn  man 
solche  mit  v  bezeichnet, 

V  =  2ä  5  zds  =  2ic  5  z  )/^  dx'^^+'dz^. 

Variiert  man  diese,  so  hat  man 

8v=2i:i|8zd8-}-z8dx-j |-z8dx^~j 

=  2«\l8zd8-[-zd8x-3 — |-zd  8z  -r-y 
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Integriert  man  partiell,  und  beachtet,  dass  die  Grenzen  fix 
sind,  und  dass  filr  diese  Grenzen,  es  sei  von  x  =  a  bis  x  =  ß  nach 
der  Voraussetzung  8x  und  Sz  verschwinden,  so  hat  man 

8v  =  2«j[8zdB-d(z^)8x-d(z^)4 

Damit  ein  Minimum  stattfinde,  muss  der  Ausdruck  unter  dem 
Integralzeichen  verschwinden,  und  da  die  Variationen  8x,  8z  von 
einander  unabhängig  und  unbestimmt  sind,  müssen  die  Coefficienten 
jeder  für  sich  gleich  Null  sein,  und  daraus  ergibt  sich 

d.-a(,|^)=o,d(.^j--)  =  o 

dx  dx       -  * 

s  —  z-T—  =  a,  z  ^ —  =  b, 
ds  ds 

wo  unter  a  und  b  die  Constanten  der  Integration  verstanden  werden. 

Die  letzte  Gleichung  gibt 


G-;y = 


z*   ^  j^  da* z* 

b*'      +  dx"»  ~  b« 


dz* z*  ,    dz 

Integriert  man  und  setzt  c  als  Constante  bei,  so  hat'  man 

'  +  «  =  '•  [r  +  Kf-O 

und  daraus 


« •  =i+U~ 


b     '    '  b» 

-x  +  e 

~  b         •'  b» 


h  r    U2 


Z  x  +  o  —  x-f  e 

2  ,  -  =  e  "b~  -f-  e     ~b~ 

z  =  y  ^^  e  b    -1-  e       b   J. 

Man  hat  also  für  das  Minimum  die  Gleichung  der  Kettenlinie. 

Aus  diesem  Satze  folgt  weiter,  dass  die  Kettenlinie  unter 
allen  Curven,  welche  dieselben  Bedingungen  erfüllen,  die 
Curve  ist,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  am  nächsten  zur 
Achse,  also  am  tiefsten  liegt,  wenn  diese  horizontal  ist 
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t 

I 

i  Denn    nach    dem    Guldin'dchen  Theoreme    hat    die    erzeugte 

Fläche  zum  Ausdrucke  die  Länge  der  Curve  multipliciert  mit  dem 
Umfange  des  Kreises,  welchen  der  Schwerpunkt  dieser  Curve  be- 
schreibt Dieser  Kreis  muss  also  bei  der  Drehung  der  Kettenlinie 
am  eine  Achse  der  möglichst  kleinste  sein. 

Achtun.ddreißi<?f5tes  Capitel. 
Die  Eettenbriiokenlinie. 

§  287.  Denken  wir  uns,  dass  die  verticale  Kraft,  welche  das 
Element  ds  des  an  den  Punkten  A  und  B  aufgehängten  Fadens 
angreift,  nicht  der  Länge  dieses  Elementes,  sondern  dessen  horizon- 
taler Projection  dx  proportional  sei,  alsdann  nimmt  der  Faden  eine 
Form  an,  welche  von  der  der  Kettenlinie  verschieden  ist.  Dieses 
ist  der  Fall,  wenn  auf  einem  gewichtlosen  Faden  eine  Last  gleich- 
förmig horizontal  verbreitet  ist,  auf  welche  die  verticale  Kraft  pro- 
portional dem  Elemente  dx  wirkt.  Der  Faden  wird  dann  eine  Ge- 
stalt annehmen,  welche  der  Gestalt  der  Tragkette  einer  Hängebrücke 
ähnlich  ist,  wenn  man  das  Gewicht  der  Kette,  als  sehr  klein,  gegen- 
über der  darauf  angebrachten  sehr  großen  Last,  vernachlässigt. 

Auch  diese  Curve  wird  ganz  in  der  durch  die  Punkte  A  und  B 
gehenden  verticalen  Ebene  AMB  liegen.  Wir  wenden  hier  zwei  der 
Gleichungen  (2.)  des  36.  Capitels  an,  indem  wir  X  =  0,  Z  =  —  g 
setzen,  co  =  ge  die  totale  Kraft  nennen,  welche  ein  Stück  Kette 
sollicitiert,  deren  horizontale  Projection  gleich  der  Längeneinheit  ist, 

und  die  Spannung  am  tiefsten  Punkte  mit  -r-  bezeichnen,  und  als- 
dann werden  wir  haben 


1. 


Integriert  man  die  erste  Gleichung,  so  hat  man  wie  in  der 
Gleichung  32.  des  vorigen  Capitels 

^      ^  dx        (0 
2.    T5-  =  -r-. 
ds         h 

Die  horizontale  Componente  der  Spannung  ist  also  auch  hier 
constant. 

Führt  man  diesen  Wert  von  T  in  die  zweite  der  Gleichungen  1. 
ein,  so  hat  man 
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3. 


]      1      d^_ 


dx 


Man  setzt  keine  Constante  bei,  wenn  wir  den  niedrigsten  Punkt 

zum   Coordinatenursprung  neh- 
men, wo  für  x  =  0,  auch  z  =  0 

dz 


und 


dx 


0  ist 


Integriert  man  die   zweite 
der  Gleichungen  (3.),  so  hat  man 

2 


4.     -|—  z 
n 


X2. 


Man  setzt  keine  Constante  bei,  da  für  x=0  auch  z  =  0  sein  muss. 

Die  Curve  ist  also  in  diesem  Falle  eine  Parabel,  deren  Achse 

vertical  gerichtet   und   deren  Scheitel   am   tiefsten  Punkte  M  liegt. 

§   288.    Die    Spannung    entnimmt    man     aus    Qleichung    2., 

wornach 

0)  ds 


T  = 


"h  dx 


ist 


Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (3.)  hat  man 


5. 


\   ds  ,,;  .r- -„  — ^       „  0) 


dx 


:-  =  yh-^x»-j-i,  T=,-yh2x+i. 


a> 


Die  Spannung  also,   welche   für  x  =  0  gleich  ist  -^j  wächst 

mit  X. 

Behält    man    die    Bezeichnupg    des     §   283     bei    (Fig.  72), 

nennt  die  Spannung  —y  so  kann  man  aus  der  Gleichung  der  Corve 

2 
x2  =  -—  z,  wie  bei  der  Keltenlinie,    alle  Werte  berechnen,    die  bei 

dieser  Curve  vorkommen. 
Man  hat  nämlich 

k*=?  f  k'«  = -^- (f  -  b), 
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und  daraus 

k2  — k"  =  (k  +  k')  (k  —  k')  =  a  (k  —  k')  =  l-  b 

k-k'=2    b 
h    a 

k  +  k'  =  a 
k  —  -'  -I-    -.  k'  —  *  _  ** 


Ferner  haben  wir  aus  5. 


6.     ds  =  dx  l'h^x^-f.  1. 
Integriert  man,  so  kommt 

7.   8=^i/h^iq--I  +  2\-[i»^+l'^^^^M=i]- 

Eine   Constante  wird    nicht    beigesetzt,    da    für   x  =  0   auch 
s  =  0  wird. 

Setzt    man    in  7.  für  x  bald  =  k,  bald  ==  k'  und  addiert,  so 
hat  man 

L = -2-Kh^^k^Ti  +  -g-  Kh^^"+i  +  2^  1  [hk  +  yE^+i] 

+  A.  1  [hk'  +  KP'k'-'' +i]. 

Substituiert  man  darin  die  obgefundenen  Werte  von  k  und  k', 
so  hat  man  zur  Bestimmung  von  v-  eiQ®   transcendente  Gleichung. 

Für  b  =  0,  k  =  k'  =  ^  hat  man 


Neununddreißig^tes  Capitel. 

Die  Anziehung  der  Körper. 

§  289.  Alle  Körper  in  der  Natur  ziehen  sieh  wechselseitig  an, 
und  die  Intensität  der  Anziehung,  die  zwei  unendlich  kleine  Eörper- 
elemente,  welche  wir  mit  dm  und  dm'  bezeichnen,  aufeinander 
ausüben,   ist  proportional  den  Massen,   das   ist  den  Quantitäten  der 
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in  diesen  Körperelementen   enthaltenen  Materie   und    verkehrt   pro- 
portional dem  Quadrate  der  Distanz  der  beiden  Körperelemente. 

Nennen  wir  die  Größe  der  Attraction  f  in  dem  Falle,  wenn 
eine  Quantität  Materie,  welche  der  Einheit  der  Masse  gleichkommt, 
in  jedem  der  zwei  Körperelemente  enthalten  ist,  wir  uns  solche  in 
einem  Punkte  vereinigt  denken  und  die  Distanz  der  beiden  Elemente 
gleich  der  Längeneinheit  ist,  alsdann  hat  die  Intensität  der  wechsel- 
seitigen Anziehung,  welche  zwei,  in  der  Distanz  u  von  einander 
befindlichen   Körperelemente   dm   und   dm',    eines    auf  das   andere 

ausüben  zum  Ausdrucke 

fdmdm' 

Dabei  nehmen  wir  an,  dass  die  Distanz  u  für  alle  Punkte 
dieser  unendlich  kleinen  Körperelemente  d  m  und  d  m'  constant  eine 
und  dieselbe  ist,  was  uns  offenbar  gestattet  ist,  da  bei  dieser  An- 
nahme nur  unendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung  vernachlässigt 
werden,  welche  beim  Übergange  zur  Grenze  verschwinden.  Dieses 
Gesetz  hat  uns  die  Erfahrung  gelehrt,  alle  Erscheinungen  in  der 
Natur,  insbesondere  alle  Erscheinungen  am  Himmel  haben  uns,  wie 
wir  sehen  werden,  zu  diesem  unumstößlichen  Gesetz  geführt. 

Aus  diesem  Ausdrucke ^  —  sieht  man,    dass  derselbe  für 

u^ 

die  totale  Arbeit  der  Attraction  eines  Körpers  auf  einen  Punkt  ein 

exactes  Differential   sein   wird,    da  f,   die  Anziehung  eines  Punktes 

auf  seinen  Punkt  in  der  Einheit  der  Distanz  vorstellend,  eine  Function 

dieser  Distanz  ist  und  mithin  obiger  Ausdruck  eine  Form  f  d  u  haben 

wird,  daher  auch  die  Attraction  des  ganzen  Körpers  auf  einen  Punkt 

ein  exactes  Differential  sein  wird.  Wir  werden  dieses  bald  bestätigt 

finden. 

Anziehung  einer  homogenen  sphärischen  Schicht  und  eines  sphäi'ischen 

Körpers, 

§  290.  Betrachten  wir  eine  homogene  sphärische  Schicht 
zwischen  zwei  concentrischen  Sphären,  deren  Halbmesser  a  und  b 
sind,  und  wollen  wir  deren  Anziehung  auf  ein  Element  d  m',  welches 
außerhalb  der  Schicht  in  A  in  der  Entfernung  0  A  =  c  vom  Mittel- 
punkte der  Sphären  liegt,  bestimmen,  wobei  wir  einen  Punkt  der 
Schicht  mit  {i  bezeichnen. 

Es  sei  M  der  materielle  Punkt  der  Schicht,  r,  6,  ^  dessen 
Polarcoordinaten,  O  der  Pol,    Ox  die  durch  den  Punkt  A  gehende 
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Fig.  74. 


Polaracbse,  und  x  Oy  eine  fixe  Ebene.  Bezeichnen  wir  auch  die  Distanz 
des  materiellen  Punktes  (t  von  A  mit  u,  and  das  Element  des  Vo- 
lumens der  Schicht  mit  dv. 

Man  hat,  wie  aus  dem  früheren 
bekannt  ist, 

dv  =  r2sinedrded(|>, 
wo  r  den  Radius  vector  bedeutet,  und 
wenn  p  die  Dichte   der  Schicht    be- 
deutet, 

(I.  =  p  dv  =  p  r^  sin  0  d  r  d  0  d  ^. 
Daher   hat    die   Intensität    der 
vom  Punkte  (jl   der   Schicht  auf  das 
in  Ä    befindliche   Element  dm'    aus- 
geübten   Attraction   zum    Ausdrucke 


1. 


f[i  dm' fpr^sin9drd0t|)d  dm' 


u- 


u- 


§  291.  Die  anderen  Punkte  dieser  Schicht  werden  für  ihre 
Anziehungen,  welche  sie  auf  dm' ausüben,  ähnliche  Ausdrücke  haben, 
und  alle  diese  von  den  einzelnen  Punkten  ausgeübten  Attractionen 
haben  noth wendig  eine  Besultante..  welche  nach  AO  gerichtet  sein 
muss,  weil  alles  symmetrisch  um  diese  Achse  AO  liegt.  Man  hat 
demnach,  um  die  Intensität  der  von  der  ganzen  Schicht  auf  dm' 
ausgeübte  Attraction  zu  erhalten,  nur  die  der  Achse  der  Ox  parallelen 
Componenten  der  Attraction  aller  einzelnen  Punkte  zu  nehmen, 
und  die  Summe  dieser  Componenten  wird  die  Intensität  der  ganzen 
Attraction  geben,  welche  die  Schicht  auf  den  Punkt  ausübt. 

Dies  sieht  man  auch  daraus,  da  die  den  Achsen  der  y  und  der 
z  parallelen  Componenten  aller  Attraction  sich  wechselseitig  zer- 
stören, indem  einer  jeden  positiven  Componente  irgend  eines  attrac- 
tiven  Punktes  eine  gleiche  negative,  im  entgegengesetzten  Sinne 
wirkende,  von  einem  anderen  symmetrisch  gegenüber  liegenden 
Punkte  herrührende  Componente  entgegensteht. 

Eine  jede  Componente  der  einzelnen  Attractionen  parallel  nach 
der  X-Achse  hat  aber  zum  Ausdrucke 

^      fadm'        T.r  A /^       fridm'    c'-^ -h  u^  —  r^ 

2.    -^ — cos  MAO  =  -^,—    ^ 

-.2  ..j  2  c  u 


u^ 


u- 


==fdm'pr2  8inedrded4.--"t--\-— • 
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§  292.  Zonfichst  wollen  wir  das  Differential  als  Function  von 
u  allein  aasdrücken,  und  da  hat  man,  indem 

u2  =  c^  -|-  r^  —  2  er  cos  0 
ist,  wenn  man  differenziert,  die  Gleichung  sswischen  u  und  9 

u  d  u  =  c  r  sin  0  d  9. 

Mithin  wird  die  Gleichung  2. 
rt      fiidm'        „  .  rk        fdm'prdrdud6 /^    ,  c^  —  r^\ 

3.  ___co8MAe  = ^-j^^ :!:(^i+___j 

Integrieren  wir  diesen  Ausdruck,  in  welchem  u  und  r  von  ^ 
unabhängig  sind,  zuerst  noch  ([»von  o  bis  2  n,  so  wird  derselbe 

fdm'prdrdu« /^    ,    c^  —  r^\ 

— c^ —  V  "^ — ^~)' 

und  integriert  man  weiter  nach  r  und  u,   so  wird  dieser  Ausdruck 

Führt  man  die  Integration  nach  u  aus,  so  ergibt  sich 

§  293.  Liegt  nun  das  Element  d  m'  zwischen  dem  Mittelpunkte 
und  der  Schicht,  so  muss  das  Integral  4.,  da  u  =  r^  -j-  c^  —  2rcco86 
stets  positiv  zu  sein  hat,  und  die  Grenzen  von  9  von  o  bis  tc  sind, 
zwischen  den  Grenzen  von  r  —  c  -f-  r  -{-  c  genommen  werden.  In 
diesen  Grenzen  ist  aber  das  unbestimmte  Integral  4. 

£^"(l+^— )du  =  (r+c)-(r-c)+(r-c)-(r  +  c)  = 

multipliciert  man   daher  dieses  Integral  mit  -J- und    in- 

Fi^.  76.  tegriert  nach  r,   so  wird   fllr  das  unbe- 

stimmte Integral  eine  Constante  heraus- 
kommen und  das  bestimmte  Integral 
wird  =  0  sein. 

Man  hat  demnach  den  Satz: 

Die  Resultante  der  Attraction 

alier     materiellen     Punkte     einer 

homogenen     sphärischen     Schicht 

auf    einen     innerhalb     des     Hohl- 

raumes  liegenden  materiellen  Punkt  ist  gleich  Null. 

Dieses  Resultat  erstreckt  sich  auf  mehrere  sphärische,  con- 
centrierte  Schichten,  in  welchen  die  Dichte  p  von  Schicht  zu  Schicht 


0 
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yariiert,  aber  in  derselben  Schicht  constant  bleibt.  Die  Wirkungen 
der  Attraction  einer  jeden  Schicht  auf  ein  im  Innern  des  Hohlraumes 
liegendes  Element,  und  mithin  die  Gesammtwirkung  der  Attraction 
aller  Schichten  auf  dieses  Element  ist  gleich  Null. 

§  294.  Liegt  das  angezogene  Element  außerhalb  der  Schicht 
(Fig.  74),  wird  man  u  iii  den  Grenzen  c  —  r  bis  c  +  r  bei  der 
Integration  nehmen,  und  das  Integral  4.  wird  sein: 

J^^°(l+^-)du=(r+c)-(c-r)  +  (r-c)  +  (r+c)=4r. 

Man  wird  daher  ffir  obigen  Ausdruck  haben 

4Äfdm'pr^dr 


i 


c2 


welches  Integral,  zwischen  den  Grenzen  von  a  bis  b  genommen,  gibt 

4'  p  « (b»  —  a»)  f  d  m'. 
o 

4 

Bedenkt  man,  dass  die  Masse  der  Schicht  gleich  ist  -^  p  ic  (b'  —  a^), 

und  bezeichnen  wir  diese  mit  M,  so  hat  man  für  die  Intensität  der 
Attraction  der  ganzen  Schicht  auf  das  Element  d  m',  welches  außer- 
halb der  Schicht  liegt, 

fMdm^ 

§  295.   Man  hat  also  folgendes  Theoreme: 

Die  Anziehung  einer  homogen-sphärischen  Schicht 
auf  einen  äußeren  materiellen  Punkt  ist  gleich  derjenigen 
Intensität,  die  dieser  Punkt  erleiden  würde,  wenn  die 
ganze  Masse  der  Schicht  in  ihrem  Mittelpunkte  ver- 
einigt wäre. 

Ist  nun  ein  Körper  aus  homogenen  concentrischen  Schichten 
von  verschiedener  Dichte  zusammengesetzt,  so  wird  die  Attraction 
einer  jeden  homogenen  Schicht  auf  einen  äußeren  Punkt  so  wirken, 
als  wäre  ihre  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt,  und  wird 
daher  die  Intensität  der  Attraction  des  ganzen  Körpers  auf  einen 
äußeren  Punkt  gleich  sein  der  Summe  der  Wirkungen  aller  dieser 
Schichten,    daher   gleich   sein,   als   wenn    die   gesammte  Masse   des 

Körpers  in  seinem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

4 
Das   Volum   einer   Kugel    vom    Halbmesser   R,   ist  -7.-  ir  R', 

o 

und   ist   die  Kugel   von   homogener  Dichte  p,   so   wird  ihre  Masse 
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4 
sein  -Q-Tcp  B,%  daher  wird  die  Intensität  ihrer  Attraction   auf  einen 
o 

in  der   Entfernung  c   von    ihrem   Mittelpunkte    liegenden   äußeren 

materiellen  Punkte  dm'  sein 

g        -|-fpicRMm' 

§  296.  Bildet  der  angezogene  Punkt  einen  Theil  der  an- 
ziehenden Masse,  wird  man  diese  in  zwei  concentrische  sphärische 
Theile  zerlegen.  Die  Schichten  außerhalb  des  Punktes  üben  auf  den 
Punkt  keine  Wirkung  aus,  indem,  wie  wir  gesehen,  diese  Ättractionen 
sich  wechselseitig  zerstören  und  die  Qesammtattraction  in  Beziehung 
auf  diese  Schichten,  auf  diesen  inneren  Punkt  gleich  Null  ist. 
Auf  den  Punkt  üben  demnach  nur  diejenigen  Ättractionen  eine 
Wirkung  aus,  welche  von  Punkten  herrühren,  die  zwischen  der 
inneren  Begrenzungsääche  des  Körpers  und  der  durch  den  ange- 
zogenen Punkt  gelegten  concentrischen  Kugelfläche  sich  befinden. 
Ist  demnach  die  Kugel  homogen  bis  zum  Mittelpunkte  mit  Masse 
von  der  Dichte  p  gefüllt  und  liegt  der  angezogene  Punkt  dm' 
innerhalb  der  Kugel  in  der  Distanz  c  vom  Mittelpunkte,  so  werden 
nur  die  Ättractionen  eine  Wirkung  ausüben,  welche  von  den  Punkten 
herrühren,  die  vom  Mittelpunkte  angefangen  bis  zu  der  durch  den 
angezogenen  Punkt  gelegten  concentrischen  Kugelfläche  sich  be- 
finden, und  die  Gesammtattraction  wird  mithin  sein 

4        ^dm'c*         4        f    ji     s 
7.     -ö-'cpf 2 —  =-ö-p^fcdm'. 

Die  ganze  Attraction  einer  Kugel,  von  welchem  Halb- 
messer immer,  auf  einen  inneren  Punkt,  hängt  mithin  nicht 
mehr  von  der  Größe  dieses  Halbmessers  ab,  und  ist  der 
Entfernung  des  angezogenen  Punktes  vom  Mittelpunkte 
proportional. 

§  297.  Sind  zwei  homogene  Kugeln,  die  eine  von  der  Dichte  p, 
die  andere  von  der  Dichte  p',  und  ist  die  Distanz  der  beiden  Mittel- 
punkte =  c,  die  Halbmesser  der  beiden  Kugeln  gleich  a  und  b,  so 
zieht  jeder  Punkt  der  einen  Kugel  jeden  Punkt  der  zweiten  Kugel 
an,  und  jede  Masse  ist  so  zu  betrachten,  als  wenn  deren  Masse  in 
ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre.    Die  Masse  der  einen  Kugel  ist 

4  4 

gleich      -  p  TU  a^,   die  der  anderen  Kugel   ist  gleich -«- p  it  bl    Daher 
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wird  die  wechselseitige  Anziehung  der  beiden  Sphären  sein 

Homogene  Sphären,  oder  aus  homogenen  Schichten  zusammen- 
gesetzte Sphären  ziehen  sich  wechselseitig  an  wie  materielle,  in  den 
respectiven  Mittelpunkten  placierte  Punkte,  welche  die  respectiven 
Massen  der  beiden  Kugeln  in  sich  enthalten,  mithin  so,  als  wenn 
die  Masse  jeder  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

§  298.  Dass  die  Attractionen  einer  unendlich  dünnen  Schicht 
auf  einen,  in  der  Hohlkugel  liegenden  Punkt  sich  wechselseitig  auf- 
heben, ihre  Gesammtattraction  also  gleich  Null  ist,  kann  geometrisch 
bewiesen  werden. 

Sei  0  der  Mittelpunkt  einer  sphärischen  Fig.  76. 

Schichte  von  unendlich  kleiner  Dicke  e  und  A 
der  angezogene  Punkt. 

Zerlegen  wir  die  Schichte  in  unendlich 
kleine  Elemente,  ziehen  durch  A  die  Linien 
MM',  KN',  wo  M  und  N  unendlich  nahe  Punkte 
sind,  benennen  das  Element,  welches  dem 
Punkte  M  entspricht  co,  das  dem  Punkte  M' 
correspondierende  Element  a>'.  Die  Producte 
soft,  pso>,  8(i>',  psco'  werden  die  Volums-,  respective  Massenelemente 
dieser  Schichte  vorstellen,  welche  den  Punkten  M  und  M'  entsprechen. 

Bezeichnen  wir  AM  mit  r,  AM'  mit  r',  so  werden  die  Attrac- 
tionen von  M  und  M'  auf  A  in  den  Richtungen  MA,  M'A  aus- 
zudrücken haben,  wenn  wir  den  Punkt  A  mit  dm'  bezeichnen, 

fpecodm',      fpsco'dm' 

Die  beiden  Größen  der  Attractionen  der  beiden  Elemente  auf 
A,  welche  den  Punkten  M  und  M'  entsprechen,  verhalten  sich  dem- 

,       .     o)  a>' 

nach  wie     „   zu  -7^  • 

J.2  ,.'2 

Nun  sind  aber  diese  Größen  einander  gleich.  Denn  wir  können 
MAN  und  M'AN'  als  Schnitte  zweier  Kegel  mit  der  Basis  co,  cd' 
mit  einer  durch  ihre  gemeinsame  Spitze  A  gehende  Ebene  be- 
trachten, und  dann  verhalten  sich  die  ähnlichen  Elemente  a>  und  a>' 
wie  die  Quadrate  ihrer  homologen  Linien  MNundM'N'.  Da  ferner 
die  Dreiecke  MAN  und  M'AN'  ähnlich  sind,  so  hat  man 

MN  :  M'N'  =  AM:  AM'  =  r  :  r', 
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daher 


mithin  ist 


(0  : 0) 


o> 


r2 :  T'\ 


a>' 


J.2         r2 

Diese  beiden  Attractionen  sind  aber  von  direct  entgegen- 
gesetztem Sinne  and  zerstören  sich.  Dasselbe  kann  von  jedem 
Elementenpaar  behauptet  werden  und  ergibt  sich  daraus,  dass  die 
totale  Attraction  einer  sphärischen  Schicht  von  unendlich  kleiner 
Dicke  auf  einen  im  Innern  des  Hohlraumes  befindlichen,  von  der 
Schicht  umschlossenen  Punkt  gleich  Null  ist. 

Dies  ist  auch  der  Fall  bei  einer  homogenen  Schicht  oder  bei  einer 
aus  homogenen  Schichten  zusammengesetzten  Schicht  Ton  endlicher 
Dicke,  da  man  sie  in  unendlich  dünne  Schichten  decomponieren  kann. 

Alle  diese  Sätze  gelten  auch  für  eine  Repulsivkraft,  wenn  sie 
proportional  der  Masse  und  umgekehrt  proportional  ist  dem  Quadrate 
der  Distanz. 

Vierzigstes  Capitel. 

Allgemeine  Formeln. 

§  299.  Betrachten  wir  jetzt  den  allgemeinen  Fall  der  Attrac- 
tion irgend  eines  Körpers  auf  einen  materiellen  Punkt. 

Fig.  77. 

X 


<2? 


Der  angezogene  Punkt,  den  wir  |jl  nennen,  befinde  sich  in  0, 
dessen  Coordinaten  a,  ß,  7  sind.  Der  Körper  sei  v,  eines  seiner  Ele- 
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mente  dm,   dessen  Coordinaten  x,  7,  z  sind,   liege   in   der  Distanz 

a  von  {1.  Die  Intensität  des  Elementes  auf  den  angezogenen  Punkt  |i. 

wird  den  Ausdruck  haben 

f(jLdm 

u^ 

und  ist  bekanntlich 

dm  =  pdxdydz, 

wo  unter  p  die  Dichte  des  Elementes  yerstanden  wird. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  u  mit  den  Achsen  einschließt, 

sind 

X  — g    y  — ß    z  — T 

u  u  u 

2.     u»  =  (x-a)2  -U  (y-ß)»  +  (z~t)*. 
Die  Componenten  der  Attraction  parallel  den  Achsen  sind 
f|i.(a  —  x)dm    ffiCß  —  y)dm     f(JL(Y  —  z)dm 


3. 


u^  u^  u' 


Wir  betrachten  den  Radius  vector  u  immer  als  positiv,  die 
Componenten  aber  als  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sie  die 
Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  zu  verkleinern  oder  zu  ver- 
größern streben. 

Um  nun  die  Componenten  der  Attraction  für  den  ganzen 
Körper  zu  erlangen,  wird  man  die  Ausdrücke  3.  integrieren,  indem 
man  für  dm  dessen  oban gegebenen  Wert  einsetzt. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Intensitäten  der  Attractioncn  der  Com- 
ponenten mit  A,  B,  C,  so  hat  man 

A  =  fft555^^^dxdydz 


4. 


B  =  fp^555— ^T^^d^dydz 
C  =  fii555(^-73?^pdxdydz. 


u^ 


§  300.  Man  hat  also,  um  die  Intensitäten  der  Attractionen  für 
die  Componenten  zu  erhalten,  dreifache  Integrale  durchzuführen, 
also  die  Summe  der  Componenten  zu  nehmen,  erstreckt  auf  alle 
Elemente  des  Körpers. 

Um  alle  Elemente  zu  erhalten,  welche  einem  Parallelepiped  ent- 
sprechen, das  zwischen  vier,  den  Ebenen  der  zx  und  der  yx 
parallelen  Ebenen  eingeschlossen  ist,  wird  man  in  Beziehung  auf  x 
integrieren,   indem   man  y,  z,  dy,  dz  als   constant  betrachtet.     Die 

Weisitein,  Rationelle  Mechanik.  I.  ^^ 
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Grenzen  von  x  wird  man  aus  der  Gieichnng  haben,  da  x  eine 
Function  von  y  und  z  ist.  Dann  wird  man  alle  Componenten  relativ 
den  zwischen  den  zwei  der  Ebene  der  xz  parallelen  Ebenen  einge- 
schlossenen Elementenfaden  vereinigen,  und  zu  dem  Ende  nach  z 
integrieren,  indem  man  y  und  dy  als  constant  betrachtet/ Die  Grenzen 
dieser  zweiten  Integration  sind  Functionen  von  y  und  durch  die 
Gleichung  der  Curve  gegeben,  auf  welche  der  Körper  sich  in  der 
Ebene  der  yz  projiciert.  Eine  dritte  Integration  in  Bezug  auf  j 
wird  die  Componente  relativ  der  Summe  der  Schnitte  geben,  welche 
den  Körper  bilden,  und  diese  Integration  wird  zwischen  constanten 
Grenzen  genommen,  welche  die  äußersten  Werte  von  y,  entsprechend 
den  der  Ebene  zx  parallelen  Ebenen,  sind. 

Man  kann  selbstverständlich  die  Ordnung  der  Integration  um- 
kehren und  zuerst  nach  z,  dann  nach  x,  und  endlich  nach  y  inte- 
grieren. Die  Größe  p  wird  im  allgemeinen  Falle  eine  Function  der 
Coordinaten,  im  Falle  der  Homogenität  aber  constant  sein. 

§  301.  Zur  Erleichterung  der  Integration  führen  wir  Polar- 
coordinaten  ein,  u,  9,  (j>,  setzen  den  Pol  in  0,  wo  sich  der  ange- 
zogene Punkt  (1  befindet,  und  bezeichnen  die  Winkel  des  Radius 
vector  mit  den  Achsen  mit  g,  h,  k,  welche  die  in  (1.)  angegebenen 
Werte  haben  und  mit  den  Polarcoordinaten  verbunden  sind  durch 
die  Gleichungen 

f  a  x  —  a 

'  cos  ff  =  cos  ü  = 

u 


5.     ^  cos  h  =  sin  9  cos  ^  = 


coä  k  =  sin  0  sin  <[>  = 


u 

7,  — T 


u 

Diese   sind    die   allgemeinen  Gleichungen    der   Transformation 
zum  Uebergange  von    einem   rechtwinkeligen  Coordinatensystem  zu 
Polarcoordinaten,  wenn  man  daselbst  u  =  1  setzt. 
§  302.  Bei  dieser  Transformierung  hat  man 

dm  =  p  u^  sin  0  d  6  du  d(|>, 

und  die  Gleichungen  4.  bekommen  nachstehende  Form 

A  =  —  f  IJ''555p  ^^^  S^^  sin  ödöd^l* 
B  =  — f|i555pcoshdusineded4» 
C  =  — f  ji555p  ^^s  ^ivL  sin  0död([;. 
Gehört  der  angezogene  Punkt,  der  in  O  liegt,  zur  anziehenden 
Masse,   und  haben  wir  O  zum  Ursprünge  der  Polarcoordinaten  ge- 
nommen, so  nehmen  diese  Ausdrücke  andere  Formen  an. 


6. 
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Bezeichnet  man  nämlich  das  Element  der  Eugeloberfläche  vom 
Halbmesser  1  mit  aco,  so  hatten  wir  in  einem  früheren  Capitel, 
wenn  wie  hier  dv  das  Volamenelement,  dm  das  Eörperelement  des 
Körpers,  a  den  Radius  vector  vorstellt, 

dci>  =  sin  0d0d(J) 
dv  =  u^dudo) 
dm  =  pu^dudo), 


und  dann  hat  man 


7. 


A=  —  f|i.555pcosgdudö) 
B  =  —  f|i555P  CÖ8  hdudco 
C  =  —  f  ^-555 P  ^^®  kdudco. 


Beductian  der  IrUegrale, 

§  303.  Die  Integrale  4.,  welche  sich  auf  die  ganze  Masse  des 
anziehenden  Körpers  erstrecken,  können  auf  ein  einziges  Integral 
reduciert  werden. 

Differenzieren  wir  nämlich  die  Gleichung 

=  f(i-ap4-(y-ß)2+(z. 


u 


T)' 


partiell  nach  oc,  ß,  7,  so  erhält  man 


du 

da 


(x — a)    du 
~~^~'   dß 


(y— ß)    du_(z— y) 


u 


dT 


u 


Setzen  wir  nun,  unter  Beibehaltung  der  Integrationsgrenzen 

dm 


u  =  555 


u 


wo  dm  =  pdzd7dz  ist,  and  differenziert  man  U  nach  a,  ß,  7,  so 
kommt,  da  Differentiationen  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt 
werden  können,  indem  die  Qrenzen  von  a,  ß,  y  unabhängig  sind, 

dU CCC  (" — x)  dm 

da  ~~JJJ 


8. 


U" 


dU 
dß 
dU 
dY 


(ß  — y)dm 


u 


3 


(y — z)  dm 


U' 


Die  Integrale  4.  übergehen  daher,  wenn  man  pdxdydz  durch 

dm  ersetzt,  in  folgende 

15* 
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da 

C  =  — f[i-=-, 
dy 

so  dass    die  Bestimmung   der   drei  Componenten  A,  B^  C   von   der 
Berechnung  des  einzigen  Integrals  U  abhängt. 

J)efinition  und  Eigenschaßien  des  Potentials. 

d  m 

§  304.   Dem  Integrale  von  — ,  nämlich  des  Massenelementes 

eines   Körpers   dividiert   durch    die  Distanz    dieses    Elementes    von 

einem  angezogenen  Punkte  (jl,  hat  man  in  der  Theorie  der  Attraction 

den  Namen  Potential  beigelegt.  Dabei  unterscheidet  man  zwei  Fälle. 

Ist  der  angezogene  Punkt  [jl  ein  äußerer,  so  kann  das  Differential 

—  innerhalb   der  Grenzen    der  Integration   nie  unendlich  werden, 
u 

und  kann  man  daher,   wie  wir  bereits  bemerkt,    die  Differentiation 

unter  dem  Zeichen  der  Integration  ausführen. 

Aus  dem  Integrale 

u  =  j  j  j  ^ 

wird  man  demnach  erhalten,    wenn  man  zweimal    nach  a,  ß,  y  dif- 
ferenziert und  die  Ausdrücke  addiert, 

d^U       d2ü  ^  d^U  _  ff  f        rd^l        d^u;        d^l 
d  a2  +  d  ß2  +  d  Y*^  ~  -^^^         Ld  a2  +  d  ß2  +  d  y^  J" 

Beobachtet  man  aber,  dass 


1  _i_ 

du        X  —  a    du 


_  y— ß    du]  _  Zj-Y, 


da  u^'dß  u^        dY  u 

d2«   _3(x---a)2— u2 
d  a2—  u'^  ' 

cPu        3(y-ß)^— u^ 
d  ß2  —  U'^  ' 

d^Tr       3(z  —  y)^ — "^ 
d  y'^  11^ 
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sind,  80  ergibt  sich 

10. 
und  mithin  ist  auch 


1  1  i 

d^u^  (12  a  d2T   _ 


11    dju     dnj     d2u_ 

da2^dß2^dV        "• 
§  305.  Bildet  der  angezogene  Punkt  einen  Theil  des  abziehen- 
den Körpers,   so  geht  durch  das  Unendliche  hindurch,  aber  die 

Gleichungen  9.  bestehen  dennoch. 

Denken  wir  uns  den  angezogenen  Punkt  in  einer  unendlich 
kleinen  Kugel  eingeschlossen,  so  knnn  man  die  Formeln  9.  auf  den 
ganzen  Körper,  mit  Ausschluss  dieser  unendlich  kleinen  Kugel, 
richtig  anwenden.  Diese  unendlich  kleine  Kugel  kann  man  yernach- 
lässigen,  weil  sie  beim  Zuschreiten  zu  den  Grenzen  verschwindet. 

Denn  das  Element  wird  in  Polarcoordinaten  ausgedrückt  durch 

p  u'*  d  u  sin  0  d  9  d  ^, 

und  wenn  man  es  durch  u  dividiert  und  in  der  ganzen  Ausdehnung 
der  unendlich  kleinen  Kugel  integriert,  so  erhftlt  man  eine  unendlich 
kleine  Größe  zweiter  Ordnung,  die  man  vernachlässigen  kann. 

Die  Function  U  kann  also  als  ausgedehnt  über  den  ganzen 
Körper  betrachtet  werden,  und  die  Componenten  sind  es  ebenfalls. 

§  306.  Bildet  ferner  der  angezogene  Punkt  einen  Theil  des 
anziehenden  Körpers,  so  beschreiben  wir,  wie  bereits  erwähnt,  um 
diesen  Punkt  eine  unendlich  kleine  Kugel  und  theilen  die  Function 
U  in  zwei  Theile  U,  +  U^. 

Uf  wird  den  Potential  bezüglich  der  unendlich  kleinen  Kugel, 
und  U2  den  Potential  bezüglich  des  ganzen  Körpers,  mit  Ausschluss 
nur  der  ausgeschiedenen  unendlich  kleinen  Kugel,  vorstellen. 

Bezüglich  U2  wird  die  Gleichung  11.  bestehen 

^^-      da2   +dß^   +  dT^    -^' 

da  der  Punkt,  dessen  Coordinaten  a,  ß,  7  sind,  nicht  mehr  einen 
Theil  der  Masse  dieses  anziehenden  Körpers  bildet. 

Belangend  U],  sei  p  die  Dichte  des  Körpers  im  angezogenen 
Punkte,  daher  auch  der  unendlich  kleinen  Kugel,  a,  b,  c  seien  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  derselben,  so  sind  die  Componenten 
der  Anziehung  der  unendlich  kleinen  Kugel  auf  diesen  Punkt,  der 
in  ihrem  Innern  sich  befindet, 
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—  ~irixfp(a  — a), 


-^ic|ifp(ß-b),  -|i:fifp(Y-c),§296,7. 


Vergleicht  man  diese  Ausdrücke   mit  den  Gleichungen  9.,    so 

ergibt  sich  daraus 

du,  4      .         . 


13. 


da 

äß=-3«P(ß-b) 


dU, 
dT 


=— ö'^pCt— c). 


und  daher 


14. 


d^U, 


+  -Töf  +   -J  J    =— 45Cp. 


da2     '     dß'^     '     dY^ 
Mithin  hat  man  für  U  =  U,  -|~  U2,   wenn  (i  ein  innerer  Punkt  ist, 

15. 


^«U    ,    d^U     ,    d'ü  __. 

da^    "•"  dß2    "^  d-r^    ""         ^P" 


Elinundvierzsigätes  Capitel. 
Attraction  eines  homogenen  Ellipsoides  auf  einen  inneren  Pnnkt. 

§  307.  Man  kann  vor  allem  beweisen,  ähnlich  wie  bei  einer 
Sphäre,  dass  eine  homogene  Schicht  eines  Ellipsoides,  von  welcher 
Dicke  immer,  begrenzt  durch  zwei  placierte  ellipsoidale  Oberflächen, 
auf  einen  zwischen  dem  Mittelpunkte  und  der  inneren  Begrenzungs- 
fläche liegenden  Punkt  gar  keine  Attraction  ausübt,  indem  alle 
Ättractionen  dieser  Schicht  auf  diesen  Punkt  sich  wechselseitig  zer- 
stören. Die  wirkende  Attraction  geht  demnach  nur  von  den  Punkten 
des  Ellipsoides  aus,  welche  zwischen  dem  Mittelpunkte  und  der 
durch  den  angezogenen  Punkt  gelegten  concentrischen  ellipsoidalen 
Oberfläche  enthalten  sind. 

§  308.   Die  Gleichung  der  Oberfläche  des  Ellipsoides  sei  nun 

"X^  v^  z^ 

1     ---|-"-4---=l 

«2    n-    ^2   -T-     ^2  ^y 

wenn  dessen  Mittelpunkt  der  Ursprung  der  Coordinaten  und  a.  b,  c 
dessen  Achsen  sind. 

Die  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes,  der  im  Innern  des 
Ellipsoides  liegt,  und  den  wir  zum  Ursprünge  der  Polarcoordinaten 
nehmen,  seien  a,  ß,  7. 
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Für  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Oberfläche  h&t  man 

f 

X  =  a  -|-  u  cos  g 
2.     <  y  =  ß  -|-  u  cos  h 

indem  mit  u  der  Radius  vector,  und  die  Winkel,  welche  dieser  mit 
den  rechtwinkeligen  Achsen  einschließt,  mit  g,  h,  k  bezeichnet 
werden. 

Dabei  sind  die  Cosinus  dieser  Winkel 


g  = 5  h  = »  K  = , 

u  u  u 


und  hatten  wir  im  vorigen  Capitel  in  7.  drei  Gleichungen  in  Polar- 

coordinaten.  Dabei  ist  in  Beziehung  auf  u  die  Integration  von  u  =  o 

bis  u  =  r  zu  nehmen,  wo  r  den  Radius   eines   beliebigen   Punktes 

der  Oberfläche  des  anziehenden  Körpers  bedeutet. 

Setzt  man  die  Werte  aus  den  Gleichungen  2.  in  die  Gleichung  1. 

ein,  so  erhält  man 

3.     pu2  4-2qu  =  l, 


indem  man  nämlich 


4. 


cos^  g   j^  cos^  h  j^  cos^  k 


a' 


b2 


q 

1 


acosg  j^  ßcosh^i    Ycosk 


=-(-: 


ß= 


2  +  b*  "^  C» 


) 


setzt. 


Daraus  hat  man 


5.     u 


_  -q  +  rq^'+pi 


p  ist  eine  positive  Größe.  Auch  1  ist  positiv,  da  der  ange- 
zogene Punkt,  dessen  Coordinaten  a,  ß,  y  sind,  im  Innern  des 
EUipsoides  und  höchstens  auf  dessen  Oberfläche  sich  befindet.  Man 
muss  also  die  Wurzel  in  5.  positiv  nehmen,  indem  u  immer 
positiv  ist. 

Die  Componenten  6.  des  §  302  werden  demnach 

A  =  f|xp  55  -5  ~-l^^i+-PL  cosg  sin  ed  e  d({) 

B  =  f |ip 55  q  —  K q^  +  pL ^^^ sin  edo d(|) 


c  =  ftip5i 


q-Kq^  +  pl 


cos  k  sin  9  d  6  d  t|i. 
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§  309.  Man  kann  aber,  da  der  angezogene  Punkt  ein  innerer 
ist,  die  Größe  unter  dem  Wurzelzeichen  als  in  allen  drei  Com- 
ponenten  A,  B,  C  verschwindend  betrachten. 

Denn  durch  Einsetzung  dieses  Wertes  in  die  Gleichungen  ?• 
des  vorigen  Capitels,  würden  wir  für  diesen  Theil  von  A  haben 


fiep  ))       -^  — L_*_  COS  g  d  0). 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  gleich  Null,  da  es  immer  zwei  un- 
endlich kleine  Flächen  dco  gibt,  deren  Radien  einander  genau  ent- 
gegengesetzt sind,  wo  also  die  Cosinus  der  Winkel  g,  h,  k  von 
entgegengesetzten  Zeichen  sind,  während  die  Größe  (q-  +  p  1)  und 
auch  p  unter  dem  Wurzelzeichen  ungeändert  bleibt,  mithin  die 
daraus  sich  ergebenden  Attractionen  sich  wechselseitig  zerstören. 

Setzt  man  also  den  Wert  von  u  aus  6.  in  die  erste  der 
Gleichungen  7.  des  vorigen  Capitels  ein,  so  hat  man 

*       f      r  öt  ffcos^g  ,      ,     ß  ffcosgcosh,      ,    Y  rrcosgcosk,    1 

Die  beiden  letzten  Integrale  in  dieser  Klammer  verschwinden 
ebenfalls,  wenn  man  bedenkt,  dass  sie  aus  Elementen  bestehen,  die 
zu  zwei  gleich,  aber  von  entgegengesetztem  Zeichen  sind,  und  mithin 
sich  gegenseitig  zerstören.  So  bestehen  diese  Integrale  aus  Elementen- 
paaren, die  denselben  Werten  von  h  und  k,  aber  supplementären 
Werten  von  g  entsprechen,  und  dabei  der  Nenner  p  ungeändert 
bleibt.  Diese  beiden  Integrale  kann  man  also  weglassen,  und  indem 
ähnliche  Reductionen   auch    bei    den    beiden   anderen    Componenten 

stattfinden,  hat  man 

cos'^g  dco 


6. 


l^  =  ^^^m        p 
T^        n         ?    CC  cos^h  dco 


(C  =  f,.p-J,jf 


P 
Y    ff  cos-^k  dco 


P 

§  310.     Ersetzt    man   cosg,  cosh,  cosk   und  dco    durch     ihre 

Werte,  so  hat  mao 

cos  g  =  cos  S 

cos  h  =  sin  ö  cos  ^ 

cos  k  =  sin  0  sin  ^ 

d  0)  =  sin  ö  d  B  d  (ji, 

und  setzt  man  auch  für  p  seinen  Wert,  so  erhält  man 


7. 
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. -  cc  b^c^cos^OsinOdödtl) 

A  —  t  [1  p  a  j  j  ^2  c2  C082  e  +  a2  c-^  cos2  f{^  8in^  e  +  ä2  Wsin^  tf  8ia^¥ 

^  —    1^  P  "^  33  b2"c2  C082  e  4-  a2  c2  cos^  (|)  sin^  e  +  a2  b2 8iii2  4» sin^T 

Die  Integrale  werden  in  Bezug  auf  ^  genommen  zwischen 
(j)  =  o  bis  (p  =  2  «,  und  in  Bezug  auf  0  von  ö  =  o  bis  0  =  ic.  Da 
aber  der  Coefficient  von  d  0  für  9  und  w  =  0  gleiche  Werte  hat, 
und  der  Coefficient  von  d  ^  für  ^  und  ä  +  t|i  gleiche  Werte  hat,  so 

braucht  man  von  0  von  0  =  o  bis  0  :=  -  -  zu   nehmen   und   das 

Kesultat  zu  verdoppeln,  dann  ^  gleichfalls  von  ((^  =  o  bis  ^  =        zu 

nehmen  und  das  Resultat  zu  vervierfachen. 

§  311.  Wir  geben  den  Componenten  eine  zur  Integration 
geeignetere  Form,  und  zu  dem  Ende  setzen  wir  A  in  nachstehender 
Form 

A=f[i.p8b*^c2a  fYcos20sin0d0X 


ü 


( 


^  d6 

0 


b^  C^  COS20  J^  j^i  q2  cQg2  f^  gjjj  0  _|_  a2  1)2  gijj2  ^j,  gJQ2  0  ' 


S^  1 

Setzen  wir  nun  tang  ^  =  s,  wo  dann  sin^  f^  =  .—^ — :^,co&^^=  -  j—^ 
ist,  so  hat  man  nach  der  Formel 

r     ds  1  ,       {  Vb\ 

Ja  +  bs^        |/ab  °  \    '    a  >" 

wenn   man   den   Nenner   der  Componenten   in   7.   mit  t  bezeichnet 
und  wir  zuerst  die  Integration  nach  ^  ausführen 

o 

/•~  ds  

=  a2  b2 c2 3  c2 (b2 cös^ 0  +  a^sin'-^ Öj  +  b^ (a^ sin^ 0  -f  ö^ cös^ 0)"s2 ~ 

•  0 

Tca^bc 


2  1  (c2  sin2  0  +  b2  cos^  0)  (a^ sin^  0  +  c2  cos^  0) ' 

Die  Componenten  B  und  C  kann  man  ohne  Rechnung  aus  A 
herleiten,   indem   man    für  B  die  Coordinate  ß   an  die  Stelle  von  a 
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setzt   und   die  Buchstaben  a  und   b  vertauscht,  und  für  C  7  für  a 

setzt  und  die  Buchstaben  a  und  c  vertauscht 

In  dieser  Weise  erhält  man  für  die  drei  Componenten 

,     ^       ,         f«  cos^ösintJdO 

A  =  4icf|ipbca\T-f7== 

r.      l'  (a^si 


8. 


B=  4icf  pipacß  l"2 


C  =  47cf|ipabY(T7p= 

-i   ^  (c 


\i  (»2  sin2  e  -f  b2  cos2  %)  (a*^ sin^  9  +  c2 cos^ ») 

cos2  9  sin  e  d  e 

0     y  (b2 sin^  e  +  a2  cos^  ö)  (b»  sin'^e  +  c^  cos*^  6) 

cos2  e  sin  e  d  e 


{     \  (c2  sin2  e  -f  b2  coä2  e .  (c2  8in2  e  +  a2  cos^  0) 

Da  diese  Werte  positiv  sind,  so  sieht  man  daraus,  dass  sie  den 
angezogenen  Punkt  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  zu  nähern 
streben. 

Beobachtet  man  ferner,  dass  die  Masse  des  Ellipsoides,  die  wir 

mit  M  bezeichnen,  gleich  ist 

4  , 

y  icpabc, 

so  kann  man  die  Formeln  8.  auch  schreiben 

cos^OsinOde 


3Mf[iaf« 


9. 


i     K(a2  sin^'e  4-  b2  cos2  %)  (a^  sin^  e  +  c^  cos^  0) 

3Mf(ißrit  cos2e8inede 

B  =  —  iT      )V 


0^     l^(b2  8in2  e  4-  a2  cos^  Q)  (b^  sin^  9  +  c^  cos^  6) 

3Mf|i.Yr^  cos^esinOde 

C  =       -  -Ja 


i     Kc2  sin2  e  4-  b2  cos2  9)  (c«  sin^  %  -f-  a^  cos^  9) 

§  312.  In  den  Ausdrücken  der  Gleichungen  8.  und  9.  sind 
bloß  die  Verhältnisse  der  Achsen  enthalten,  so  dass,  wenn  man  statt 
a,  b,  c  ma,  mb,  mc  schreibt,  A,  B,  C  denselben  Wert  beibehalten. 
Wenn  also  das  EUipsoide  mit  einer  Ellipsoidalschichte  vermehrt 
wird,  bleibt  die  Kraft  der  Attraction  ungeändert  und  die  hinzuge- 
kommene Schichte  übt  auf  den  inneren  Punkt  keinen  Einfluss,  was 
wir  schon  bewiesen.  Die  Attraction  wird  nur  von  der  Masse  aus- 
geübt, die  bis  zur  concentrischen  Ellipsoidalschichte  reicht,  auf  deren 
Oberfläche  sich  der  angezogene  Punkt  befindet. 

Ferner  hat  man,  wenn  man  die  Gleichungen  6.,  nachdem  die 
erste  durch  a,  die  zweite  durch  ß,  die  dritte  durch  y  dividiert  wird, 
zusammenlegt,  indem  vermöge  4. 

cos^  ff    ,    cos^  h    ,    cos^  k 
gesetzt  ist, 
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ABC 

^^'     V^f^  Y  =ftip55dü)  =  f(i.p4i:. 

Aber  auch  wenn  man  die  Gleichungen  6.  nach  a,  ß,  7  diffe- 
renziert und  dann  addiert,  bat  man 

,,      dA   ,   dB,  dC       ,      . 
"•      da+dß+d^  =  f'^P*'- 

Die  Qleicbung  11.  ist  ein  besonderer  Fall  der  Gleichung  15. 
des  vorigen  Capitels. 

Endlich  sieht  man,  dass  alle  Punkte,  welche  in  demselben  auf 
einer  Achse  senkrechten  Schnitte  liegen,  gleichmäßig  im  Sinne 
dieser  Achse  angezogen  werden,  und  dass  daher  die  Componenten 
der  Attraction  proportional  sind  den  Distanzen  des  angezogenen 
Panktes  von  den  drei  Hauptebenen  des  EUipsoides.  Jede  Compo- 
nente  der  Attraction  nach  einer  der  drei  Achsen  des  EUipsoides 
hängt  nur  von  der  dieser  Achse  parallelen  Coordinate  des  ange- 
zogenen Punktes  und  ist  dieser  Coordinate  proportional. 

§  313.  Die  Integration  nach  0  ist  in  endlicher  Form  nicht 
ausführbar. 

Man  kann  aber  den  Gleiehungen  9.  eine  bessere  Form  geben, 

b2 q2  q2 q2 

wenn    man  cos  0  =  t,  und  —  -      z=g\ =  o'^  setzt. 

'  a^  a^ 

Für  cos  9  =  t  ist  sin  Od  0  =  —  dt,  sin^  6  =  1 — t^,  die  Grenzen 
0  und  -^  werden  1  und  0.  Vertauscht  man  nun  die  Grenzen  und 
ändert  gleichzeitig  das  Zeichen  des  Integrals,  so  hat  man 


12. 


A  = 


3M(ifa  n 


a' 


), 


t^dt 


3M/xfa  n 


3M(ifßf' 
ß  —  —Tz—  Jo 


a 


t«dt 


(1  +  «2  t^/'    (1  +  &-i  t^f 
t^dt 

(i  +  on^)'  (i-f  o'n^ 
t^dt 


3' 


welche  Größen  durch  elliptische  Functionen  erster  und  zweiter  Art 
ausgedrückt  werden  können. 
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§  314.  Für  ein  Rotationsellipsoide  um  die  kleine  Äebse  2  a. 
wo  mithin  b  =  c  und  a  =  cj'  sind,  übergehen  obige  Formeln  in 
nachstehende 

_3M|i,fari        t2dt 


13. 


a"'      j 


0    1+0*  t* 
_3Mn.fß,M        t=^dt 

a»"    Jo  (l  +  on2y2 

_3M|if'rrx       t^dt 


a^*      J  0  (1  +  o'''  t2)2 
Nach  bekannten  Integralformeln  sind 

f«       t^dt  1    r  at      1 

3o  ä^^ty  =  2-.-»  L "°  **°s  ^  *-  r+^2  tJ- 

Beobachtet  man  nun,  dass  bei  einem  inneren  Punkte  nur  die 

Masse  des  EUipsoides   die  Attraction  ausübt   welche  im  contbcalen 

EUipsoide    enthalten    ist,    das    durch    die   Oberfläche    begrenzt    ist, 

worauf  der  angezogene  Punkt  liegt,  nennt  man  die  in  der  Richtung 

der  X-Achse  liegende  Halbachse  dieses  confocalen  EUipsoides  a',   so 

ist  eigentlich  nur  a'  und   nur  die  Masse    des  confocalen  EUipsoides 

in  Rechnung  zu  bringen.  Da  aber  beim  confocalen  EUipsoide,  dessen 

M'        M 
Masse  wir  mit  M'  bezeichnen,     ,-  =  -  :r  ist,  so  kann  in  den  Formeln 

a'j        a"* 

M 

(12.)  -  y  ungeändert  bleiben,  und  man  erhält  noch  immer  die  Com- 
a 

ponenten.  Führt  man  also  die  Integrationen  in  den  Formeln  13. 
durch,  so  erhält  man  folgende  Ausdrücke  für  den  Fall  des  abge- 
platteten, durch  Rotation  um  die  2  a- Achse  erzeugten  EUipsoides, 


14. 


A  — 

3MtJ.ffl 
"    a" 

'0 

t'^dt 

1  +'o2  t2 

3M|ifa 
a'o' 

b 

-  arc  tang  o 

B  — 

3Mtiff 
a3 

iri       t*dt 

Jo  (1  4-  02  t2)2 

3M|i,fß 
2a'o» 

r 

1  arc 

.  tango- 

1  +^ 

.0 

C  — 

3M{i,f7 
a=' 

K 

t^dt 
1  +  02  t2 

3M(j.fY 
2a»0'« 

r 

arc 

.tanga- 

0 

i  +  < 

,0 

B  und  C  verhalten  sich  wie  ß  zu  •/,  also  wie  die  Componenten 
des  angezogenen  Punktes.  Daher  wird  die  Resultante  von  B  und  C, 
die  wir  mit  D  bezeichnen,  gerichtet  sein  nach  der  Senkrechten,  die 
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vom  angezogenen  Punkte  auf  die  Rotationsachse   gefällt  wird,   und 
nennen  wir  diese  S,   so  hat   man  für  die  Resultante  von  B  und  C 


15.      D  = 


3M|if8,        ^ 

-2p-^3  -  l^arc  tang  a  -  ^-_^-^.,J. 


[ 


] 


§  3 1 5.  Sind  alle  drei  Achsen  a  =  b  =  c,  eo  muss  aus  den 
Formeln  12.  die  Attraction  für  die  Kugel  hervorgehen.  In  der  That 
ist  in  diesem  Falle  o  =  0,  o'  =  0,  und  die  Formeln  13.  werden 


16. 


3Mu.fa 
A  =  — 


a 


3 


5;f^dt= 


M|JLfa       M|if     a 


a- 


a 


2 


a 


g^  3MK.fßri^,^^_M|tfß_Mftf    ß 
a^       Jo  83  a*^       a 

a'       Jo  a^  a*-^       a 


Die  Kraft  der  Attraction  ist  also  bei  der  Sphäre 

M(xf 


,2 


und  die  Componenten  sind  gleich  dieser  Kraft  multipliciert  mit  den 
Cosinus  der  Winkel,  die  der  Radius  mit  den  Achsen  einschließt, 
und  die  gleich  sind 


OL 

a 


ß 


M|if 


a' 


Dabei   ist,    wie   wir   bereits    früher    bemerkt,    bei    der   Kraft 
bloß  die  Masse  bis  zur  concentrischen  Fläche  zu  nehmen,  auf 


welcher  der  angezogene  Punkt  (i  sich  befindet,  welche  wir  mit  M' 
bezeichnen,  und  auch  den  Halbmesser  bis  zu  dieser  concentrischen 
Fläche,  welchen  wir  af  nennen,  so  dass  die  totale  Kraft 

M'jxf 


,'2 


ist.   Setzt  man  für  M',  als  Masse  einer  Kugel  vom  Halbmesser  a'^, 


den   Wert  —  irpa'^  ein,  so  hat  man 

M'     .        4 
a"^'^f=   3- 


7cpf|ia', 


also  denselben  Ausdruck,  wie  wir  ihn  für  die  Attraction  einer  Sphäre 
auf  einen  inneren  Punkt  bereits  gefunden. 
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Z^weiundvierzigstes  Capitel. 

Attraction  eines  homogenen  EUipsoides  auf  einen  änßeren  Pnnkt. 

§  316.  Kehren  wir  zu  den  Gleichungen  6.  des  §  302  zurück, 
so  hatten  wir 

A  =  —  f(tp  555  ^^®  S^^  ^^°  ®  ^^' 

Integriert  man  diesen  Ausdruck  zuerst  nach  u,  so  wird  man 
von  u  =  r  bis  u  =  r'  nehmeU;  wo  unter  r  und  r'  die  Distanzen 
des  angezogenen  Punktes  zu  zwei  Punkten  verstanden  werden,  in 
welchen  eine  durch  die  Winkel  B  und  ^  bestimmte  Gerade  die  Ober- 
fläche des  EUipsoides  trifft. 

Mit  Rücksicht  also  auf  den  in  5.,  §  308^  gefundenen  Wert  von 
u  hat  man,  indem  cos  g  =  cos  B  ist, 

A  =  f(i.p  55  (r'— r)  cos  e  smO  de  dti>  = 
=  2f!xp  y  l^^-'^-^lJPl  cos  e  sin  SdS  d^. 

r 

Man  muss  dann  diesen  Ausdruck  nach  S  und  ^  integrieren, 
was  schwieriger  als  bei  einem  inneren  Punkte  ist.  Ivory  stellte  aber 
ein  Theoreme  auf,  vermöge  dessen  die  Attraction  eines  homogenen 
EUipsoides  auf  einen  äußeren  Punkt,  auf  die  Attraction  auf  einen 
inneren  Punkt  zurückgeführt  werden  kann. 

Theoreme  von  Ivory. 

§  317.  Stellen  wir  uns  zwei  Ellipsoide  vor,  von  welchen  die 
Achse  des  einen  EUipsoides  a,  b,  c,    die  des  andern  a',  b',  c'  seien, 

alle   gerichtet  nach  denselben  recht- 
winkeligen Achsen. 


Fig.  78. 


b2  =  a2 


Setzen  wir  ferner  voraus,  dass 
die  Hauptschnitte  beider  Ellipsoide 
dieselben  Brennpunkte  haben,  dass 
man  also  hat 

.  h,  c2  =  a2  +  k 
b'2  =  a'2  -f  h,  c'2  =  a'2  4-  k 
a2  — a'2  =  b2  —  b'2  ==  c2  — c'2. 

Endlich  nennen  wir  correspondierende  zwei  Punkte,  deren 
Coordinaten  proportional  den  Halbachsen  sind,  denen  sie  parallel 
sind. 


239 

Sind  nun  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  einen  Ellipsoides,  x',  y*j  z* 
die  des  anderen,  so  sind  zwei  Punkte  x,  y,  z,  x',  y',  z*  correspon- 
dierend,  wenn  zwischen  denselben  die  Verhältnisse  stattfinden 

-?_  —  -^    JL—TL    A  —  ^. 
a         a'      b         b'      c         c' 

Ist  ein  Punkt  auf  der  Oberfläche  des  einen  EUipsoiden,  so 
wird  der  correspondierende  Punkt  auf  der  Oberfläche  des  anderen 
dlipsoides  liegen. 

§  318.  Nimmt  man  also  auf  den  beiden  EUipsoiden  zwei  be- 
liebige Punkte,  m  (x,  y,  z)  auf  dem  EUipsoide,  dessen  Achsen  a,  b,  c 
sind  und  (t  auf  dem  EUipsoide,  dessen  Achsen  a',  b',  c'  sind,  und 
seien  die  Coordinaten  von  (la,  ß,  y,  und  dann  auch  ihre  correspon- 
dierenden  Punkte  m'  (x',  y',  z*)  und  |i'  (a'.  ß',  y'),  so  sind  die  Di- 
stanzen m  (1.  und  m'  (i.  einander  gleich 

Denn  man  hat 
inp.2-m'pi'2  =  (a_x)2+(ß-y)2+  (y_z)2  -(a'-x')^  -  (ß'-yO* 

-(Y'-z')^. 

Man  kann  dieser  Gleichung  eine  andere  Form  geben,  wenn 
man  bedenkt,  dass  man  bei  den  correspondierenden  Punkten  [t' 
(o^'j  ß>  tO  ^°d  |x  (a,  ß,  y)  die  Verhältnisse  hat 

a'  _  a  ß'  _  ß  t'  _  T 

a         a*  b  b'  c  c' 

dann  bei  m'  und  m 

x' X  y' y  z*  z 

a'         a      b'        b      c'         c 
daher 

m  (1,2  —  m'  ji'2  = 

=(^-^y+(^-^)+(?-)'-(«■-^y- 

Daher,  indem  a'^ — a^rsrb'^  —  b2  =  c'2  —  c^  sind, 

='--')[(S+tr+SH(-::+{-:+l)]- 
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daher 


Jedes   der  zwei  eingeklammerten   G^lieder  ist  gleich  1.,  daher 

m|i-  —  m'(JL'^  =  05     m(JL'^  =  m'|i'*^,     m(Ji  =  m'|JL'. 
§  319.  Wir  hatten  früher 

A  =  f|xp555(^~;^-Uxdydz. 

Betrachten  wir  nun  x  als  die  einzige  Variable,  so  hat  man 

udu  =  —  (a — x)  dx, 


Bezeichnet  man  die  Werte  von  u  an  den  Grenzen  des  Inte- 
grals, nämlich  an  den  beiden  Punkten,  wo  die  Oberfläche  des  EUi- 
psoides  durch  eine  der  x-Achse  parallele  Linie  getroffen  wird,  mit 
R  und  r,  und  nennen  wir  die  Componenten  des  EUipsoides  (a',  b',  c') 
auf  den  inneren  Punkt  \l*  A,  B,  C,  so  hat  man,  da  die  Coordinaten 
x'j  y',  z'  sind 

Nennen  wir  die  Componenten  der  Attraction  des  zweiten 
EUipsoides  (a,  b,  c)  auf  den  äußeren  Punkt  \i,  welcher  dem  Punkte 
|i'  correspondiert,  A',  B',  C  und  die  Werte  von  u  an  den  Grenzen 
R'  und  rS  so  wird  man  hier  haben 

Nun  ist  aber  r  =  m'  |i',  r'  =  m  (t,  mithin 

r  =  r' 
und  ebenso  R  =  R'. 

b  c 

Ueberdies  hat   man  dy  =  ,  ;  dy',  dz  =  — ^^dz',  folglich 

LI  O 

A'=f„9(i-^,)d,d.=f„y(A_.i-)J;-«,dy-jz. 

daher 


^         b'c' 

A 

^         a'C 

B 

^          db'"^ 

C. 
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In  dieser  Weise  ist  also  die  Attraction  eines  Ellipsoides  auf 
«inen  äußeren  Punkt  |jl,  reduciert  auf  die  Attraction  eines  bomofocalen 
Ellipsoides  auf  den  correspondierenden  Punkt  {i',  und  besteht  dieses 
Theorem  für  jedes  Attractionsgesetz. 

§  320.  Um  diese  Reduction  durchzuführen,  muss  man  die 
Halbachsen  des  bomofocalen  Ellipsoides  a'  b'  c'  berechnen,  indem 
man  die  des  ersten  a,  b,  c,  wie  auch  die  Distanzen  des  Punktes 
jt,  «5  ß,  7  kennt. 


Man  hat  ako 


a2      ,      ß2  ^2 


folglich 


a'2  +  b'2  "^  c'2  ~  ^' 
Femer  hat  man 

b'2— a'2  =  b2— a2  =  h,  c'2— a'2  =  c^— a^  =  k, 
b'2  =  a'2  -f  h,  c'2  =  a'2  -f  k, 


a'2  -r  ^,2  ^  h  ^  a'2  -f.  k  "" 


Diese  Gleichung  dritten  Grades  muss  bekanntlich  eine  reelle 
Wurzel  sein.  Dies  sieht  man  daraus,  dass  für  si*'^=o  das  linke 
Glied  unendlich;  also  größer  als  1,  für  a'^  unendlich,  kleiner  als  1, 
wird,  daher  eine  positive  Wurzel  zwischen  o  und  oo  liegt.  Da  ferner 
das  linke  Glied  mit  dem  Wachsen  von  a'^  continuierlich  abnimmt, 
so  kann  die  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel  haben.  Daher 
existiert  nur  ein  confocales  EUipsoide,  welches  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht. 

Hat  man  a',  so  ist 

b'2=a'2  +  h,  c'2=a'2  +  k. 


Weisstein,  Rationelle  Mechanik.  I.  16 
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IV.  Theil. 

DYNAMIK 

des  materiellen  Punktes. 


Dreiundvierzigstes  Capitel. 
Gleichungen  der  geradlinigen  Bewegung. 

§  321.  Die  Dynamik  befasst  sicli  mit  den  Relationen  zwischen 
-einer  Bewegung  und  den  Kräften,  die  solche  erzeugen.  Während 
also  die  Kinematik  ihre  Forschungen  auf  die  Bewegungen,  unab- 
hängig von  den  wirkenden  Kräften  und  deren  Zusammensetzungen^ 
richtet,  zieht  die  Dynamik  die  treibenden  Kräfte  in  die  Sphäre 
ihrer  Betrachtungen.  Sie  maßt  sich  nicht  an,  das  Geheimnis  des 
Wirkens  dieser  Kräfte,  die  unsichtbare  Triebfeder  ihres  Walten^ 
aufzudecken,  wohl  aber  unternimmt  sie  es,  die  Kräfte  zu  messen 
und  die  Gesetze  ihrer  Wirksamkeit  zu  ergründen.  So  hat  Kepler 
durch  mühevolle  rastlose  Arbeit  Thatsachen  von  Bewegungen  fest- 
gesetzt, und  der  größte  Denker  aller  Zeiten,  Newton,  war  es,  der 
das  unveränderliche,  fatalistische  Naturgesetz  ergründet,  nach  welchem 
die  blindtreibenden  Kräfte  diese  Bewegungen  hervorbringen. 

Wir  beginnen    mit  der  Bewegung   eines   materiellen  Punktes» 

§  322.  Die  Gleichung  für  die  gleichfbrmig  geradlinige  Be- 
wegung kennen  wir  aus  der  Kinematik.    Sie  ist 

1.     X  =  V  t  -|-  a, 

wo  man  unter  a  den  Abstand  von  einem  fixen  Punkte  versteht,  den 
wir  zum  Coordinatenanfang  nehmen,  oder  von  welchem  aus  wir  den 
durch  das  Mobile  zurückgelegten  Weg  messen.  Wir  setzen  dabei 
voraus,  der  Punkt  habe  sich  zur  Zeit  t  =  0  in  der  Distanz  a  vom 
Ursprünge  0  befunden. 

V  ist  die  Geschwindigkeit,  das  ist  der  Weg,  den  das  Mobile 
in  der  Zeiteinheit  beschreibt,  x  ist  der  Abstand  vom  Ursprünge,  an 
dessen  Endpunkte  sich  das  Mobile  am  Ende  der  Zeit  t  befindet 
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Die  Zeit  zählen  wir  von  dem  Augenblicke  an,  an  welchem 
sich  das  Mobile  in  der  Distanz  a  vom  fixen  Punkte  O  befunden. 

Alle  auf  die  gleichförmige  geradlinige  Bewegung  sich  beziehende 
Fragen  ktonen  durch  diese  Gleichung  1.  gelöst  werden. 

Wir  wiederholen,  was  schon  in  der  Kinematik  hervorgehoben 
wurde,  dasa,  so  oft  ein  Mobile  von  einer  geradlinigen  gleichförmigen 
Bewegung  belebt  ist,  das  Mobile  nothwenig  von  keiner  Ejraft  solli- 
cidert  ist. 

Geradlimge,  gleichförmig  variierte  Bewegung, 

§  323.  Wird  der  Punkt  von  Bjräften  soUicitiert,  und  ist  seine 
Bewegung  eine  geradlinige,  gleichförmig  variierte,  so  sind,  wie  aus 
der  Kinematik  zu  ersehen,  die  Gleichungen  der  Bewegung 

dx 


2.     ?  ?  = 


T  = 


dt 
dv 
dt 
d^x 
dt2' 


wo  unter  x,  wie  bei  der  gleichförmigen  Bewegung,  der  vom  Mobile 
dorchlatifene  Weg,  gerechnet  von  einem  festen  Punkte  O,  ver-^ 
standen  wird. 

V  stellt  die  Geschwindigkeit  des  Mobile  zur  Zeit  t,  und  ff  die 
AcceleratioQ,  respective  die  Kraft  vor,  welche,  auf  die  Masseeinheit 
wirkend,  diese  Bewegung  erzeugt. 

§  324.  Dieselben  Gleichungen  gelten  auch  für  eine  gerad- 
linige ungleichförmig  variierte  Bewegung.  Ferner  gelten  sie  auch 
für  einen  in  geradliniger  Bewegung  begriffenen  soliden  Körper  von 
beliebiger  Größe,  die  Bewegung  möge  gleichförmig  oder  ungleich- 
f ')rmig  variiert  sein,  dessen  sämmtliche  Punkte  von  einer  und  der- 
selben gemeinsamen  geradlinigen  Bewegung  belebt  sind,  (p  wird 
hier  dieselbe  Bedeutung  haben,  und  die  erzeugende  Kraft  wird  hier 
repräsentiert  durch  das  Product  von  cp,  multipliciert  mit  seiner 
Masse  M,  ist  also  gleich  M9. 

cp  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Acceleration  im 
Sinne  der  dem  Punkte  oder  dem  Körper  ertheilten  Geschwindig- 
keit V  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkt. 

«p  hat  zwei  Ausdrücke,  sie  ist  erste  Derivierte  der  Geschwindig- 
keit V  und  zweite  Derivierte  des  vom  Mobile  beschriebenen  Weges. 

16* 
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§  325.  Aus  einer  gegebenen  Äcceleration  kann  man  durch 
Integration  der  Gleichungen  2.  die  Werte  von  x  und  v  als 
Functionen  der  Zeit  bestimmen,  wobei  man  aber,  da  die  Integration 
zwei  Constanten  enthalten  wird,  die  Anfangswerte  von  x  und  v 
kennen  muss,  und  dann  ist  alles  gelöst. 

Bei  der  geradlinigen,  gleichförmig  variierten  Bewegung  ist  die 
Äcceleration,  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit,  in  jeder  Zeiteinheit 
constant,  und  wir  haben  schon  in  der  Kinematik  die  Ausdrücke  der 
Integration  gefunden 

IV  =  Vo  +  ?  t 
X  =  C  +  Vot+^. 

Die  Gleichung  für  v  findet  man,  wenn  die  zweite  der 
Gleichungen  2.  integriert  und  die  Constante  v»  beigefügt  wird,  und 
bedeutet  v«  die  Geschwindigkeit  des  Mobile  zur  Zeit  t  =  0. 

Die  zweite  Gleichung  für  x  erhält  man,  wenn  die  dritte  der 
Gleichungen  2.  zweimal  integriert  und  zwei  willkürliche  Constanten 
beigesetzt  werden,  und  ist  c  die  Distanz  des  Mobile  von  einem  fixen 
Punkte  O  zur  Zeit  t  =  0. 

Zählt  man  die  Zeit  und  den  beschriebenen  Weg  vom  Anfange 
der  Bewegung  des  Mobile,  so  dass  zur  Zeit  t  =  0,  Vo  =  0  und  c  =  0 
waren,  so  werden  obige  Ausdrücke 


4. 


Bewegung  eines  schrjoeren  Punktes  im  leeren  Baume, 

§  326.  Wir  haben  bereits  gesehen,  dass  Körper,  die  nur  von 
der  Kraft  der  Schwere  soUicitiert  werden,  in  verticaler  Richtung  zur 
Oberfläche  der  Erde  sich  bewegen. 

Die  Kraft  der  Schwere,  welche  den  Punkt  oder  Körper  in 
verticaler  Richtung  von  oben  nach  unten  bewegt,  ist  eine  constante 
Kraft,  unter  deren  Einfluss  dem  Punkte  oder  dem  Körper  in  jeder 
Zeiteinheit  ein  Zuwachs  an  Geschwindigkeit,  also  eine  Äcceleration 
ertheilt  wird,  die  man  bei  dei^  Schwere  mit  g  bezeichnet. 

Die  soUicitierende  Kraft  P,  welche  auf  einen  Körper  von  der 
Masse  M  wirkt,  hat  demnach  zum  Ausdrucke  Mg. 

Bewegt  sich  nun  ein  Massepunkt,  soUicitiert  nur  von  der  Kraft 
der  Schwere,  so  ist  seine  Bewegungsgleichung  im  leeren  Räume 
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5. 


d"^x d  V 

^~  dt'i^  dt 
und  daraus 

dx  , 

dt  '    ^ 


x  =  b  +  at  +  g 


2"* 


Dabei  sind  a  und  b  die  willkürlichen  Constanten,  die  in  den 
Gleichungen  3.  als  Vo  und  c  vorkommen,  und  haben  hier  dieselbe 
Bedeutung  wie  diese  dort  Setzen  wir  voraus,  dass  zur  Zeit  t  =  0, 
X  =  0  und  V  =  0  waren,  mitbin  a  =  0,  b  =  0  sind,  alsdann  hat  man 

dv 


6. 


J'i   —"dt  ~^ 


d~t^ 

dx 

- ,  -  -  =  V  =  g  t 
dt  ^ 

2  ■ 


X 


Darch  Verbindungen  dieser  Gleichungen  findet  man  leicht 


7. 


=  2gx 


ptj 

2 


V  =  ^  2  g  X 


vdv  = 


dx 


-t-.gdt  =  g 


dx 


g  g 

Von  allen  diesen  Formeln  werden  wir  bei  Dynamik  Qebrauch 
machen. 

Insbesondere  nennt  man  das  Product  f  2gx  die  der  Höhe  x 

zugehörige  Geschwindigkeit  und    —  die  der  Geschwindig- 
keit V  zugehörige  Höhe. 

§  327.  Wird  ein  schwerer  Punkt  im  leeren  Räume  von  unten 
nach  oben  in  verticaler  Richtung  mit  einer  anfänglichen  Geschwindig- 
keit =  a  geworfen,  so  ist  die  Acceleration  g  negativ  zu  nehmen, 
da  sie  in  entgegengesetztem  Sinne  der  Geschwindigkeit  wirkt,  von 
welcher  der  Punkt  belebt  wurde,  und  man  hat  daher,  wenn  der 
beschriebene  Weg   von   einem  Punkte  gerechnet  wird,   in   welchem 
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das  Mobile  zur  Zeit  t  =  0  sich  befand,  wo  also  die  Constante  b  in 
den  Gleichungen  5.  gleich  Null  ist, 


8. 


v  =  a  — gt 
x  =  at  — ^ 


Der  Punkt  wird  bis  zu  einer  Höhe  steigen,  an  deren  End- 
punkte die  anfangs  dem  Mobile  ertheilte  G-eschwindigkeit  a  durch 
die  mit  der  Zeit   gehäuften  negativen  Accelerationen    zerstört  wird. 

Der  Zeitpunkt,  wann  dieses  eintrifft,  und  die  Höhe,  die  das 
Mobile  erreicht,  sind  aus  den  Gleichungen  8.  zu  entnehmen. 

Setzt  man  nämlich  in  der  ersten  Gleichung  v  =  0,  bezeichnet 
die  erreichte  Höhe  mit  h,  und  die  zur  Erreichung  dieser  Höhe  er- 
forderlich gewesene  Zeit  mit  t',  so  hat  man 


9. 


t'=" 


g 
.  a^         a^  a^ 


g         2g       2g" 

Die  Werte  von  t'  und  h  erscheinen  also  ganz  bestimmt.   Nachdem 

das  Mobile   bis  zum  Endpunkte   dieser  Höhe  gelangt   ist,   wird    es 

dann,  unter  dem  Einflüsse  der  Kraft  der  Schwere,  in  gerader,  ver- 

a2 
tical    absteigender  Richtung   sich   bewegen,    und  die  Höhe  h  =    - 

beschreiben. 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  zweite  der  Gleichungen  7.  ein, 

so  wird 

a2 


10.    v^  =  2  g  X  =  2  g  .  --.  -  =  a^,  V  =  a. 

2g  ' 


a2 


Das  Mobile   wird   demnach,   nach  Rücklegung   der  Höhe  ^-  , 

2g 

nachdem  es  zum  Punkte  zurückgelangt  ist  von  dem  aus  es  seine  Be- 
wegung begonnen,  die  ihm  ursprünglich  ertheilte  Geschwindigkeit 
zurückerlangen. 

Die  Zeit,  die  das  Mobile  braucht,  um  die  Höhe  h  abwärts 
zurückzulegen,  kann  ebenfalls  aus  den  Gleichungen  7.  entnommen 
werden. 

Setzt  man  nämlich  in  der  letzten  Gleichung  der  Gleichungen  7. 
V  =  a,  nämlich  die  Geschwindigkeit,  die  das  Mobile,  nachdem  es  die 


a2 


Höhe  h  =  -    -  herabgefallen,  erlangt  hat,  so  kommt 
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11.    t  = 


a 


Vergleicht   man   dieaen  Wert    mit   dem   Ausdrucke   t'  =  — , 

so  ergibt  sich 

t  =  t', 

das  heiüt,  dass  das  Mobile  zum  Aufsteigen  wie  zum  Herabfallen 
dieselbe  Zeit  braucht.  Mit  anderen  Worten :  £in  schwerer  Punkt  oder 
schwerer  Körper,  der  im  leeren  Räume  mit  einer  Geschwindigkeit  a 
vertical  aufwärts  im  leeren  Baume  geworfen  wird,  steigt  bis  zu  der- 
selben Höhe,  von  der  er  herabfallen  müsste,  um  die  Geschwindig- 
keit a  zu  erlangen. 

Betoegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  schiefen  Ebene, 

§  328.  Es  sei  die  schiefe  Ebene  ABC,  worauf  sich  ein  Masse- 
punkt m,  nur  von  der  Kraft  der  Schwere  soUicitiert,  bewegt.  Die 
vertical    wirkende  Accelera- 

tion  g  zerlegen   wir  in  zwei  ^'  '  • 

Kräfte,  die  eine  gerichtet  ^ 
Dach  der  Lauge  BA,  die 
andere  darauf  senkrecht.  Die 
senkrechte  Componente  wird 
durch  den  Widerstand  der 
Ebene  zerstört.  Die  der 
Länge  B  A  parallel  wirkende 
Componente  von  g  ist  die 
alleinige  acceleratorische  Kraft,  welche  den  Punkt  m  bewegt. 

Die  beiden  Componenten  von  g  sind,  wenn  wir  die  senkrechte 
mit  N  und  die  nach  der  Länge  BA  wirkende  mit  cp  bezeichnen, 
und  den  Winkel  BAC  der  schiefen  Ebene  a  nennen, 

N  =  g  cos  a 
9  =  gsina; 

die   bewegende  Kraft   ist   hier   nur  cp  =  g  sin  a,    während  die  Com- 
ponente N  durch  die  Fläche  AB  aufgehoben  wurde. 

Setzt  man  den  Wert  von  cp  in  die  Gleichungen  4.  ein,  so 
kommt 


12. 


V  =  g  sin  a  t 

1 
X  =  g  8in  a  - 


v2-—  2gsinax. 
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Das  Mobile  bewegt  sich  also,  als  wenn  es  in  verticaler  Eicbtung 
herabgefallen,  und  dabei  nicht  von  einer  acceleratorischen  Kraft  g, 
sondern  von  einer  acceleratorischen  Kraft  cp  =  g  sin  a  sollicitiert  wäre. 

Ist  die  Länge  A  B  =  x',  die  Höhe  B  C  =  x,  so  ist 

X  =  x'  sin  a. 

Durchläuft  nun  der  Punkt,    nur  von  der  Schwere   sollicitiert^ 

vertical  die  Höhe  BC,  so  erlangt  er  am  Ende  der  Zeit  t,  vermöge 

der    Gleichungen    7.,    eine    Geschwindigkeit,    bestimmt    durch    die 

Gleichung 

v^  =  2  g  X  =  2  g  x'  sin  a. 

Die  Geschwindigkeit,  die  das  Mobile  erlangt,  wenn  es  die 
Länge  AB  unter  dem  Einflüsse  der  Kraft  gsina  durchläuft,  ist 

v^  =  2  g  sin  a  x'. 

Die  vom  Mobile,  nachdem  es  die  Länge  AB  durchlaufen,  er- 
langte Geschwindigkeit  ist  also  gleich  derjenigen,  die  es  erlangt  hätte, 
wenn  es  von  der  Höhe  BC  vertical  herabgefallen  wäre. 

§  329.  ABD  sei  ein  verticaler  Kreis  vom  Durchmesser  AD. 
Ein  Punkt,  nur  von  der  Schwere  sollicitiert,  durchlaufe  die  Strecke 

AB  =  X.  Wir  ziehen  die  Linie  B  C 


senkrecht 

zur   AD    und  nennen 

den   Winkel  AB  Ca,   so   kommt. 

wenn  wir  ABC  als  schiefe  Ebene 

betrachten 

3i 

i  —  gsina-g, 

AB  —  X 

ist    aber       A  D  sin  a, 

mithin 

A  D  sin  a 

gsina 

daher 

13. 

s  ■ 

das  heißt,  die  Zeit,  die  das  Mobile  braucht,  um  A  B  zu  durchlaufen, 
ist  dieselbe,  die  es  benöthigt  hätte,  um  den  verticalen  Durchmesser 
zu  laufen,  wie  dieses  aus  der  letzten  der  Gleichungen  7.  zu  ersehen, 
wenn  man  darin  x  =  A  D  setzt. 

Ein  ähnliches  Resultat  wird  man  haben,  wenn  das  Mobile  die 
Sehne  BD  durchläuft.    Alle  Sehnen    des   verticalen  Kreises  werden 


249 

also  in  einer  und  derselben  Zeit  durchlaufen^  und  die  Zeit  ist  von 
der  Länge  der  Sehne  unabhängig. 

Bestimmung  der  Große  g, 

t2 

§  330.  Aus  der  Gleichung  x  =  g  -^-  sieht  man,  dass  die  vom 

et 

Mobile  beschriebenen  Fallräume  wie  die  Quadrate  der  Zeiten  wachsen. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  t  =  1.  so  wird  x  =  -^.    Der 

Punkt  oder  der  Körper  durchläuft  also,  vertical  herabfallend,  vom 
Zustande  der  Ruhe  beginnend,  in  der  ersten  Zeiteinheit,  da8  ist 
wenn  wir  als  solche  die  Secunde  wählen^  in  der  ersten  Secunde, 
einen  Weg,  welcher  der  Hälfte  der  Acceleration  g  gleich- 
kommt, und  g  ist  gleich  dem  doppelten  Wege,  den  der 
Körper  oder  der  Punkt  in  der  ersten  Secunde  vertical 
zurücklegt. 

Stellt  man  sich  nun  vor,  ein  Punkt  oder  ein  Körper  sei,  vom 

Zustande  der  Ruhe  beginnend,  von  ziemlich  großer  Höhe  h  unter  dem 

Einflüsse  der  Schwere   in  vertiealer  Richtung  herabgefallen^   so  hat 

ff       .  . 

er  in  einer  Secunde   einen  Weg  von  -^-,    in  zwei   Secunden  einen 

4cr 

Weg  =  — ^-,  also  in  einer  Reihe  von  1,  2,  3  .  .  .  Secunden  Wege 
in  geometrischer  Progression  durchlaufen,  die  gleich  sind 

_g     4ff     9g 
2 •     2'     2     ■  '  •  • 

Ferner  hat  der  Punkt   oder  Körper   in  der  ersten  Secunde  ---^    in 

3  ff  5ff 

der   zweiten  -- ,  in  der  dritten     -,  also  Wege    beschrieben,    die  in 

der  arithmetischen  Reihe 

_g      3g    5g 
2 '     2'    2    '  '  ^  ' 
ausgedrückt  sind. 

Hat  also  der  Funkt   oder  Körper    die  Höhe  h  in  t  Secunden 

2  h 
beschrieben,  so  ist  g  =  -  2~,  ^^^  ™^^  könnte  in   dieser  Weise    den 

Wert  von  g  bestimmen. 


250 


Fig.  81. 


M' 


§  331.  Jedoch  wegen  des  schnellen  Falles  der  Körper  von 
verticaler  Höhe  konnte  man  weder  das  darin  herrschende  Natur- 
gesetz noch  die  Größe  der  Acceleration  g  bestimmen. 

Man  war  also  bedacht,  das  Gesetz  der  Schwere  und  die  Größe 
von  g  bei  kleiner  Fallgeschwindigkeit  zu  erforschen  und  bediente 
sich  hiebei  verschiedener  Mittel. 

Galilei  war  es,  der  die  schiefe  Ebene  angewendet,  wo  die 
Acceleration  g  sin  a  geworden  und  der  Winkel  a  beliebig  klein 
genommen  werden  kann. 

§  332.  Es  gibt  noch  andere  Mittel,  um  die  Fallgeschwindigkeit 
KU  vermindern. 

Der  Körper  von  der  Masse  M'  befinde  sich  auf  der  horizon- 
talen Ebene  M'A  und  sei  durch  einen  Faden  gezogen,  welcher  durch 

den  Schwerpunkt  des  Körpers  geht.  An 
den  Faden,  der  über  eine  Rolle  gezogen 
ist,  lassen  wir  einen  Körper  von  der  Masse  M 
in  verticaler  Richtung  den  Körper  von  der 
Masse  M'  angreifen.  Die  bewegende  Ejraft 
ist  hier  das  Gewicht  des  Körpers  von  der 
Masse  M  =  M  g,  und  diese  Kraft  bewegt 
zwei  Körper,  den  einen  von  der  Masse  M' 
im  Gewichte  M'  g  und  seinen  eigenen  von 
der  Masse  M,  im  Gewichte  Mg. 

Die  acceleratorische  Kraft  des  Körpers  von  der  Masse  M,  welche 

beide  Massen  M'  -f-  M  in  Bewegung  setzt,  ist  demnach,  wie  bei  der 

ff .  M 
schiefen  Ebene,  in  diesem  Verhältnisse  kleiner,  und  gleich  -^r^, — ^ 

M  -[-  JM 

geworden.  Das  Bewegungsgesetz  ist  hier  ganz  dasselbe,  wie  bei 
einem  freien  Körper,  nur  ist  die  Acceleration  vermindert  worden, 
und  haben  wir  es  in  unserer  Macht,  sie  nach  Belieben  mehr  zu  ver- 
kleinern^ je  mehr  wir  M'  im  Verhältnisse  zu  M  vergrößern. 

§  333.  Derselbe  Gedanke  liegt  auch  der  Maschine  von  Atwood 
zugrunde,  welche  in  ihrer  einfachsten  Form  aus  einem  verticalen 
Rade  besteht,  in  dessen  Peripherie  ein  aufgerollter  Faden  sich  be- 
findet und  an  dessen  beiden  Enden  zwei  Gewichte  von  den  Massen 
M  und  M'  wirken. 

Nehmen  wir  an,  M  sei  größer  als  M'.  Die  bewegende  Kraft 
ist  Mg  —  M'g    und   bewegt   werden   zwei   Massen,   M'  -j-  M.    Die 
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Acceleration  ist     -l^,  .    ^T--y  ^i^d  idso  kleiner  als  beim  Fallen   von 

M  -j-  M 

verticaler  Höhe. 

Wir  werden  später  ein  schärferes  Mittel  zur  Bestimmung  der 
Größe  g  kennen  lernen  und  anch  erfahren,  dass  die  Kraft  der 
Schwere  durch  die  Rotation  der  Erde  um  ihre  Achse  vermindert 
ist,  und  dass  dieselbe  nicht  bloß  mit  der  Höhe,  sondern  auch  mit 
der  geographischen  Breite  des  Ortes,  wo  sich  der  Körper  befindet, 
sich  ändert.  Durch  genaue  Versuche  hat  man  gefunden,  dass  ein 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  von  geringer  verticaler  Höhe 
fallender  Körper,  in  der  Breite  von  Paris,  in  der  ersten  Secunde 
4'9044  Meter  durchläuft,  und  dass  daher 

g  =  9*8088  Meter  ist. 

§  334.   Wir  hatten  oben 

dx    .  . 

V  =   .— ,  d  X  =  V  d  t. 
dt^ 

In  der  Kinematik  haben  wir  gesehen,  dass  wir  diese  Aus- 
drücke nur  dadurch  erlangt,  dass  wir  unendlich  kleine  Größen 
höherer  Ordnung  vernachlässigt  haben,  und  dass  in  der  That  der 
vom  Mobile  in  dem,  nach  Verlauf  der  Zeit  t,  folgenden  Zeit- 
elemente dt  zurückgelegte  Weg  dx  zum  Ausdrucke  hat 

dx  =  vdx-|-S5 

wo  unter  e  der  Weg  verstanden  wird,  den  das  Mobile,  während  des 
Zeitelementes  d  t,  unabhängig  von  der  bereits  erlangten  Geschwindig- 
keit und,  als  wenn  diese  nicht  vorhanden  wäre,  nur  infolge  des 
Weiterwirkens  der  Kraft  beschrieben  hat,  welchen  Weg  wir  aber 
als  unendlich  kleine  Größe  höherer  Ordnung  vernachlässigt  haben. 
Um  nun  diese  Größe  e  zu  bestimmen,  haben  wir  nach  dem 
Taylor'schen  Theoreme,  wenn  wir  den  vom  Mobile  zur  Zeit  t-|-dt 
beschriebenen  Weg  mit  x'  bezeichnen, 

dx    ,      ,     1     d^x    , 

als  vollständigen  Wert  des  während  des  Zeitelementes  d  t  vom  Mobile 

beschriebenen  Weges. 

dx 
Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  -,-  dt  =  vdt  istderTheil 

dt 

des  Weges,   welchen  das  Mobile   infolge   der   bereits  erlangten  Ge- 
schwindigkeit V,  während  des  Zeitelementes  dt,  zurückgelegt. 
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Der  vom  Mobile  infolge  Fortwirkens  der  Elraft,  unabhängig 
von  V,  beschriebene  Weg  e  hat  demnach,  wenn  wir  unendlich  kleine 
Größen  dritter  Ordnung  yernachlässigen,  zum  Ausdrucke 

Betrachtet  man,  dass  die  motorische  Kraft  während  des  Zeit- 
elementes dt  die  Geschwindigkeit  dy  erzeugt,  und  wäre  diese  Ge- 
schwindigkeit dv  am  Anfange  der  Bewegung  vorhanden,  so  wäre 
vom  Mobile  während  des  Zeitelementes  d  t  ein  Weg  d  v  d  t  be- 
schrieben, während  8  bloß  der  Hälfte  dieses  Weges  --dvdt  gleich 

ist.  Dieses  kommt  also  daher,  weil  thatsächlich  die  Geschwindig- 
keit dv  nicht  gleich  im  Beginne  des  Zeitelementes  dt,  sondern  bis 
zu  dessen  Verlaufe  von  der  Kraft  erzeugt  wurde,  und  deshalb  so 
betrachtet  wird,  als  wenn  der  Weg  mit  der  mittleren  Geschwindig- 
keit -  -  d  V  beschrieben  worden  wäre. 

Aus*  diesem  Grunde  ist  auch  der  vom  Mobile,  vom  Zustande 
der  Ruhe  beginnend  und  vertical  herabfallend,  in  der  ersten  Secunde 

er 

beschriebene  Weg  gleich^  ,  weil    die    anfängliche   Geschwindigkeit 

gleich  Null  war,  und  das  Mobile  erst  bis  Ende  der  ersten  Secunde 
die  Acceleration  gleich  g  erworben. 

Vierundvierzigstes   Capitel. 

Bewegung  eines  Punktes  in  einem  widerstelienden  Mittel. 

§  335.  Bewegt  sich  ein  Punkt  in  der  Luft  oder  in  einer 
Flüssigkeit,  so  übt  er  auf  die  Molecüle  dieser  Flüssigkeit  eine  gewisse 
Wirkung,  einen  Druck  aus.  Diese  reagieren  auf  das  Mobile  im  ent- 
gegengesetzten Sinne,  und  die  Größe  der  Bewegung  wird  dadurch 
vermindert.  Diese  Reaction  wird  die  Kraft  des  Widerstandes  der 
Flüssigkeit  genannt.  Nehmen  wir  also  an,  dass  der  Punkt,  der  sich 
in  diesem  Mittel  bewegt,  von  einer  constanten  Kraft  sollicitiert  wird, 
und  die  Kraft  des  Widerstandes,  die  wir  mit  R  bezeichnen,  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  v  proportional  sei,  welche  Bewegung 
fast  die  eines  Körpers  ist,  der  in  der  Luft  zur  Erde  &llt,  so  wird 
der  Widerstand  des  Mittels  einen  Ausdruck  in  der  Form  haben 
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indem  m  die  Masse  des  Punktes  bedeutet  und  nxit  k  eine  Ge- 
schwindigkeit bezeichnet  wird,  welche  das  Mobile  haben  müsste,  damit 
der  Widerstand  der  Luft  genau  gleich  dem  Gewichte  des  Mobile 
wäre.  Setzt  man  die  Masse  des  Punktes  m  gleich  1,  so  wird  die 
Kraft  des  Widerstandes  ausgedrückt  durch 

1.    R  =  g  -p- 

B  ist  negativ,  da  diese  Kraft  im  entgegengesetzten  Sinne  der 
Bewegung  wirkt 

§  336.  Betrachten  wir  also  den  Fall,  wo  das  Mobile  unter 
dem  Einflüsse  der  Schwere,  vom  Zustande  der  Ruhe  beginnend,  in 
diesem  widerstehenden  Mittel  in  verticaler  Richtung  sich  abwärts 
bewegt  und  am  Ende  der  Zeit  t  den  Weg  x  beschreibt,  so  ist  die 
bewegende  Kraft 

v2  /  v2\  /k2  — v2\ 

Wir   werden   also   haben,   da  die  Acceleration  zum  Ausdruck 
,   ^   d^x        dv 
dt^         dt' 

^JL  _  dv  _      /k^— v2\ 

^'    dt'^  ~dt~^\    k'-^~  r 

und  daraus 


oder 


^       2k2dv         ^     . 
3-      k2_v2=2gdt 

Integriert  man  zwischen  den  Grenzen  t  =  0  und  t  =  t,  indem 
zur  Zeit  t  =  0  auch  v  =  0  war,  so  hat  man 


und  daraus 


4.       kl^=:2gt, 


k  +  v  -k~ 

-^  e 


k  — V 


daher 


5.     v  =  k 


} 


2  iprt 

e        —  1 


2g_t 

e   ^   +1 


j 
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oder,  wenn  man  Zähler  mid  Nenner  durch  e         dividiert, 

^  dx        ,ek    —  e       k 

O,      V  =  — r—  =  k 


dt  ßl    ,      «_?.*. 

e  k   -|-  e      k 

Integriert  man  von  t  =  0  angefangen,  so  hat  man 
7.     x  =  — l-2-(^e   k+  e      k  j, 

wobei  eine  Constante   nicht   beizusetzen    ist,   da   nach   der  Voraus- 
setzung für  t  =  0  auch  x  =  0  ist. 

§  337.  Wir  haUen  ferner 

vdv  ==gdx, 

und  da  hier  statt  g  die  Größe  «p  =  g  —  ^-j-  zu  setzen  ist,  so  hat 
man 

vdv  =  g(— ~-jdx 

daher 

k2      2vdv 
dx  = 


2g'    k2  — V2' 

Integriert  man,  indem  x  =  0  für  v  =  0  ist,  so  kommt 

k2  ,        k2 

8.      X  =  ;^  I 


2g     k2  — v2- 

§  338.    Nimmt  man  an,  dass,  wenn  t  sehr  groß  wird,  e       k 
sehr  klein  wird,  so  dass  man  diese  Größe  vernachlässigen  kann,  so 
hat  man  aus  den  Gleichungen  6.  und  7. 

k2 
v  =  k,  x  =  kt 12. 

g 
In  diesem  Falle   wird  also^    am  Ende  einer  sehr  langen  Zeit, 

die  Bewegung  merklich  gleichförmig,  und  die  acceleratorische  Kraft 

v2 
=  g  —  S  172  =^  g  —  g  =  0,  also  nahezu  Null,  was  man  auch  leicht 

einsieht.  Die  Kraft  der  Schwere  ist  eine  constante  Kraft,  die  Kraft 
des  Widerstandes  E  aber  eine  variable  Kraft,  die  mit  dem  Wachsen 
der  Zeit  und  der  Geschwindigkeit  des  Mobile  sich  vergrößert,  so 
dass  sie  nahezu  dem  Gewichte  des  Körpers  gleichkommt,  v  wird 
aber  =  k  erst  mit  t  =  oo,  so  dass  strenge  die  Bewegung  nie  gleich- 
förmig wird.  Dieser  Fall  wird  schließlich  desto  später  eintreten,  je 
größer  k  ist. 


2Ö& 

Ist  die  Dichte  des  Mittels  sehr  gering,  nnd  mithin  k  sehr  groß^ 
damit  R  =  g  -py   fast  gleich  Null   wird,   so   muss   man   in   obigen 

Oleichungen    die  Ausdrücke   für  das  Fallen  des  Punktes  im  leeren 

Räume  wiederfinden. 

gt  _  gt_ 

In  der  That,  ersetzt  man  die  Größen  e        und  e  durch 

ihre  Reihen,  so  hat  man 

«  —  ^        k   "^  2  k'''       6  k»  ""    ■  *  *  ■ 

und  daraas 


ferner 


3|3 

^3-  +  •    •    • 


2  k'"  "''•■* 


er-*  f* 

12k4  ^-  •  • 


Setzt  man  diese  Werte   in  6.  und  7.  ein,  und  macht  k  =  oo^ 

80  findet  man 

v  =  gt 

also  die  Werte  für  das  verticale  Fallen  des  Mobile  im  leeren  Räume. 
Es  wird  noch  bemerkt,  dass  die  motorische  Kraft  hier 

ff  v^ 

?=g-V 

nicht  mehr  eine  constante,   sondern  eine  variable  Kraft  ist,    da  der 

v^ 
Theil  g        mit  dem  Wachsen  der  Geschwindigkeit  des  Mobile  sich 

vergrößert,  R  ist  eine  variable  Kraft,  und  daher  auch  cp  =  g  —  R^ 

Fünfundvierzigötes  Capitel. 

Aufwärts  in  einem  widerstehenden  Mittel  sich  bewegender  Punkt. 

§  339.  Ist  ein  schwerer  Punkt  aufwärts  in  verticaler  Richtung 
mit  einer  Geschwindigkeit  =  a  in  einem  widerstehenden  Mittel  ge- 


256 

trieben,  so  ist,   unter  Beibehaltung   der  Bezeichnungen  des  vorigen 
Capitels,  und  insbesondere  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kraft 

des  Widerstandes  gleich  ist  g  ^-^-^  die  motorische  Kraft,  da  hier  auch  g 

negativ  zu  nehmen  ist, 

d^x       dv  v2  /^     ,    v2\  /k^-f  v2\ 

also 

'dl  =  -  k'  (''^  +  ^^) 

oder 

kdv      gdt 

Integriert  man  diese  Gleichung  von  t  =  0  an,  und  beobachtet, 
dass  die  anfängliche  Geschwindigkeit  des  Mobile  zur  Zeit  t  =  0  die 
Größe  =  a  hatte,  so  kommt 

«      fft                        a  V  . 

2.    TT  =  *r®  t*°g  t: Ä^c  ^^^S  IT- 

§  340.  Setzt  man 

a  V 

arc  tang  -y-  =  y,  arc  tang  -^  =  z, 

so  ist  bekanntlich 

tanff  fv  —  z)  =     tang  y  —  tang  z 

a         V 


^     k2 

Nimmt  man  also  in  2.  die  Tangenten  beider  Glieder,  so  ist 

a         V 

ff  t  Ic  k 

tang  -y-    =  tang  (y  —  z) 


oder 


^  1  .  ^T 

^-r  k2 


.    gt         a  V 

k         g         k 


und  daraus 
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,  a  cos  -i k  sm  -r- 

k  cos  ,  -  4-  a  sin  -,  - 
k  k 

Integriert   man   und   bestimmt   die   Constante   durch    die  Be* 

Stimmung,   dass   man   für  t  =  0    auch   x  =  0  hat,   so   ergibt   sieb^ 

k2 
wenn  man  erwägt,  dass  der  Zfihler,  bis  auf  den  Factor  -  -,  die  De- 

S 
rivierte  des  Nenners  ist,  und  die  Constante  =  -—  1  k  ist, 

4.    X  =  -  - 1 1  k  cos  -.-  +  a  sm  V  I 1  k  = 

g     \  k     '  kj        g 

,    k2    /a    .    gt  gt\ 

Um  X  als  Function   von  v  auszudrücken,   wird  man  sich  der 

Oleichung 

vdv  =  (pdx 

bedienen,  den  Wert  von  9  durch  —  g  I  1  -4- -1-2)^^^^° ersetzen, und 

dann  hat  man 

.       — k2.2vdv        .     . 

Integriert  man  und  bestimmt  die  Constante  durch  die  Be- 
dingung, dass  man  für  x  =  0  .  v  =  a  hat,  so  wird 

^-  2g     k2  +  v2- 

§  341.  Der  Punkt  wird  bis  zu  einer  Höhe  steigen,  an  deren 
Endpunkte  die  dem  Punkte  ertheilte  ursprüngliche  Geschwindig- 
keit  a  erlischt. 

Ei  sei  nun  x'  diese  Höhe  und  t'  die  Zeit,  die  der  Punkt  be- 
nothigte,  um  diese  Höhe  zu  erreichen,  so  ergibt  sich  aus  6.,  wenn 
darin  v  =:  0  gesetzt  wird,  ferner  aus  2. 


7. 


2g  k^ 

et'         a     et'  a 

tang  ^^  =  -^  ,  ?j^-  =  arc  tang .  -^ 

k  a 

t=  —  arc  tang .  ,-. 
e  k 


g 

iiitela,  Rationell«  Mrebanlk.  T.  17 
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Hat  der  Punkt  diese  Höhe  erreicht,  dann  wird  er  unter  dem 
Einflüsse  der  Schwere  vertical  abwärts  herabfallen,  und  kommen 
alsdann  die  Forpaeln  6.  und  8.  des  vorigen  Capftels  zur  Anwendung. 

Setzt  man  in  8.  x  =  x',  v  =  a',  das  ist  die  Geschwindigkeit^ 
die  das  Mobile  erlangt,  wenn  es  zum  Punkte  rückgelangt,  von  dem 
es  ausgegangen  ist,  so  kommt 


k2  k^ 


Da  aber  vermöge  7. 


80  hat  man 


2g  k2— a'2- 

_  k2  k^+a^ 

~2g  k2      ' 

k2  k2  —  a2 


und  daraus 


k2  _  a'2  k2 


8.     a'=        "'^ 


]/k'  + 


SL' 


^'  ist  also  Immer  kleiner  als  die  anfängliche  Geschwindig- 
keit a. 

Um  die  Zeit  zu  bestimmen,  die  das  Mobile  benöthigt,  die 
Höhe  x'  herabsteigend  zu  durchlaufen,  so  nennen  wir  diese  Zeit  t'', 
setzen  in  der  Formel  4.  des  vorigen  Capitels  für  t  die  Zeit  t"  und 
fUr  V  die  Größe  a'  ein,  so  hat  man 

k  +  a' 


2gt"  =  kl^_^„ 


daher 

k     k  +  a'        k    1    k  +  a'        k     TTk+lT' 
"2g    k  — a'        g    2    k  — a'        g      '  k  —  a'  ' 

a  k 

und  für  a'  seinen  Wert  a'  =  ■—r=^- einsetzend, 

|/k2+a2 


g  k 

Die  Fallzeit  ist  also  von  der  Zeit  des  Aufsteigens  verschieden. 
Nennen  wir  6  die  totale  Zeit  des  Aufsteigens  und  des  Fallens, 


80  hat  man 


10.     e  =  t'+t"=>-[arctaDS-^  +  l?^-l^±i^], 


i 
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a  und  g  wird  als  bekannt  voransgesetzt,  und  findet  man  0 
darch  Versuche,  so  kann  man  daraus  für  ein  gegebenes  Mobile  die 
Größe  k  finden. 

Äuoh  hier  ist  die   motorische  Kraft   variabel. 

Bewegung  eines  Punktes  in  einem  Mittel^  dessen   Widerstand  der 

Oeschunndigkeit  proportional  ist, 

§  342.  Wenn  bei  der  herabsteigenden  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  in  einem  Mittel,  dessen  Widerstand  nur  der  Geschwindig- 
keit des  Mobile  proportional  ist,  was  nach  Versuchen  dort  eintrifft, 
wo  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  begabt  ist,  sehr 
gering  ist,  so  ist  die  motorische  Kraft 


oder 


'dt~ 

=«(i- 

▼ 
k 

gdt 
k    ~ 

dv 
"k      v 

) 


Integriert   man   und   bestimmt   die  Constante,    dass  für  t  =  0 
auch  y  =  0,  so  hat  man 


und  daraus 


11     £1  =  1  _^ 

^^'        k  k— V 

dx  ^* 

12.    v  =  -3--  =  k  — ke      k 
dt 


Integriert  man  neuerdings,  so  kommt 

13.     x  =  kt  — —  (1  — e-k-V 

indem  man  die  Constante   in    der  Weise   bestimmt,   dass  für  t  =  0 
X  =  0  wird. 

Bewegung  eines  schweren  Punktes  im  leeren  Ranme  von  einer 

großen  Höhe. 

§  343.  Auch  hier  ist  die  acceleratorische  Kraft  nicht  constant, 
da,  wie  wir  wissen,  diese  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates 
der  Distanz  des  Mobile  vom  Mittelpunkte  sich  vermindert. 

Sei  r  der  Halbmesser  der  Erde«  Der  Ausgangspunkt  des  Mobile 
sei  A,  in  der  Höhe  A  O  =  a  über  den  Mittelpunkt  der  Erde  O,  und 
befindet  sich  das  Mobile,  welches  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere 
diese  Höhe  A  0  vertical  herabfällt,  zur  Zeit  t  in  einem  Punkte  dieser' 

17* 
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Veriicalen  B,  AB  bezeichnen  wir  mit  x.  Die  motorische  Kraft  in 
diesem  Punkte  ist  mcp,  wenn  daselbst  die  Acceleration  mit  <p  be- 
zeichnet wird,  und  wenn  m  als  Masseeinheit  genommen  wird,  =  f. 
Auf  der  Oberflftche  der  Erde,  also  in  der  Distanz  r  vom 
Mittelpunkte  der  Erde  ist  die  acceleratorische  Kraft  =  g,  und  mithin 
ist  diese  im  Punkte  B,  infolge  des  Verhältnisses 

(p:g==r2:(a  —  x)^ 

d^x  gr^ 

^*-     '^""■dt^"—  (a  — x)2- 

Multipliciert  man  beide  Glieder  mit  2dx,  so  kommt 

2dxd^x  _  2gr^dx 
"~dt2~"  ~  (a  —  x>2' 

und  daraus,  wenn  man  integriert, 

\dt/  a — X    ' 

Ist  der  Punkt  vom  Zustande  der  Ruhe  ausgegangen,  so  dass 
man  für  x  =  0,  r  =  0  hat,  so  ist 

16.     v2=^^-  — ^-^— = 
a  —  X  a 

2gr2        X 

a       a — X 

(dx\2 
-.—  I  ,  multipliciert  die  Gleichung 

mit  dt,  so  hat  man 

l/ägr^"    .  _  VCä^^dF        (a— x)dx 
''-a     •**-'         i  y(ir-x)x' 

wobei  das  positive  Zeichen  genommen  wird,  da  die  Geschwindigkeit 
hier  positiv  ist. 

Integriert  man,  indem  die  Costante  durch  die  Bedingung 
bestimmt  wird,  dass  die  anfängliche  Geschwindigkeit  gleich  Null 
war,  also  das  Mobile  die  Bewegung  vom  Zustande  der  Ruhe  be- 
gonnen, so  hat  man 

^F,     1/2  er^"         .r »  a — 2x 

17.     [/  fllL t  =  |/ax  —  x2  +  "2  arc cos  — 

Aus  16.  ist  zu  ersehen,  dass  die  Geschwindigkeit  mit  x  wächst, 
das  ist^  je   mehr  das  Mobile   sich   der  Oberfläche  der  Erde  nähert. 
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Für  z  =  a — r,  das  ist,  wenn  der  Punkt  an  der  Erdoberfläche  sich 
befindet,  ist 

._2gr»    a— r_2gr  2gr.(a— r) 

a  r  a  a 

Setzt  man  a — r  =  h,  so  wird 

18.     v=1^2ghf-. 

*  a 

Wäre  der  Punkt  die  Höhe  AO — r  =  h  mit  der  Acceleration 
g  vertical  herabgefallen,  so  wäre  dessen  Geschwindigkeit  an  der 
Erdoberfläche  =  ^2  gh.  In  unserem  Falle  ist  sie  kleiner,  da  r  kleiner 

als  a,  und  die  l^  __  kleiner  als  1  ist. 

'  a 

Für  X  =  a  ist  die  Geschwindigkeit  =  <>?.  Wenn  also  die  ganze 

Masse  der  Erde  im  Mittelpunkte   vereinigt   und  der  Punkt  an  den 

Mittelpunkt  der  Erde  gelangen  würde,    wäre  seine  Geschwindigkeit 

gleich  unendlich. 

Set^hsandvierzi^ste?«  Capitel. 

Allgemeine  Bewegungsgleichungen,  insbesondere  krummlinige 

Bewegungen. 

§  345.  Ist  ein  Punkt  von  Kräften  soUicitiert,  so  wissen  wir. 
dass  eine  Kraft  zum  Maße  hat  das  Product  der  totalen  Acceleration 
des  in  Bewegung  begriffenen  Punktes,  multipliciert  mit  seiner  Masse. 
Ferner  haben  wir  gesehen,  dass  die  Richtung  der  Kraft  in  die  der 
totalen  Acceleration  fällt.  Die  analytischen  Ausdrücke  dieser  Sätze 
führen  uns  zu  den  Bewegungsgleichungen.  Seien  x,  y,  z  die  Coordi- 
naten  des  Punktes  m,  bezogen  auf  die  drei  rechtwinkeligen  Achsen,  X, 
Y,  Z  die  den  Achsen  parallelen  Componenten  der  Resultante  R  der 
Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  ,  welche  den  Punkt  m  sollicitieren,  oder,  was 
dasselbe  ist,  die  Projectionen  der  Resultante  oder  die  Summe  der 
Projectionen  der  Kräfte  auf  die  Achsen,  so  ist  die  algebraische  Summe 
der  Projectionen  der  Kräfte,  oder  die  Projectionen  der  Resultante  auf 
diese  Achsen  gleich  den  respectiven  Projectionen  der  Acceleration 
auf  dieselben  Achsen,  multipliciert  mit  der  Masse  des  Punktes. 

§  346.  Belangend  femer  die  Projectionen  der  Acceleration  auf 

die  Achsen,   so  haben  sie,   wie    wir   in    der  Kinematik  gesehen,  zu 

ihren  Ausdrücken 

d^x     d^y     d^z 

dt2'    dt2'    dt2' 
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wo  dt  das  Element  der  Zeit  bedeatet.    Daher  sind  die  allgemeinen 
Oleichungen  der  Bewegung 

""df^=^ 

1.    {    in^,=Y 

d»z        _ 
°  dt^  =  ^- 

Kennt  man  die  Bewegung  des  Punktes  m,  so  kann  man  aus 
1.  die  Summe  der  Projeetionen  X,  Y,  Z  der  Kräfte  auf  die  Acjisen, 
und  mithin  die  Resultante  R  der  Kräfte,  welche  den. Punkt  m  an- 
greifen, bestimmen. 

Sind  umgekehrt  die  Projeetionen  der  Kräfte,  und  daher  auch 
die  soUicitierenden  Kräfte  bekannt,  so  kann  man  aus  1.  die  Coordi- 
naten  als  Functionen  der  Zeit  bestimmen. 

Die  Bewegangsgleichungen  sind  simultan  und  von  zweiter 
Ordnung,  und  im  allgemeinen  nicht  integrierbar.  Es  sind  aber  zahl- 
reiche Fälle,  wo  die  Integration  ganz  oder  zum  Theile  in  endlicher 
Form  oder  durch  Reihen  eflfectuiert  werden  kann.  Wir  werden  solche 
bald  kennen  lernen. 

Bewegung  eines  PunJcfea,    der  gezwungen  ist,  auf  einer   Oherfläclie  zu 

bleiben. 

§  347.  Ist  der  Punkt  genöthigt,  auf  einer  Oberfläche  zu  bleiben, 
so  kann,  wie  wir  bereits  in  der  Statik  gesehen,  die  Fläche  durch  eine 
Kraft  N  ersetzt  und  der  Punkt  als  ganz  frei  betrachtet  werden.  Ent- 
wickelt die  Oberfläche  keine  Reibang,  so  wird  N,  wie  im  Falle  des 
Gleichgewichtes,  nothwendig  normal  zur  Fläche  wirken,  dem  Drucke 
des  Mobile  auf  die  Fläche  direct  entgegengesetzt.  Denn  wäre  sie  nicht 
normal,  so  könnte  sie  in  zwei  Kräfte,  eine  zur  Fläche  normale  und 
eine  tangentielle  zerlegt  werden,  wo  dann  die  tangentielle  Compo- 
nente  den  Punkt  von  der  Fläche  fortbewegen  würde. 

Man  wird  also  zu  den  Gleichungen  1.  noch  die  den  Achsen 
parallelen  Componenten  der  Kraft  N  hinzufügen.  Wir  haben  alsdann 
vier  Unbekannte  x,  y,  z,  N,  zu  deren  Bestimmung  wir  die  Glei- 
chungen 1.  und  die  Gleichung  der  Fläche,  welche,  je  nachdem  sie 
von  der  Zeit  unabhängig  oder  abhängig  ist,  die  Form  hat 

2.     f(x,  y,  z)  =  0, 
wenn  die  Oberfläche  fix  ist,  und 
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3.    f  (x, .  y,  z,  t)  =  0, 

wenn  die  Fläche  fähig  ist,  sich  mit  der  Zeit  zu  deformieren. 

§  348.  Behalten  wir  die  früheren  Bezeichnungen  bei»  nnd 
nennen  die  Winkel  der  Kraft  N  mit  den  Achsen  X,  {i,,  v,  deren 
Cosinus,  wie  man  weiß,  zu  Ausdrücken  haben 

df 
dx 

_^"df^ 
df 


cos  X  = 


1 


'  d  P      " 


dy2^dz2 


cos  {l  = 


dy 


dx2 


dz' 


cos  V  = 


df 
dz 


dx" 


80  bat  man  die  Gleichungen 


dy'    '    dz2' 


4. 


d^x 
m    .--,-  =  X  +  N  cos  X 
di^  ' 

d2y 

m  ^^2-=  Y  +Ncos(i 

d^z 
m   ,  -^-  =  Z  +  N  cos  V 
dt^  ' 

und  dazu  die  Gleichung  der  Fläche. 

§  349.  Wird  der  Punkt,  der  gezwungen  ist,  auf  einer  Fläche 
2U  bleiben,  von  keiner  Kraft  sollicitiert,  aUdann  hat  man  X  =  0; 
Y  =  0,  Z  =  0;  und  die  Bewegungsgleichungen  sind 

d2x 


o. 


l 


m 


m 


m 


dt'^ 
d^y  _ 
dt2  ■" 
d2z 


=  N  cos  X 


N  cos  |ji 


dt2 


=  N  cos  V. 


Setzt  man  für  cos  X,  cos  (i^  cos  v  die  obangegebenen  Werte, 
Iftsst  deren  gemeinschaftlichen  Nenner,  wie  auch  den  Factor  m  weg, 
and  eliminiert  die  Größe  N,  so  hat  man 
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df 


dt«  •  dx       dO  '  dy       dt«  *  dz 

Maltipliciert  man  jede  der  Gleichungen  4.  respective  mit  2dx, 
2dj,  2dz,  und  addiert  dieselben,  beobachtend,  dass  man  aas  2.  bat 

df  ,      ,   df  ,      ,   df  ,  „  .1      .  . 

5^  ax  +  ^  -  dy  +  -^  dz  =  0,  so  ergibt  sich, 


lAdf2    .    dP    .   df« 


^^""^  ''  dx«  ^"  dy«"*"  d^  ~  ^  gesetzt  wird, 
d«x2dx  +  d«y  .  2dy  +  d«z.  2dz1  _ 


m 


rd«x2dx  +  d«y.  2dy -f-  d«z.2dz1 
L"  dt«  '  J 

oN/df  ,      ,    df,      ,    df  -  \ 
=  Hldx^^  +  dy^y  +  dz^V 


m 


dy 

d  (dxH:_dy_« +_dz«^  _  0 

dv        _,  ^ 

dt  ' 

Die  Geschwindigkeit  ist  daher  für  diesen  Fall  constant.  Daran:» 
ist  aber  auch  zu  ersehen,  dass  ds  und  dt  proportional  sind. 

Man  kann  also  für  diesen  Fall  in  den  Gleichungen  6.  dt  durch 
ds  ersetzen,  und  man  hat  alsdann 

d^x     df  _d2y      df    d^z     dt 
ds^   '  dx        ds2  *  dy  *  ds*-^  "  d2s' 

Wie  wir  aber  in  einem  früheren  Capitel  gefunden,  drücken 
diese  Gleichungen  aus,  dass  die  Hauptnormale  der  yom  Punkte 
beschriebenen  Bahn  in  jedem  Punkte  senkrecht  steht  auf  der 
Tangentialebene  der  Fläche  f  =  0,  eine  Eigenschaft,  welche  der 
geodesischen  Linie  zukommt. 

Ist  daher  der  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Fläche  zu 
bleiben,  und  wird  er  von  keinen  Kräften  soUicitiert,  so 
ist  die  Geschwindigkeit  constant,  seine  Bewegung  ist 
gleichförmig,  und  der  Punkt  beschreibt  auf  der  Ober- 
fläche eine  geodesische  Linie. 

Bewegung  eines  Punktes^  der  gezwungen  ist^  auf  einer  Curve  zu  bleiben. 

§  350.  Ist  ein  Punkt  bei  seiner  Bewegung  genöthigt,  auf  einer 
Curve  zu  bleiben,  so  wird  dieser  Fall  fast  wie  der  frühere  F»ll 
behandelt,  wo  der  Punkt  auf  einer  Fläche  zu  bleiben  hat,   und  ist 
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auch  hier  eine  Unbekannte  mehr,  nämlich  die  Richtung  der  Action 
der  Curve.  Auch  diese  wird  durch  eine  Kraft  N  ersetzt,  und  ist 
keine  Reibung  vorhanden,  so  muss  diese  Kraft  normal  zur  Curve 
stehen.  Nennt  man  auch  hier  die  Winkel  zwischen  der  Richtung 
dieser  Kraft  und  den  rechtwinkeligen  Achsen  X,  |ji,  v,  so  sind  die 
ßewegUDgsgleichungen 

d^x 
m  T-s  =  X  4-  N  cos  X 
di^  ' 


8. 


d^y 
m  -r  .,  =  Y  4-  N  C03  11 
dt^  '  ^ 

m  -5-T,  =  Z  +  N  cos  V. 
dt^ 


Zu  diesen  Gleichungen  sind  hinzuzufügen  die  Gleichungen  der 
Curve,  ferner  die  Relation 

9.     COi^  X  -f-  cos^  ft  -|-  cos^  V  =  1, 

dann  die  Gleichung 

f    dx        .    ,    dy  I    <lz  r. 

-;;—  cos  X  +    r    cos  UL  +  -.—  cos  V  =  0 
10.    I    ds  '    ds         *^    '    ds 

(    dx  cos  X  -f-  dy  cos  (i  -[-  d  z  cos  v  =  0. 

Durch  diese  Gleichung  wird  ausgedrückt,  dass  die  Action  der 
Kraft  N,  welche  an  die  Stelle  der  Curve  getreten,  normal  zur  Curve 
Bteht,  und  dass  daher  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Richtung 
der  Kraft  und  der  Tangente  der  Curve  gleich  Null  ist. 

Ist  bei  der  Fläche  oder  Curve  Reibung  vorhanden,  dann  ist 
möglich,  dass  die  Wirkung  der  Fläche  oder  der  Curve  nicht  mehr 
normal  steht.  Dann  theilt  man  die  Kraft  N,  welche  die  Wirkung 
der  Fläche  oder  der  Curve  ersetzen  und  an  deren  Stelle  treten  soll, 
in  eine  normale  und  in  eine  tangentielle  Componcnte.  Die  tangentielle 
Componente  ist  die  Reibung.  Man  nimmt  allgemein  an,  dass  die  Reibung 
proportional  der  normalen  Aclion  der  Curve  und  im  entgegengesetzten 
Sinne  der  Bewegung  gerichtet  ist.  Die  P'ormeln  4.  und  8.  werden 
alsdann  modiiiciert,  indem  man  die  Componenten  der  Reibung  hin- 
zufügt, welche,  wie  eben  erwähnt,  proportional  den  Componenten 
von  N  sind. 

Kraft  der  Trägheit. 

§  351.  Man  nennt  Kraft  der  Trägheit  eines  in  Bewegung  be- 
griffenen Punktes  eine  Kraft,  die  derjenigen  direct  entgegengesetzt 
ist,  welche  die  Bewegung  des  Punktes  erzeugt. 
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Sei  nun  m  ein  Massepunkt,  x,  jj  z  dessen  Coordinaten  aal 
drei  rechtwinkelige  Achsen  bezogen,  so  sind 

d^x  d^y  d^z 

'"dT^'       "»dT^'      ™dT2 

die  den  Achsen  parallelen  Componenten  der  Kraft,  welche  die  Be- 
wegung erzeugen  würde. 

Die  Componenten  der  Kraft  der  Trägheit  sind  demnach 

d^x  d^y  d^z 

-m-^-^,       -m-^,-,       -m^-,. 

Die  totale  Acceleration  wird  decomponiert  in  eine  normale  und 
eine  tangentielle  Acceleration.  Ebenso  kann  die  Kraft,  welche  einen 
Punkt  sollicitiert,  in  eine  normale  Kraft,  die  längs  des  Krümmungs- 
halbmessers der  Trajectorie  des  diese  beschreibenden  Punktes,  und 
eine  tangentielle  Kraft  zerlegt  werden.  Die  normale  Componente 
nennt  man  centripetale  Kraft. 

Diese  beide  Componenten  sind  gleich  den  respectiven  Compo- 
nenten der  Acceleration,  multipliciert  mit  der  Masse  des  Mobile. 

Da  nun  die  Componenten  der  Acceleration,  wie  wir  in  der 
Kinematik  gesehen,  zu  Ausdrücken  haben 

v2  dv 

—  und     ,  , 

p  dt' 

so  sind  die  Componenten  der  Kraft, 

v^        -        dv 
m  —  und  m  -j—, 
p  dt' 

und  dabei  bedeuten  v  die  Greschwindigkeit  und  p  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Trajectorie  des  sich  bewegenden  Mobile. 

In  dieser  Weise  kann  man  auch  die  Kraft  der  Trägheit  in  zwei 
andere  zerlegen,  eine  zur  Trajectorie  normale  und  eine  tangentielle, 
weiche  jenen  beiden  Componenten  der  agierenden  Kraft  gleich  und 
direct  entgegengesetzt  sind.  Erstere  nennt  man  centrifugale  Kraft, 
letztere  die  tangentielle  Kraft  der  Trägheit. 

Die  Kraft  der  Trägheit  und  deren  Componenten,  die  centri- 
fugale und  tangentielle  sind  in  der  That  keine  Kräfte,  sie  soUicitieren 
keinen  materiellen  Fuokt  und  sind  bloß  abgekürzte  Ausdrücke, 
welche  die  Aufstellung  gewisser  Probleme  erleichtern.  Soviel  zur 
Verhütung  von  Irrthümern. 
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Siebenundvierzigetes  Capitel. 

Princip  der  lebendigen  Kräfte. 

§  352.  Gehen  wir  auf  die  Gleichungen  1.  des  vorigen  Capitels 
zurück  und  behalten  die  früheren  Bezeichnungen  bei, 

d^x       _. 
m  j  -,  =  X 


1.    { 


d^z        „ 
°»  dt^  =  ^- 


Diese  Bewegungsgleichungen  sind  die  eines  ganz  freien  Punktes. 

Mnltipliciert  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  2dxy  die 
zweite  mit  2d7,  die  dritte  mit  2dz;  und  addiert  dieselben,  so 
hat  man 

Man  hat  aber 

2 ds^ dx*   .   dy^    .    dz^ 

^  ~  dP  ~  dt«  +  di^'  "^  dT^ 

dv^  =  2y  dv  =  [2  ^^  ^.^  +  2  ^^  ^/  +  2  p,  ^^Idt, 

L     dt^  dt    *        dt^  dt    '        dt^dtJ 

Daher 

2.     m  dv^  =  d  mv2  =  2  [X dx  +  Ydy  +  Zdz]. 

DasProduct  mv^,  das  ist  das  Produet  der  Masse  eines 
Mobile,  multipliciert  mit  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit, nennt  man  die  lebendige  Kraft  des  Mobile. 

Das  Produet  [Xdx  -|-  Ydy  -f-  Zdz]  ist  die  Arbeit  der  Kraft, 
deren  Componenten  X,  Y,  Z  sind,  während  eines  Zeitelementes  dt, 
also  die  durch  die  Kraft  während  des  Zeitelementes  dt  effectuierte 
reelle  Deplacierung  (dx,  dy,  dz)  des  Mobile.  Man  nennt  dieses 
Produet  die  elementare  Arbeit  dieser  Kraft, 

Die  Größe  j     (Xdx -|- Ydy -j~  Zdz)  nennt  man    die  totale 

Arbeit  derselben  Kraft,  effectuiert  während  der  Zeit  von  to   bis  t. 

§  353.  Dieselbe  Gleichung  besteht  auch  dann,  wenn  der  Punkt 
j^enöthigt  ist,  auf  einer  Fläche  oder  Curve  zu  bleiben,  wenn  keine 
Reibung  vorhanden  ist. 
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Denn  die  Bewegungsgleichungen  für  diesen  Fall  sind,  wie  ans 
§  348  und  §  350  zu  ersehen, 

d2x 


3. 


m  -3-..=  X  4-  N  cos  X 
dt'' 


m 


d^y 


m 


dt2 
d^z 


Y  +  N  cos  (1 


^,  =  Z  +  N 


COS  V. 


Verfährt  man  hier  wie   mit  der  Gleichung  1.,  so  kommt 

4.     dmv2  ^  2  [Xdx  +  Ydy  +  Zdz]  +  2  N  [cos  X  dx  + 

+  cos  (Jidy  -f-  cos  V  dz]. 

Da  aber,  wenn  keine  Reibung  vorbanden  ist,  die  Kraft  N 
normal  zur  Fläche  oder  Curve  steht,  so  ist  das  zweite  Glied  rechter 
Hand,  wenn  man  es  durch  ds  dividiert,  der  Cosinus  des  Winkels, 
welchen  die  normale  Kraft  N  mit  der  Tangente  bildet,  und  ist  also 
gleich  Null  in  jedem  Punkte  der  Trajectorie. 

Man  hat  daher  auch  hier  wie  bei  einem  freien  Punkte 

5.     dmv2  =  2(Xdx+Ydy  +  Zdz). 


Andere  Formen  des  Punktes  Xdx-}-  Ydy -\- Zdz. 

§.  354.  Der  Punkt  m  beschreibe  die  Curve  AMB  und  befinde 
sich  zur  Zeit  t  in  M,  die  Tangente  an  diesem  Punkte  sei  MT,  der 

Winkel  zwischen  der  Kraft  P  und 
der  Tangente  PMT  sei  =  w,  so  ist, 
da  die  Cosinus  der  Winkel  zwischen? 
und  den  Achsen 

X  Y  Z 

P'         P'        P 

sind,  wenn  nämlich  die  Componenten 
der   Kraft   mit  X,  Y,  Z    bezeichnet 
werden,  ferner  die  Cosinus  der  Tan- 
gente mit  den  Achsen 
dy  dz 

ds'  ds 


dx 

ds' 


sind,  wo  unter  ds  das  Element  der  Trajectorie  verstanden  wird, 

Xdx   ,   Ydy   ,    Zdz 


6.    cos  w  =  -^  -T  -  + 


+ 


P  ds   '    Pds    •   Pds 
7.     Pds  cos  w  =  Xdx  -f  Ydy  +  Zdz, 
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Projiciert  man  P  aaf  die  Tangente  MT,  oder,  mit  anderen 
Worten,  decomponiert  man  P  in  eine  tangentielle  Componente  =  T 
und  eine  darauf  senkrechte  Componente  =  N,  alsdann  ist 

T  =  P  cos  w, 
nnd  die  Gleichung  7.  wird 

8.  Tds  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz. 

Bezeichnet  man  ferner  Mc,  das  ist  die  Projection  des  Bogen- 
elementes  MO  =  ds   auf  die  Richtung   der  Kraft. P  mit  dp,  so  ist 

ds  cos  w  =  dp, 

und  mithin  wird  die  Gleichung  7. 

9.  Pdp  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz. 

§355.  Der  Ausdruck  Xdx  -|-  Ydy  -f-  Zdz,  also  die  elementare 
Arbeit  einer  Kraft  ist  demnach  gleich: 

a)  Dem  Producte  der  sollicitierenden  Kraft  P,  multipliciert  mit 
dem  Elemente  der  Trajectorie  und  dem  Cosinus  des  Winkels,  den 
die  Kraft  mit  der  Tangente  einschließt; 

b)  dem  Producte  der  Projection  der  Kraft  auf  die  Tangente, 
multipliciert  mit  dem  Bogenelemente.  Auch  das  Product  Tds  wird 
die  elementare  Arbeit  der  Kraft  genannt; 

c)  dem  R-oducte  der  sollicitierenden  Kraft,  multipliciert  mit  der 
Projection  des  Bogenelementes  der  Trajectorie,  das  ist  der  Projection 
des  vom  Mobile  während  des  Zeitelementes  dt  beschriebenen  Weges 
ds,  auf  die  Richtung  der  Kraft. 

Das  Product  Tds,  das  ist  das  Product  der  tangentiellen  Com- 
ponente T  der  Kraft  P,  multipliciert  mit  dem  vom  Mobile  während 
des  Zeitelementes  d  t  beschriebenen  Wege  ds,  welches  Product  gleich 
ist  Xdx -|- Ydy -j- Zdz,  nennt  man,  wie  erwähnt,  ebenfalls  die 
elementare  Arbeit  dieser  Kraft. 

Sie  wird  als  positiv  betrachtet,  wenn  T  im  Sinne  der  Bewegung 
agiert,  als  negativ  im  entgegengesetzten  Falle,  oder,  was  dasselbe 
ist,  je  nachdem  der  Winkel  w  spitz  oder  stumpf  ist.  Im  Ausdrucke 
Pds  cos  w  für  die  elementare  Arbeit  ist  das  Zeichen  ebenfalls  durch 
cos  w  gegeben,  indem  P  und  ds  als  positiv  genommen  werden.  In 
allen  Fällen  ist  die  Projection  der  Resultante  auf  irgend  eine  Gerade 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  Projectionen  ihrer  Componenten 
auf  dieselbe  Gerade.  Die  elementare  Arbeit  der  Resultante  mehrerer 
Kräfte  ist  also  gleich  der  algebraischen  Summe  der  elementaren 
Arbeiten  dieser  Kräfte. 
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§  356.  Integriert  man  die  Gleichung  2.  des  §302  für  die  Zeit 
Ton  t  s=  tg  bis  t  =  t,  so  ist,  wenn  die  Geschwindigkeiten  zur  Zeit  t^ 
mit  Vg  und  zur  Zeit  t  mit  t,  die  beschriebenen  Bogen  der  Trajec- 
torie  mit  s,  und  s  bezeichnet  werden, 

10.     2  r  (xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  2  )     Tds  =  mv^  — mvo». 

Das  Integral  j    (Xdx-[- Ydy-f-Zdz)  nennt  man  die  totale 

Arbeit  der  Kraft   für   eine  bestimmte  Zeit  zwischen   den  Grenzen 

to  bis  t,    und  ebenso  das  Integral  \    Tds,  die  effectnierte  totale 

Arbeit  der  Kraft,  zwischen  den  Grenzen  genommen,  welche  den 
Extremitäten  des  vom  Mobile  beschriebenen  Weges  entsprechen. 

Diese  Gleichung  10.  spricht  den  Satz  aus: 

Die  Variation,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Zuwachs 
der  lebendigen  Kraft  eines  Mobile,  während  welcher  Zeit 
immer,  wenn  es  von  einer  Position  zu  einer  anderen  über- 
geht, ist  gleich  der  doppelten  Quantität  der,  während  der- 
selben Zeit,  durch  die  das  Mobile  sollicitierende  Kraft 
effectuierten  totalen  Arbeit. 

Dieses  Princip  nennt  man  das  Princip  dep  lebendigen 
Kräfte. 

Man  sieht,  dass  die  Kräfte,  welche  normal  zur  Trajectorie 
wirken,  indem  sie  die  tangentielle  Componente  nicht  beeinflussen, 
auch  keinen  Einfluss  auf  die  totale  Arbeit  der  Kraft  haben,  welche 
ja  durch  .('^^^  vorgestellt  ist,  worin  T  die  tangentielle  Componente 
bedeutet.  Auch  ist  dieses  aus  §  353  zu  ersehen. 

Ferner  sehen  wir,  dass  die  elementare  Arbeit  Pds  cos  w 
mit  dem  Ausdrucke  der  virtuellen  Arbeit  beim  Principe  der 
virtuellen  Deplacierung  P8s  cos  w  ähnlich  ist.  Nur  wird  dort 
keine  durch  sollicitierende  Kräfte  erzeugte  reelle  Bewegung  des 
Systems  vorausgesetzt,  und  wird  die  virtuelle  Deplacierung  durch 
8  s  statt  ds  ausgedrückt. 

§  357.  Als  Beispiel  der  totalen  Arbeit  betrachten  wir  die  Be- 
wegung eines  Punktes,  der  nur  von  der  Kraft  der  Schwere  solli- 
citiert  wird,  der  Punkt  möge  ganz  frei  oder  genöthigt  sein,  auf  einer 
Curve  zu  bleiben. 

Wir  nehmen  hiezu  die  Gleichung  7.,  also  den  Ausdruck 
Pds  cos  w.  Dieser  wird,   wenn    man  die  Projection  von  ds  auf  die 
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verticale  Bewegungarichtung  mit  dz  bezeichnet,  gleich  sein  Fdz.    Die 
totale  Arbeit  wird  demnach  sein 

5Pd8C08w  =  5Pdz  =  Pz. 

Bewegt  sich  der  Punkt  steigend,  so  wird  die  totale  Arbeit 
gleich  sein  —  Pdz. 

Dieses  ergibt  sich  auch  aus  dem  Ausdrucke 

5(Xdx4-Ydy  +  Zdz). 

Pie  Componenten  X  und  Y  der  verticalen  Kraft  der  Schwere 
sind  gleich  Null,  die  Componente  Z  ist  =  P,  daher  ist  die  totale 
Arbeit  =  5  Pdz  =  Pz. 

War  der  Punkt  genöthigt,  bei  der  Bewegung  auf  einer  Curve 
zu  bleiben,  wo  keine  Reibung  vorhanden  ist,  so  ist  diese  von  keinem 
Einflüsse,  indem  die  die  Curve  vertretende  normale  Kraft  N  die 
totale  Arbeit  der  Kraft  nicht  beeinflusst 

Ist   P   die   Resultante   mehrerer  Kräfte    P',   P",    P"'  .  .  . ,    so 

werden  die  tangentielien  Componenten  T',  T*',  T'" und  T  = 

=  T'  +  T''  +  T'''  +  . .  .  sein.     Daher 

5Tds  =  5Pds  +  5T"d8  +  .., 

folglich 
11.     mv^  —  rnvo^  =  5  Tds  =  2  J(T'ds  +  T''ds  +  T'^ds  +.)••• 

Nennt  man  bewegende  Kräfte  die,  welche  mit  der  Tangente 
einen  spitzen  Winkel  einschließen,  und  widerstehende  Kräfte  die, 
welche  mit  der  Tangente  stumpfe  Winkel  bilden,  so  hat  man  auch 
den  Satz: 

Der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  eines  Mobile, 
wenn  es  von  einer  Position  in  eine  andere  übergeht, 
ist  gleich  der  doppelten  Quantität  des  Übermaßes 
der  Arbeit  der  bewegenden  Kräfte  über  die  Arbeit 
der  widerstrebenden  Kräfte. 

Folgerungen  des  Princtpes  der  lebendigen  Kräfte. 

§  358.  Wird  der  Punkt  von  keiner  Kraft  sollicitiert,  dann 
wird,  wie  wir  gesehen, 

.    mv2  =  25  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  Constante  (§  349). 

Die  Geschwindigkeit  des  Mobile  ist  in  diesem  Falle  constant. 
Angenommen  ferner  der  Ausdruck 

Xdx  4- Ydy  +  Zdz 

sei  das   exacte  Differential   einer  Function  f  (x,  y,  z),   welche  drei 
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Ooordinaten  als  unabhängige  Variable  enthält.  Dieses  erfordert,  dass 
man  hat 

dx 

dy 

dz 

Dann  hat  man,  x,  y,  z  als  Functionen  der  Zeit  betrachtet, 

Xdx  -f  Ydy  +  Zdz  =  Tds  =  df  (x,  y,  z), 
daher 

m  v^  =  2  f  (x,  y,  z)  -f-  c. 

Bezeichnet  man  die  Werte  von  x,  y,  z  mit  Xo,  yo,  Zo  ^^^  ^^^ 
Zeit  =  to,  zu  welcher  Zeit  v  =  v^  war,  eo  hat  man 

12.  m  v2  —  m  Vo^  =  2  f  (x,  y,  z)  —  2  f  (xq,  y^  Zo)t 
Diese  Gleichung  spricht  das  Theoreme  aus:  Ist  der  Aus- 
druck Xdx -f- Ydy  +  Zdz  das  exacte  Differential  einer 
Function  f  (x,  y,  z),  alsdann  ist  der  Zuwachs  der  leben- 
digen Kraft,  beim  Übergange  des  Mobile  von  einer 
Position  (Xq,  y^,  z^)  znr  anderen  (x,  y,  z)  weder  von  der 
während  des  Zeitintervalles  durchlaufenen  Trajectorie, 
noch  von  der  Zeit,  welche  zwischen  beiden  Lagen  ver- 
strichen, sondern  einzig  und  allein  von  den  Coordinaten 
der  beiden  Lagen  abhängig. 

§  359.  Dieser  Satz  kann  allgemeiner  gefasst  werden.  Trifft  das 
Mobile  während  seiner  Bewegung  zwei  Flächen 

tQ     1  f(x,y,  z)  =  c 
I  f  (x,  y,  z)  =  c, 

die    erste   mit    der    Geschwindigkeit   v^   im  Punkte   x^,  y„,  Zq,   die 

zweite  mit  der  Geschwindigkeit  v  im  Punkte  x,  y,  z,  alsdann  wird 

man  haben 

m  v^  —  m  Vo^  =  2  c  —  2  c'. 

Der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  ist  also  constant  und  un- 
abhängig von  der  Form  der  Trajectorie  zwischen  beiden  Flächen, 
von  den  Punkten,  wo  diese  Curve  die  beiden  Flächen  schneidet, 
wie  auch  von  der  verflossenen  Zeit. 

Dieses  ist  ein  Fall,  den  wir  früher  besprochen,  nämlich  bei 
Bewegung  eines  Punktes,  der  nur  von  der  Schwere  soUicitiert  wird. 
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Ist  die  z-Achse  vertical  und  im  Sinne  der  Schwere  gerichtet, 
so  iet  X  =  0,  Y  =  0,  Z  =  m  g,  dann  hat  man 

dmv^  =  2mgdz. 

Hier  ist  die  Fläche  mgz,  also  die  beiden  Flächen 

f(x,y,z)  =  c,  f(y,x,z)  =  c' 

zwei  horizontale  Flächen 

mgz  =  c,  mgz  =  c'. 

Man  sieht  daher,  dass  der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  un- 
abhängig sein  wird  von  der  Trajectorie  A  A',  auf  welcher  der  Punkt 
während  seiner  Bewegung  bleiben  müsste. 

In  dem  allgemeinen  Falle  sei  AB  die  Bahn  des  Mobile,  und 
die  Gleichung  f  (x,  y,  z)  =  c  wird  eine  Schar  von  Flächen  reprä- 
sentieren, welche  durch  die  Trajectorie  passieren.  Der  Punkt,  welcher 


Fig.  83. 


nur  von  der  Kraft  der  Schwere  sollicitiert  wird,  ist  gezwungen,  auf 
der  Bahn  A  B  zu  bleiben.  Ist  nun  C  D  eine  von  diesen  Flächen, 
welche  die  Trajectorie  passiert,  alsdann  wird  P  nothwendig  auf  dieser 
Fläche  im  Punkte  m  normal  stehen. 

Denn  die  Normale  der  Fläche  CmD  schließt  mit  den  Achsen 

Winkel  ein,  die  den  Größen  -t—  t— i  r-  proportional     sind.     Diese 
'  dx'  dy'  dz  ^    ^ 

Größen   sind    aber,    wie   wir   im   §  358  gesehen,    proportional    den 

Componenten  X,  Y,  Z,   also   proportional    den    Cosinus   der   Winkel 

zwischen  der  Kraft  P  und  den  Achsen,    mithin  ist  P  senkrecht  auf 

die    Fläche  CmD.     In   der  That   haben  wir   oben  gesehen,  dass  P 

senkrecht  steht  auf  der  horizontalen  Ebene. 


W«ii8tein,  Rationelle  Mechftnik.  I. 
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Fälle,    wenn  Reibung .  vorhanden    oder   die  Bewegung  in    einem  wider- 
stehenden Mittel  effectuiert  wird, 

§  360.  Im  Falle  Reibung  vorhanden  oder  der  Punkt  sich  in 
einem  widerstehenden  Mittel  bewegt,  ist  der  Ausdruck  nicht  mehr 
exactcs  Differential  einer  Function  von  x,  y,  z. 

Die  Reibung  ist  nach  der  Tangente  der  Trajectorie  gerichtet, 
und  dies  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Bewegung  des  Mobile. 
Solche  ist  proportional  dem  Normaldrucke  N  des  Mobile  auf  die 
Curve,  die  es  beschreibt.  Die  Reibung  wird  daher  ausgedrückt  sein 
durch  —  f  N,  wo  f  eine  durch  Versuche  für  das  Mobile  festgestellte 
Größe  ist. 

Die   Componenten    dieser    Kraft   parallel    den  Achsen   werden 

demnach  sein 

«^,  dx         „^^  d  v         «*-r  dz 
—  f  N  -T-,  —  f  N  -/-,  —  f  N  ^  . 
ds  ds  ds 

Demnach  wird 

_fN^dx,-fN^ydy,-fN4^dz=-fNC^dx  + 
ds        '  ds     -^^  ds  Vds 


+  ^ydy  +  ^-dz)  =  — fNds 
'    ds     -^    '    ds       / 


der  Theil   im  Ausdrucke  Xdx-f-Ydy-f-Zdz  sein,   der   von  der 
Reibung  herkommt. 

Nun  ist  der  Druck  N  am  betrachteten  Punkte  unbekannt 
und  hängt  nicht  allein  von  der  Curve  ab.  Man  kann  daher  nicht 
behaupten,  dass  —  f  N,  welcher  einen  Theil  von  Zdx-|-Zdy4"Zdz 
ausmacht,  ein  exactes  Differential  wäre,  folglich  kann  auch  nicht 
Xdx-f-Ydy-f-Zdz  ein  exactes  Differential  sein. 

Bei  der  Bewegung  in  einem  widerstehenden  Mittel  ist  der 
Widerstand  eine  Function  von  v,  hat  also  den  Ausdruck  — f(7)ds. 
welcher  nicht  von  x,  y,  z  abhängt.  Dieser  Widerstand,  und  mithin 
auch  der  Ausdruck  Xdx-[-Ydy-|-Zdz,  von  welchem  jener 
einen  Theil  bildet,  können  daher  nicht  exacte  Differentiale  sein. 

Wenn  der  Punlct  durch  Kräfte  getrieben  tcird,   die  gegen  feste  Mittel- 
punkte gerichtet  sind, 

§  361.  Ist  der  Punkt  nur  von  Kräften  sollicitiert,  die  von 
festen  Centren  ausgehen,  und  sind  die  Intensitäten  dieser  Kräfte 
Functionen    der  Distanzen    des    Mobile    von    seinen    verschiedenen 
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Mittelpunkten,  alsdann  ist  Xdx-|-Yd-[-Zdz  immer  ein  exactes 
Differential. 

Sei  die  Kraft  R  ausgehend  vom  festen  Centrum  0,  dessen 
Coordinaten,  bezogen  auf  drei  rechtwinkelige  Achsen,  a,  b,  c  sind, 
R  übe  auf  den  Funkt  m,  dessen  Coordinaten  x,  y,  z  sind,  eine 
Attraction  aus,  und  sei  sie  eine  Function  der  Distanz  m  O  =  r  des 
Punktes  m  vom  Centrum  O  =  f  (r). 

Die  Componenten  der  Kraft  11  parallel  den  Achsen  werden  sein 

R  (^~^)  R  (fa  — y)  R  (^.zL^. 

r  r  r 

mithin  ist  der  Theil  des  Ausdruckes  Xdx-[-Ydy-j-Zdz,  welcher 
von  der  Kraft  R  herrührt, 

|^[(a-x)dx  +  (b-y)dy+(c-z)dz]. 

Man  hat  aber 

r2  =  (a  -  x)2  +  (b  —  7)2  +  (c  -  z) 
r  dr  =  —  (a  —  x)  dx  —  (b  —  y)  dy  —  (c  —  z)  d z, 
daher  wird  obiger  Ausdruck  übergehen  in 

—  Rdr. 
Wäre  R   eine   Repulsivkraft,   hat   man    nur    das    Zeichen   zu 
wechseln,  und  man  würde  dann  Rdr  erhalten. 

Da  nun  R  eine  Function  von  r  ist,  wird  der  Ausdruck  Rdr 
auch  eine  Function  von  r  sein. 

Würde  ein  Punkt  von  mehreren  Kräften  R,  R',  R" .  . .  soUi- 
citiert  sein,  die  von  festen,  vom  Mobile  um  r,  r',  r"  .  . .  entfernten 
Centren  ausgehen,  so  würde  man  haben 

14.  d  m  v2  =  2  [+  R  dr  +  R"  dr  +  R"  dr"  . . .], 
und  alsdann  wird  jedes  Glied  rechter  Hand,  mithin  die  ganze  Summe 
ein  exactes  Differential  sein. 

Achtund vierzigstes  Capitel. 

Piincip  der  Pläclienräume. 

§  362.  Kommen  wir  auf  die  Gleichungen 

d^x       ^ 


1. 


^di  =  ^ 

d^z        ^ 
dt^ 
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zurück,    wo    die    früher    gebrauchten    Bezeichnungen    beibehalten 
werden. 

Ist  also  der  Punkt  m  von  Kräften  sollicitiert^  die  von  festen 
Centren  ausgeben,  so  nehmen  wir  diesen  Punkt,  durch  welchen  die 
Kraft  passiert,  zum  Ursprünge  der  rechtwinkeligen  CoordinateD, 
stellen  die  Kraft,  welche  auf  den  materiellen  Punkt,  ihrer  Intensität 
und  Richtung  nach  durch  eine  Strecke  auf  dem  Radius  vector  vor, 
so  wird  die  Diagonale  des  zu  errichtenden  Parallelepipedes  die  Kraft 
und  die  Seiten  desselben  die  Componenten  vorstellen.  Die  drei 
Componenten  der  Kraft  sind  dann  den  Längen  dieser  drei  Seiten 
proportional,  so  dass  wir  haben 

X  :  Y  :  Z  =  X  :  y  :  z. 

Multipliciert  man  die  erste  der  Gleichungen  1.  mit  y,  die 
zweite  mit  x,  zieht  jene  von  dieser  ab,  dann  die  erste  mit  z,  die 
dritte  mit  x,  und  zieht  letztere  von  der  ersten  ab,  endlich  die  dritte 
mit  y  und  die  zweite  mit  z  und  zieht  letztere  von  der  frühern  ab, 
so  hat  man  drei  neue  Gleichungen. 

dV  d^x- 


2. 


m 


m 


m 


/    d'y  cl^x\       „  - 

v^dT^-ydF)=^^-^y 


dt2 
d^x 


(^dt2--^dl[^j  =  ^"-^^ 

/     d^z  d2y\ 


Da  aber  die  Kraft  (X,  Y,  Z)  durch  den  Ursprung  geht,  die 
drei  Coordinaten  x,  y,  z  den  Componenten  der  Kraft  proportional 
sind,  80  hat  man,  wie  erwähnt 

X        Y         Z 


mithin  sind  die  Glieder  rechter  Hand  in  den  Gleichungen  2.  gleich 
Nullj  so  dass  man  hat 

d^x 


3. 


m 


m 


m 


/  d2y  i^x\  ^ 
/  d^x  d»z\  ^ 
(     d'^z  d2y\        ^ 

(ydtx-^diU=o- 


Att 


Integriert  man  diese  Gleichungen,  nennt  die  Constanten  c',  c'', 
so  hat  man 
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4. 


^  v"  dt  ~y  df )  ^ ""''  ""  (^<iy— yd^)  =  <^'dt 

(dx  dz\  ,,        ,    _ 

z        _x- -  1  ==  c",  m  (zdx — xdz)  =  c"dt 

m  (y  ^^-  — z  -^-| j  =  c'",  m  (y dz— zdy)  =  c'"dt. 


Integriert  man  die  Gleichungen  4.;  beobachtet,  dass  hier  eine 
Constante  nicht  beizusetzen  ist,  da  für  t  =  0  die  Ausdrücke  Null 
zu  sein  haben,  so  wird 


Setzen  wir  ferner  in  der  ersten  der  Gleichungen  4.,  um  die 
rechtwinkeligen  Coordinaten  in  Polarcoordinaten  umzuwandeln, 

X  =  r  cos  0 

y  =  r  sin  6 
und  daraus 

dx  =  cos  0dr — r  sin  0d0 

dy  =  sin  6dr-|-r  cos  6d8. 
Dadurch  geht  die  erste  der  Gleichungen  4.  über  in 

r^d©  xdy — ydx , 

"dT""    ~   dt  ~^' 

Die  Glieder  rechter  Hand  der  Gleichung  4.  sind  also,  wie  man 
AUS  der  Kinematik  weiß,  nichts  Anderes  als  die  doppelte  Quantität 
der  Flächengeschwindigkeit  der  respectiven  Projectionen  des  sich 
bewegenden  Punktes  auf  die  Coordinatenebenen. 

§  363.  Man  kann  aber  dieses  Resultat  dir^ct  finden. 

Während  der  Punkt  m  (x,  y,  z)  seine  Trajectorie  beschreibt, 
durchläuft  seine  Projection  auf  die  Ebene  der  xyM  in  dieser  Ebene 
die  Bahn  A6M,  und  zur  Zeit  t  sei  M.  die  Projection  des  mobilen 
Punktes,  ML,  OL  die  Coordinaten  von  M.  Sei  ferner  B  der  Punkt, 
in  welchem  diese  Curve  die  y-Achse  triflft,  OBM  der  Sector  der 
Bahn  der  Projection  M,  welcher  gleich  ist  der  Fläche  OB  ML  — 
der  Fläche  OLM. 
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Ist  ferner  M'   die  Projection   des  mobilen  Punktes  m  auf  die 
Ebene   der  xy   zur  Zeit  t  +  dt,   so   ist  MOM'  die  Fläche,   welche 

die  Projection  des  Radius  vectors 


Fig.  85. 


des  mobilen  Punktes  auf  die 
Ebene  der  xy,  nämlich  der  Ra- 
dius vector  der  Projection  M  in 
dieser  Ebene,  während  des  Zeit- 
elementes dt  beschreibt.  Die 
Fläche  MOM'  ist  also  das  Diffe- 
rential des  Sectors  OBM.  Be- 
zeichnet man  die  Fläche  OBML 
mit  q,  das  Dreieck  OML  mit  p, 
den  Sector  OBM  mit  s,  so  ist 
MOM'  =  ds,  und  hat  man 

1 


T 

p  = 

B  — 

dq  = 

■  2  ^^ 
:q— p 
:ydx 

1 

2 

xdy  — 

lyi^ 

dp  = 


ds  =  ydx— 2   (xdy-[-ydx)=  ^  (ydx— xdy)  = -^   c'dt. 

Die  erste  der  Gleichungen  4.  spricht  also  aus,  dass  die  von  der 
Projection  des  Radius  vectors  des  Punktes  m,  in  der  Ebene  der  xy, 
während  des  Zeitelementes  dt   beschriebene  Fläche  MOM'  constant 

und  gleich  ist -^c' dt.     Es    ist    daher   die    während    der  Zeit  t   be- 

schriebene  Fläche  gleich    ^  c't,  also  der  Zeit  t  proportional. 

§  364.  Die  anderen  zwei  Gleichungen  4.  sprechen  denselben 
Satz  bezüglich  der  Projectionen  des  Radius  vectors  des  Punktes  m 
auf  die  Ebenen  der  xz  und  der  yz  aus. 

Die  Größen  c',  c",  c'"  repräsentieren  also  das  Verhältnis  der 
doppelten  Quantität  der  in  einem  Zeitelemente  dt  von  der  Projection 
des  Radius  vectors  des  Punktes  m  auf  eine  Coordinatenebene  be- 
schriebenen Fläche,  dividiert  durch  die  Zeit,  die  nöthig  war,  um  diese 
Fläche  zu  beschreiben,  und  überhaupt  das  Verhältnis  zwischen  dem 
Zweifachen    der    vom  Radius   vector  beschriebenen  Fläche  und  der 
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zu  ihrer  Beschreibung  verwendeten  Zeit,  und  die  Gleiclmngon  4.  und  5. 
sprechen  das  Theoreme  aus: 

Wenn  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse 
einer  Kraft  sich  bewegt,  welche  constant  nach  einem 
festen  Centrum  gerichtet  ist,  alsdann  beschreibt  die  Pro- 
jection  des  Radius  vectors  des  mobilen  Punktes  auf  eine 
durch  das  Centrum  gehende  Coordinatenebeno,  daher  auch 
auf  eine  beliebige,  durch  das  Centrum  gehende  Ebene, 
Flächen  in  dieser  Ebene,  welche  den  dazu  verwendeten 
Zeiten  proportional  sind. 

Dieses  Theoreme  nennt  man  das  Princip  der  Flächen. 

§  365.  Multipliciert  man  die  Gleichungen  4.  bezüglich  mit 
z,  y,  X,  und  addiert  dieselben,  so  hat  man 

6.  c'z4-c"y +  c'"x  =  0, 

welche  Gleichung  beweist,  dass  die  Trajectorie  eben  ist. 

Man  kann  diese  Ebene  zur  Coordinatenebene  der  x  y  geben,  und 
man  sieht  alsdann,  dass  auch  die  vom  Radius  vector  des  mobilen 
Punktes  in  der  Ebene  seiner  Trajectorie  beschriebene 
Fläche  der  Zeit  proportional  ist,  und  mithin  muss  die  Fläche, 
welche  die  Projection  des  Radius  vectors  des  mobilen  Punktes  auf 
irgend  eine  Ebene  in  dieser  Ebene  beschreibt,  der  Zeit  proportional 
sein,  da  diese  beschriebene  Fläche  mit  der  auf  der  Ebene  der 
Trajectorie  b33chriebeaen  Fläche  bekanntlich  in  einem  constanten 
Verhältnisse  stehen. 

Trifft  .umgekehrt,  bei  der  Bewegung  eines  Punktes,  die  Eigen- 
thümlichkeit  des  Flächcnprincipes  ein,  für  drei  auf  einander  senk- 
rechte, durch  das  Centrum  der  Flächen  gelegte  Ebenen,  so  kann 
man  daraus  den  Schluss  ziehen,  dass  das  Mobile  von  einer  constanten, 
gegen  das  fixe  Centrum  gerichteten  Kraft  sollicitiert  wird. 

Sind  nämlich  die  Gleichungen  4.  gegeben,  so  erhält  man  daraus 
durch  Differentiation  die  Gleichungen  3.,  und  daraus  erhält  man  aus 
den  allgemein  giltigen  Gleichungen  2. 

Xy  =  Yx 
Zx  =Xz 
Yz=Zy. 

Daraus  sieht  man  aber,  dass  die  Krafc  oder  die  Resultante  der 
Kräfte  durch  den  Ursprung  der  Coordinaten  geht  und  constant 
gegen  das  fixe  Centrum  gerichtet  ist,  da  sich  die  Componenten  X,  Y,  Z 
wie  die  Coordinaten  des  Mobile  verhalten. 
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Neurxundvierzigstes  Capitel. 

Bewegnng  der  Geschosse  im  leeren  Räume. 

§  366.  Ein  schwerer  Punkt  wurde  in  leerem  Baume  mit  einer 
Geschwindigkeit  v^  nach  einer  Richtung  lanciert,  welche  mit  dem 
Horizonte  den  Winkel  a  bildet.  Wir  nehmen  zum  Ursprünge  die 
anälngliche  Position  des  mobilen  Punktes,  als  x-Achse  die  Horizontale 
des  Ausgangspunktes,  situiert  in  der  Verticalebene,  welche  die  Rich- 
tung der  anfänglichen  Geschwindigkeit  enthält,  als  y-Achse  eine  in 
dieser  Verticalebene  liegende,  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Schwere 
gerichtete  Verticalc. 

Wir  nehmen  an,  dass  auf  das  Mobile  nur  die  einzige  Kraft 
der  Schwere  vertical  wirke. 

Das  Mobile  wird  aus  der  Verticalebene  nicht  herausgeben. 
Denn  errichtet  man  die  z- Achse  senkrecht  auf  die  Ebene  Xy,  so 
hat  man  als  BewegUDgdgleichungen,  wenn  wir  die  Masse  m  als  Ein- 
heit setzen 

80  dass  z  während  der  ganzen  Bewegung  Null  bleibt  und  die 
Trajectorie  des  Mobile  mithin  ganz  in  der  Ebene  enthalten  sein 
wird,  welche  die  Richtung  der  Kraft  und  die  anfängliche  Geschwindig- 
keit enthält. 

§  367.  Es  genügt  demnach,  die  Bewegungsgleichungen 


Fig.  86. 


1. 


d^x 
df'i 


=  0 
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zu  betrachten. 

Die  erste  der  Gleichungen  gibt,  wenn  man  integriert  und 
bedenkt,  dass  die  Projection  der  dem  Mobile  zur  Zeit  t  =  0  er- 
tkeilten  Geschwindigkeit  Vq  auf  die  x- Achse  gleich  Yq  cosa  ist,  das 
Projectile  sich  ferner  zur  Zeit  t  =  0  am  Ursprünge  befand,  dessen 
Coordioaten  x  =  0,  y  =  0  sind, 

o      dx 

d.     — i —  =  V,.  cos  a 
dt  ** 

4.       X    =  Vq  t  cos  a. 

Integriert  man  die  Gleichung  2.,  erwägt,  dass  die  Projection 
der  Geschwindigkeit    v^,    auf   die  y- Achse    gleich    ist   Vq  sin  a,    und 

dy  . 

dass  -y-  zur  Zeit  t  =  0,  gleich  ist  v^  sin  a,  so  ergibt  sich 
d  t 

5.  -^  =  —  g  t  +  Vo  sm  a 

Sil 

6.  y    = 2-4-tVo8ina. 

Quadriert  und  addiert  man  die  Gleichungen  3.  und  5.,  so  hat 

.       ,        ds^        dx2  +  dy2        dx2    ,     dy2    . 
man,  da  v^  =  -^  =  -  — ^-^-,   '-  =  -^.^  +  -/^^  ist, 

7.     -^^2  +   d  t2"  =  ^^  =  ^0^  COS  a^  +  (v^  sin  a  —  g  t)^  = 

=  Vq^— 2gy. 

Der  numerische  Wert  der  Geschwindigkeit  des  Mobile  in  seiner 
Trajectorie  ist  in  jedem  Zeitpunkte  derselbe,  als  wenn  das  Mobile 
in   verticaler  Richtung,    ohne   Anfangsgeschwindigkeit,    von    einem 

V  2 

Punkte  gefallen  wäre,  dessen  Höhe  über  dem  Ausgangspunkt  -^     ist. 

Denn  der  Ausdruck  für  die  von  einem  Mobile,  welches  im 
leeren  Räume  in  verticaler  Richtung  von  der  Höhe  h  herabgefallen, 
am  Ende  des  beschriebenen  Weges  erlangte  Geschwindigkeit  ist 


y  =  f 2  g  h. 


v« 


Setzt  man  darin  für  h  die  Größe  -^ y,  so  kommt 

2g      " 


=f 


V  '^ 


2gT,V-2gy. 
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§  368.  Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen  4.  und  6.  die  Zeit, 
so  hat  man  die  Gleichung  der  Trajectorie  des  Mobile 

E3  ist  die  einer  Parabel,  welche  die  concave  Seite  der  x-Achse 
zuwendetj   und  deren  verticale  Achse   nach   unten  gerichtet  ist,   da 

—  ff 
der  Coefficient  von  x^.  nämlich  -r — ^r-   ^— ,  ne^tiv  ist.  Der  Para- 

2vo^cos'^a        ° 

V     cos  a 
raeter  der  Parabel  ist  — . 

g 

dy 
Wäre  a  negativ,   so  würde  -,  -  nach    5.    immer    negativ    sein, 

y  würde  constant  abnehmen,  und  das  Mobile  würde  nie  durch  den 
Scheitel  der  Parabel  gehen.  Angenommen  also,  a  sei  >  0,  so  beginnt 

dy 

~j  mit  einem  positiven  Werte  und  das  Mobile  steigt.  Es  steigt  bis 

dy 
zu  einem  Höhepunkte,  wo  -—-  sich  annulliert,  und  trifft  ein  am  Ende 

einer  Zeit,    welche  durch  die  Gleichung  5.  gegeben  ist,    wenn    man 

dy 
darin  t  =  t'  und  -   -  =  0  setzt,  also 

dt 

—  g  t'  -f-  Vo  sin  a  =  0 
^,  _  Vpsina 
g 
§  369.    Ilat  das  Mobile    seine  Maximalhöhe   erreicht,   so  wird 
seine    Geschwindigkeit,   kraft   der  Gleichung  7.,    minima    sein.    Die 
Coordinaten    des    höchsten    Punktes  s,    des    Scheitels    der    Parabel, 
welche  wir  mit  x'  und  y'  bezeichnen,  sind,  wenn  man  in  4.  und  6. 
für  t  die  Zeit  t'  einsetzt. 


9. 


V,  2  sin  2  a 
X  =  Vq  t  cos  a  =         _     — 

t'2  V  2 

y'  =  —  c       4-  '^n  t'  öin  a  =  ^- -  sin  ^  a. 
^  fc  g  -r    0  2g 


.  1 
Nach    diesem    Zeitpunkte    wird  -~  negativ,    und    das    Mobile 

fällt.  Repassiert  es  zu  einer  Höhe,  wo  es  früher  war,  so  hat  es  die- 
selbe numerische  Geschwindigkeit,  die  es  beim  Aufsteigen  hatte,  und 
insbesondere    gelangt   es   zum    Punkte  A,    welcher   im    Niveau   des 
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Ausgangspunktes   O   liegt    mit    der    Geschwindigkeit   Vq    an,    was 
alles  7.  zu  ersehen  ist. 

Die  horizontale  Weite  OA  ist  das  Doppelte  der  Abscisse  x' 
des  Scheitels,  was  sich  ergibt,  wenn  in  der  Gleichung  8.  y  =  0  ge- 
setzt wird,  indem  man  dann  erhält 

10.    0A  =  :^^^^. 

g 

Um  die  größte  Weite  zu  erzielen,  das  ist,  damit  bei  einer  ge- 
gebenen  Anfangsgeschwindigkeit   O  A   die    möglichst   größte  Weite 

IC 

werde,    muss   sin  2  a  ein  Maximum    werden,    also  a  =  -  -  sein. 

'  4 

Gesetzt  abo,  man  suche  einen  Punkt  B  der  Ox  zu  erreichen, 

dessen  Abscisse  kleiner  sei  als  ~  ,  wird   die  Neigung    des  Wurfes 

gegeben  sein  durch 

Bin  2  a  =  — — 5 — . 

Man  hat  also  zwei  Auflösungen,  welche  gleich  weit  von  -  -  ab- 
stehen, und  gelangt  zum  Punkte  im  Wege  zweier  Parabeln.  Die 
untere  Parabel  beschreibt  das  Mobile  in  kürzerer  Zeit. 

§  370.  Man  kann  die  Lage  der  einem  gegebenen  Winkel  a 
entsprechenden  Parabel  geometrisch  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  wird  vor  allem  festgesetzt,  dass  alle  Parabeln, 
welche  infolge  der  Variierung  des  Winkels  a  entstehen,  eine 
Directrice  D  haben,  welche,  parallel  der  x-Achse,  die  y-Achse  in 
der  Höhe 

y    2g 

trifft. 

Denn  der  Parameter  der  vom  Mobile  beschriebenen  Parabel  ist 

v^^cos'^a 
p  =  -^^ . 

g 
Die  Ordinate  des  Scheitels  ist 

^        Vf^'^sin^a 

y  =  --2g "' 

folglich  ist  die  Gleichung   der  Directrice,    wenn    man    ihre  Distanz 
vom  Ursprünge  mit  h  bezeichnet, 

11.     h  =  y'+-P-  =  2'g- 
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Die  Directrice  D  liegt  also  in  einer  Höhe,  die  das  Mobile  er- 
reichen wurde,  wenn  es  mit  der  Geschwindigkeit  Yq  in  verticaler 
Höhe  lanciert  worden  wäre. 

Zieht  man  nun  eine  Tangente  am  Ursprünge  Otq,  so  mass 
sich  der  Brennpunkt  auf  einer  Linie  O  F  befinden,  die  so  gezogen 
ist,  dass  die  Tangente  Ov^  ^^^  Winkel  FOD  halbiert. 

Der  Brennpunkt  wird  aber  auf  dem  Kreise  liegen,  der  von  O 
mit  dem  Halbmesser  O  D  gezogen  ist.  Der  Brennpunkt  F  liegt  also 
auf  dem  Schnitte  beider. 

Man  sieht  daher,  dass  der  Ort  aller  Brennpunkte  der  infolge 
der  Variierung  des  Winkels  a  entstehenden  Parabeln  ein  Kreis  ist, 
dessen  Centrum   der  Ursprung  0   und  dessen  Halbmesser  OD   ist. 

§  371.  Wollen  wir  nun  den  Winkel  a  suchen,  unter  welchem 
ein  Projectile  lanciert  werden  müsste,  um  einen  gegebenen  Punkt  M| 
(xj,  y,)  in  der  Verticalebene  xy  zu  erreichen. 

Setzt   man  tang  a  =  u,  und    mithin   cos2a  =  7 — i — =    ist    so 

1  -f"  ^ 
wird  die  Gleichung  8.  der  Trajectorie 

Die  Parabel  hat  durch  den  Punkt  x^  y,  zu  gehen,  und  man 
hat  daher 

12.     y.=  ~^^;'(l  +  u»)  +  ux,. 

Damit  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  sind,  muss  sein, 
indem  die  Gleichung  12.  den  Wert  von  u  gibt, 

u  — —  , 

gx 

dass  man  hat 

13.    V-2^o'gyi-g'xi'>0, 
oder  dass 

14.    >'-y,  -|^'>0. 
2g     •'*        2vo^  — 

§  372.  Betrachten  wir  nun  eine  Parabel,  welche  die  Gleichung  hat 

V  2 

Diese  Parabel  hat  zum  Parameter  -^-,    zum     Scheitel     einen 

g 

Punkt,   dessen  Coordinaten  x  =  0,  y  =  ^®  ,  also  den  Punkt  D.  und 

2g 
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den  Brennpunkt,  dessen  Entfernung  vom  Scheitel  -^- ist,  noth wendig 

im  Ursprünge  0. 

Die  Bedingung  der  Realität  14.  drückt  also  aus,  dass  der 
Punkt  Ml  sich  innerhalb  höchstens  auf  dieser  Parabel  sich  befinde. 
Diese  Parabel  nennt  man  Parabel  der  Sicherheit. 

Liegt  der  Punkt  innerhalb  der  Parabel  der  Sicherheit  15.,  als- 
dann gibt  die  Gleichung  12.  zwei  verschiedene  Werte  von  u,  und 
wird  es  zwei  Ai'ten  geben,  um  den  Punkt  M^  zu  erreichen,  indem 
man  das  Projectile  unter  zwei  verschiedenen  Winkeln  lanciert 
(Fig.  86).  Befindet  sich  der  Punkt  M,^  auf  der  Parabel  der  Sicher- 
heit, alsdann  hat  die  Gleichung  12.  zwei  gleiche  Wurzeln  und  der 
Punkt  Mj  kann  nur  in  einer  einzigen  Art  erreicht  werden.  Im  Falle 
u  zwei  verschiedene  Wurzeln  hat,  gibt  es  zwei  Trajectorien,  die 
durch  den  Punkt  M^  gehen,  entsprechend  zwei  Werten  a',  a"  des 
Winkels  a.  Die  Zeiten,  die  vom  Mobile  aufgewendet  wurden,  um  M| 
zu  erreichen,  sind  respective 

t'  =  -^'— ,  t"=      ^' 


v^cosa'i'  Vq  cosa"' 

welche  Werte  aus  4.  zu  entnehmen  sind.  Die  kürzere  Zeit  entspricht 
dem  kleineren  Winkel. 

§  373.  Die  Parabel  der  Sicherheit  ist  die  einhüllende 
Curve  aller  Trajeetorien,  die  man  erhält,  indem  man  den 
Winkel  a,  also  u,  variieren  lässt. 

In  der  That,  um  die  einhüllende  Curve  der  Curven,  welche 
durch  die  Gleichung  12.  repräsentiert  sind,  in  welcher  u  ein  variabler 
Parameter  ist,  reicht  es  hin  auszudrücken,  dass  diese  Gleichung,  als 
Gleichung  von  u,  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  und  eben  das  haben 
wir  gemacht,  um  die  Parabel  der  Sicherheit  zu  erhalten. 

Man  weiß  auch,  dass  man  die  einhüllende  Curve  erlangt,  wenn 
man  zwischen  der  Gleichung  8.  und  deren  Derivierten  a  eliminiert, 
oder  zwischen  der  Gleichung  12.  und  deren  Derivierten  u  eliminiert. 
Effectuiert  man  diese  Elimination,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  15., 
das  ist  die  Parabel  der  Sicherheit. 

§  374.  Man  kann  der  Gleichung  8.  eine  bequemere  Gestalt 
geben,  wenn  man  darin  den  Wert  von  h  aus  11.  einfährt. 

Man  hat  daraus 

Vo^  =  h2g. 
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Führen  wir  also  diesen  Wert   von  v^^   j^  g,  ^j^^    gQ  jj^t  man 
4h  cos^ay — 4hx  sina  cosa  +  x^  =  0 


oder 


(x  —  2h  sina  cosa)^  =  4h  cos^a  (h  sin^a — y). 

Setzt  man 

h  sin^a — y  =  y' 

X  —  2h  sina  cosa  =  x', 
so  wird  die  Gleichung  der  Parabel 

16-     x'2  =  4h  cos^ay'. 

Durch  diese  Operation  haben  wir  den  Ursprung  in  den  Scheitel 
der  Parabel  versetzt.  Die  Tangente  am  Scheitel  ist  die  x-Achse, 
und  die  Achse  der  Parabel  die  y-Achse,  was  sich  aus  9.  ergibt, 
wenn  darin  statt  v^^  die  Größe  2gh  gesetzt  wird,  indem  man  dann 
hat  Xj  =  h  sin2a  =  2h  sina  cosa,  yj  =  h  sin^a  als  Coordinaten  des 
Scheitels. 

Die  Bewegungen  eines  Projectiles  in  einem  widerstehenden 
Mittel  werden  wir  bei  der  Dynamik  eines  Körpers  behandeln. 


Fünfzigstes  Capitel. 

Bewegung  eines  Punktes,  der  genöthigt  ist,  auf  einer  Gurve  zu 

bleiben,  im  leeren  Baume. 

§  375.  Bewegt  sich  ein  schwerer  Punkt  im  leeren  Baume,  auf 
einer  gegebenen  verticalen  Curve,    nur  von  der  Schwere  sollicitiert, 

und  nehmen  wir  an,  B  sei  der  tiefste,  0 
der  höchste  Punkt,  so  ist  die  Arbeit  dieser 
Kraft,  w^ie  wir  aus  dem  früheren  wissen, 
indem  X  =  0.  Y  =  0  sind,  wenn  wir  die 
z-Achae  im  Sinne  der  Schwere  richten, 
mgz,  und  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte 
gibt  uns 

1.     v2_Vo2  =  2g(z-h). 

Den  Ursprung  der  Coordinate  der  z 
setzen  wir  in  O,  und  das  Mobile  sei  von  M  ausgegangen,  dessen 
Coordinate  z  =  Oq  =  h  und  die  Geschwindigkeit  daselbst  =  Vq  ist. 

Ist  Yq  =  0,  so-  ist  die  Gleichung 

2.     v2  =  2g(z— h). 


287 

Hat   das  Mobile    den  Weg  MD   beschriebei),   wo  z  =  Op  ist, 

indem  es  von  M  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  ausgegangen,  so  wird 

man  haben,  da 

z  —  h  =  qp 

ist, 

v2  =  2g.qp. 

Das  Mobile  wird  demnach  eine  Geschwindigkeit  erlangt  haben, 
als  wenn  es  frei  die  Höhe  qp  herabgefallen  wäre. 

Ist  B  der  tiefbte  Punkt,  so  wird  das  Mobile  hier  seine  größte 
Geschwindigkeit  erlangt  haben,  da  hier  z  seinen  größten  Wert  hat, 
und  kraft  dieser  Geschwindigkeit  wird  es  seine  Bahn  fortsetzen,  und 
sich,  den  Curventheil  BM'  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  durch- 
laufend, bis  zu  einem  Punkte  M'  erheben,  der  im  Niveau  des  Aus- 
gangspunktes M  liegt,  wo  also  z  =  h  und  v,  vermöge  der  Gleichung  2., 
gleich  Null  wird. 

Von  M'  wird  das  Mobile  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere 
eine  vertical  absteigende  Bewegung  nehmen,  wiederum  in  B  seine 
größte  Geschwindigkeit  erlangen,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne, 
und  zurück  zum  Ausgangspunkte  M  gelangen. 

In  M  wird  sich  der  frühere  Vorgang  wiederholen,  und  das 
Mobile  wird  ohne  Aufhören  den  Bogen  MBM'  bald  in  einem,  bald 
in  entgegengesetztem  Sinn  beschreiben.  Die  Zeit,  die  das  Mobile  be- 
Döthigt,  um  den  Bogen  MD  herabzusteigen,  ist  gleich  der  Zeit,  die 
es  benöthigt,  um  denselben  in  aufsteigender  Richtung  zu  durchlaufen. 
Mit  anderen  Worten:  Die  Schwingungen  sind  alle  von  gleicher  Dauer, 
eine  solche  möge  von  M  nach  M',  oder  von  M'  nach  M  gehen,  alle 
diese  Oscillationen  sind  isochron,  weil  jedes  Curvenelement  ds  in 
beiden  Fällen  mit  derselben  Geschwindigkeit  durchlaufen  wird,  und 
der  numerische  Wert  der  Geschwindigkeit  des  Mobile  immer  derselbe 
ist,  wenn  das  Mobile  in  derselben  Höhe  placiert  ist. 

Ferner  wird  das  Mobile  aus  der  Verticalebene  nicht  heraus- 
treten, da  die  Componente  Y  =  0  ist. 

§  376.  Hatte  das  Mobile  am  Ausgangspunkte  M,  für 
welchen  z  =  h  ist,  eine  Anfangsgeschwindigkeit  =  Vq,  so  kommt  die 

Gleichung  1. 

v2  =  Vo2  +  2g(z~h) 

zur  Anwendung. 

Das  Mobile  hat  auch  hier  in  B  die  grüßte  Geschwindigkeit, 
wird  sich  aber  hier  bei  seiner  Bewegung  über  M'  erheben.  Man  wird 
drei  Fälle  unterscheiden: 
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a)  Ist  Vq^  <  als  2gh,  ist  a]so  das  Mobile  in  M  mit  einer 
kleineren  Geschwindigkeit  begabt,  als  wenn  es  die  Höhe  Oq  =  h 
herabgefallen  wäre,  so  wird  es  nur  zu  einem  gewissen  Punkte  C 
steigen,  der  durch  die  obige  Gleichung  1.  bestimmt  ist,  wenn  man 
darin  t  =  0  setzt,  wo  dann 

z  =  Ui  =  n  —       = ^ 

2g  2g 

wird,  welcher  Ausdruck  infolge  der  Voraussetzung  positiv  ist.  Dahin 
angelangt,  wird  das  Mobile,  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere,  herab- 
steigen, in  B  seine  größte  Geschwindigkeit  erlangen,  dann  mit  ab- 
nehmender Geschwindigkeit  bis  zu  einem  Punkte  C  gelangen,  welcher 
im  Niveau  des  Punktes  C  liegt  und  continuierlich  oscillierend  den 
Bogen  CBC'  bald  in  einem,  bald  in  anderem  Sinne  in  gleichen  Zeiten 
beschreiben. 

b)  Ist  Vq^  >  2gh,  wird  das  Mobile  auf  seiner  Bahn  den  Punkt  0 
überschreiten  und  die  ganze  Curve  unendlich  vielemale  immer  im 
selben  Sinn  durchlaufen.  Am  Punkte  O  wird  es  die  Geschwindigkeit 

Yyq^  —  2g h  haben. 

c)  Ist  Yq^  =  2gh,  so  wird  sich  das  Mobile,  indem  fttr  t  =  0, 
z  =  0,  Vq2  =  2gh  ist,  bis  zum  Punkte  O  bewegen,  woselbst  seine 
Geschwindigkeit  erlischt.  Es  wird  aber  diesen  Punkt  O,  dem  es  sich 
unaufhörlich  nähert,  erst  nach  einer  unendlich  langen  Zeit  erreichen, 
weil  seine  Geschwindigkeit  unendlich  klein  wird,  und  mit  einer  un- 
endlich kleinen  Geschwindigkeit  zum  Punkte  O  erst  nach  unendlich 
langer  Zeit  gelangen  kann. 

E^inandfünfzigstes  Capitel. 
Einfaches  Pendel. 

Bewegung  im  leeren  Baume. 

§  377.  Einen  materiellen  Punkt,  der  nur  von  der  Schwere 
sollicitiert  wird,  attachiert  an  einem  feinen,  unausdehnbaren  und 
gewichtigen  Faden,  dessen  anderes  Enden  fixiert  ist,  nennt  man 
einfaches  Pendel. 

Sei  nun  O  der  Punkt,  an  dem  das  Pendel  fixiert  wurde,  DA 
die  Länge  des  Fadens,  an  dessen  Ende  A  der  materielle  Punkt 
attachiert  ist,  und  CA  die  Anfangslage  des  Pendels.  In  0  setzen 
wir  den  Ursprung  der  Coordinaten,  die  z-Achse  richten  wir  im 
Sinne  der  Schwere. 
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Fig.  88. 


Dem  Pendel  möge  eine  Anfangsgeschwindigkeit  ertheilt  sein 
oder  nicht,  kann  es  schon,  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere,  nicht 
in  der  Anfangslage  bleiben 
und  strebt,  eine  verticale  Lage 
zu  erreichen.  Infolge  dessen 
oscilliert  es  und  wird  in  einem 
späteren  Zeitpunkte  die  verti- 
cale Lage  O  B  erreichen,  aber 
aus  der  verticalen  Ebene  nicht 
heraustreten. 

Wir  nennen  den  Winkel 
AOB,  den  das  Pendel  in 
seiner  Anfangslage  mit  der 
z-Achse  bildet,  a,  den  ver- 
änderlichen Winkel  MOB,  den 
das  Pendel,  nachdem  es  eine 
Lage  OM  angenommen,  mit 

der  j&- Achse  einschließt,  9,  den  Bogen  A  M,  den  das  Pendel  während 
eines  Zeittheiles  beschrieben,  s,  endlich  die  Pendellänge  r. 

Diesen  Bezeichnungen  gemäß  haben  wir 

s  =  r  (a  —  6) 


^ 

A" 

/ 

0 

J?  - 

—               ^^^^„^ 

i 

"^^-^ 

H                       i 

^.-"^ 

^          h 

N> 

X 

V  = 


dj 
dt 


de 
df 


Das  negative  Zeichen  kommt  daher,  weil  mit  dem  Wachsen 
der  Zeit  t  der  Winkel  6  abnimmt. 

§  378.  Wir  nehmen  ferner  vorläufig  an,  dem  Pendel  sei  in 
der  Anfangslage,  wo  es  mit  der  z-Acbse  den  Winkel  a  einschließt^ 
eine  Anfangsgeschwindigkeit  v^  ertheilt  worden. 

Fällen  wir  noch  von  den  Punkten  A  und  M  auf  die  Verticale 
OB  Senkrechte  AH  und  MJ,  so  wird 

h  =  O  H  =  r  cos  a 

z  =  O  J  =  r  cos  6 

sein. 

OH  ist  die  Ordinate  für  die  Anfangslage  des  Pendels  OA, 
wir  bezeichnen  sie  mit  h,  OJ  ist  die  Ordinate  z  für  eine  andere 
Lage. 

Die  Bewegungsgleichung  wird  sein 

1.      v2  =  Vo2  +  2g(z-h). 
Weinte  in,  BaÜonelle  Mechanik.  I.  19 
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Setzt  man   für  v  seinen  Wert  —  r  -3—,  so  hat  man 

Qt 

2.    T  =  -r-~=l/V  +  2g(z-h), 

und  setzt  man  für  z  und  h  die  obangegebenen  Werte,  so  kommt 

—  rd© 


3.     dt  = 


-  T9 


|/vß2  _|_  2  g  r  (cos  Ö  —  cos  a) 

als    Dififerentialgleicbung    der    Bewegung,    welche    im    allgemeinen 
nicht  integrierbar  ist. 

Das  Pendel  wird,  wie  bei  der  Bewegung  auf  einer  Curve, 
ohne  Aufhören  isochrone  Schwingungen  machen  und  aus  der  ver- 
ticalen  Ebene  nicht  heraustreten.  Die  Bahn,  die  dafl  Pendel  von 
einem  Ende  A  bis  zum  anderen  Ende  A'  beschreibt,  wird  eine 
ganze  Schwingung  genannt,  die  äußerste  Winkelentfernung  des 
Pendels  von  der  Verticalen  nennt  man  Amplitude. 

§  379.  Würde  dem  Pendel  in  seiner  Anfangslage  keine  Ge- 
schwindigkeit ertheilt,  alsdann  ist  Yq  =  0,  und  die  Gleichung  der 
Bewegung  wird 

rde  1^7  de 


4.     d  t  =  T? 


=-f 


}^  2  g  r  (cos  Ö  —  cos  a)  g     j/2  cos  9  —  2  cos  a 

Durch  diese  Annahme  wird  die  Allgemeinheit  der  Aufgabe 
zur  Auffindung  der  Bewegungsgleichung  für  den  Pendel  keineswegs 
eingeschränkt.  Denn  angenommen,  die  Anfangsgeschwindigkeit  war 
nicht  Null,  so  kann  man  den  Winkel  a  um  entsprechende  Quantität 
vergrößern,  also  eine  Lage  Ox  annehmen  lassen,  in  welcher  die 
Geschwindigkeit  gleich  0  war.  Man  wird  also  Ox  als  die  Anfangs- 
lage, und  X  O  B  als  a  annehmen,  wo  dann  also  v^  =  0  wird  und  die 
Aufgabe  ungeändert  bleibt. 

Diese  Form  4.  ist  aber,  wie  wir  sehen  werden,  integrierbar. 

§  380.  Man  kann  die  Gleichung  3.  integrieren,  wenn  man  hat 

Vq2  =  2  g  r  (1  +  cos  a). 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  das  Pendel  von  der  höchsten 
Spitze  A",  ohne  Anfangsgeschwindigkeit,  die  Trajectorie  A"A  ab- 
steigend durchläuft,  wo  es  also  in  A  die  Geschwindigkeit 


Vo=l'2gA''H  =  ]/2g(r  +  h)=y2g(r4-rcosa)  = 


=  I  2gr(l  -f-cosa) 
erlangt. 
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Die  Gleichung  3.  wird  aladann 

—  rde 
5.    dt  = 


K2gr(14-co3e) 


Setzt  man 


^  Bin 


'^  —  -^  —  2  X 
2         2-^''' 


«0  wird 


dx 

^      ,    |/^  d  X         lA  r      cos^  X  ]/  r     d  tang  x 

g  '  sin  X  cos  X  g  *  tang  x  g  '    tang  x 


und  daher 


7.     d  t  =  ^^  —  d  1.  tang  x. 

8.     t  =  y  ^.  1.  tang  X  +  c 
g 


=  fl . ,.  ,a.g  (^- 1)  +  . 


WO  die   Constante   dadurch    bestimmt   wird,   dass   man   für   t  =  0 
Ä  =  a  hat. 


Daher 


9 


.  t=fl, 


g  '■  I    tang  (I  -  A) 


Setzt  man  hier  9  =  0,  so  hat  für  die  Zeit,  welche  erforderlich 
ist,  damit  das  Mobile  bis  zum  tiefsten  Punkte  B  gelange,  wo  6  =  0 
ist,  also  für  Zeitdauer  einer  halben  Schwingung,  wenn  wir  diese 
Zeit  t'  nennen, 

10.     t'  =  F^  1  cot.  (4  -  *  ). 

g  \  4         4/ 

Will  man  die  Zeit  haben,  die  das  Mobile  benöthigt,   um  nach 

A"  rückzulangen,  hat  man  in  der  Gleichung  9.  0  =  —  i:  zu  setzen, 

was  t  =  CO  gibt.     Das    Mobile   hraucht    also    eine   unendlich  große 

Zeit,  um  A''  zu  erreichen. 

19* 
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§  381.  Man  kann  zur  Geichung  4.  in  anderer  Weise  gelangen^ 
wobei  wir  die  früheren  Bezeicbnangen  beibehalten,  und  v^  =  0  ist. 

Eine  verticale  Kraft,  vorgestellt  an  Intensität  und  Richtung 
durch  die  Strecke  MN  (Fig.  88),  decomponieren  wir,  wie  bei  der 
schiefen  Ebene,  in  zwei  Componenten,  eine  in  der  Richtung  der 
Verlängerung  des  Pendels,  die  durch  den  Widerstand  des  fixen 
Punktes  O  zerstört  wird,  und  eine  zweite,  auf  dem  Pendel  in  jeder 
seiner  Lagen  senkrechte,  tangentielle  Componente,  welche  allein  das 
Pendel  in  Bewegung  setzt. 

Die  auf  das  Pendel  wirkende  Kraft  der  Schwere  ist,  wenn  der 
sich  bewegende  Massepunkt  mit  m  bezeichnet  wird,  mg,  und  hat 
daher  die  tangentielle  Kraft 

m  g  sin  9 
zum  Ausdrucke. 

Man  sieht  daher,  dass  die  das  Pendel  bewegende  Kraft  nicbt 
constant  ist.  Sie  ist  variabel,  da  der  Winkel  6  veränderlich  ist. 

§  382.  Die  tangentielle  Kraft  hat  zum  Ausdrucke 

dv 


m 


df 


Man  hat  daher 


11. 


m  -^ —  =  m  g  sin  ö 
dt  ^ 


dv 
dt 


=  g  sin  6. 


Andererseits  haben  wir 


daher 


^2-  -dr  =  T^  =  -"d72-  =  ^''^®' 

d^O         s 
13.    4-:f-  +  -^sine  =  0. 
dt^  r 


Multipliciert  man   diese  Gleichung  mit  2  d  6  und  integriert,  so  hat 
man 

14.   (^y_l^cose  +  c  =  o. 

Da  die  Anfangsgeschwindigkeit  =  0  war,  so  ist  fQr 


mithin 


2g 
c  =  — —  cos  a. 

r 


daher 
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Die  Gleichung  14.  wird  demnach 

,^      /deV        2gcose    ,    2g 

16.    (it  =  :Fr- 


g  l'^  2  cos  ©  —  2  cos  a 

welche  mit  der  Gleichung  4.  identisch  ist,  und  ist  das  negative 
Zeichen  zu  nehmen,  wenn  das  Mobile  sich  im  Sinne  A  B  A'  bewegt^ 
und  das  positive  bei  der  Bewegung  im  entgegengesetzen  Sinne. 

§  383.    Um   die   Zeitdauer   einer   Schwingung   zu   berechnen, 

setzen  wir 

1  —  cos  6  =  X 

1  —  cos  a  =  ß, 

und  alsdann  hat  man 

dx 

de  = 


y  2  x"— x^ 

2  cos  e  —  2  cos  a  =  2  (ß  —  x), 


daher 


17.    dt  =  -4fT- 


dx 


2   '  g     l/ßx-x2    fi_^ 


7  X 


Daraus  wird  man  die  Dauer  einer  halben  Schwingung  be- 
stimmen, wenn  man  das  Integral  der  Gleichung  16.  von  6  =  a  bis 
0  =  o,  und  mithin  das  Integral  der  Gleichung  17.  von  x  =  ß  bis 
X  =  o  nimmt,  und  die  Grenzen  vertauscht. 

Nimmt  man  dann  das  Integral  doppelt,  so  wird  man  die  Dauer 
einer  ganzen  Schwingung  haben,  die  wir  mit  T  bezeichnen, 


18 


.  T=^^y    '^ 


g-^"l/ßx-x-^'l'l-4" 


Entwickelt  man  das  Binom  I  1  — ^  i    V,  so  hat  man 

,   U  3.5...(2n  —  1)  /"  ^yl 

"f"      2.4.6.— (2ny\2/ J" 

Aas  der  Integralzeichnung  ist  bekannt,  dass 
fß    x"d_x     _       1  .3.5...(2n  — 1) 
J  0  f  ßx~- x"  ~  "  ■      2.4.6...  (2 ¥)      P  ' 
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C     dx  .    2x— B     fP      ^^  •  j 


Man  hat  daher 
20 


ri.3.5...(2D-l)  1 Y  ß  V     1 

"•"L     2.4.  6...  (2n)     J  V"2V  •"J' 
Setzt  man  für  ß  seinen  Wert  1 — cos  a  =  2  sin^  ^,  so  hat  man 


auch 
21 


•  ^="i^g-[^+(2-y'-^f+(M-y"'^^i--+ 

^^V    2.4.6...(2n)   /  "°     2"---J' 

Diese    Reihe    ist    convergent,    da    sin  -^  nothwendig  kleiner 

als  1  ist 

§  384.  Ist   die  Amplitude   sehr   klein,   so   dass  das  Pendel  in 
seiner  äußersten  Lage   sich  nur  wenig  von  der  Verticalen  entfernt, 

so  ist  a  eine  sehr  kleine  Größe,  so  dass  man  sin^    -  und  die  höheren 

Potenzen  vernachlässigen  kann,  und  man  hat  alsdann 

22.     T  =  IC  Vl. 

e 

Nimmt  man  die  zweiten  Potenzen  mit  in  Rechnung   und  ver- 

a 

nachlässigt   erst   die   4.  Potenzen,    so  hat   man,   da  statt  des  sin  -^ 

der  kleine  Winkel    -  genommen  werden  kann 


23 

'  g 

Aus  22.  hat  man  schließlich 


■  ^-m^+fe} 


Tc^r 


24.      g=    rp2- 

§  385.  Gehen  wir  auf  die  Gleichung  16.  zurück,  wonach 

g  ^  2  cos  ö  —  2  cos  a 
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Setzt  man  darin  die  Werte 

cos  W  =  1 o~  + 


cos  a  =  1 „   + 


2     '1.2.3.4 
a^    .  a* 


2     '    1.2.3.4 
Vernachlässigt  man  von  den  4.  Potenzen  an,  so  kommt 

de 


25.    dt 


=  TfI 


und  daraus 


Integriert  man,  nur  das  obere  Zeichen  nehmend,  und  beob- 
achtet, dass  eine  Constante  nicht  beizusetzen  ist,  da  9  =  a  für 
t  =  0  ist,  so  wird 

26.     t=\/I-  arc  cos  — , 

27.     e  =  a  cos  /'  t  y^X 

28.    i;,^  =  -.fI.,n(.Ki). 

§  386.  Daraus  ist  zu  ersehen,  was  bereits  früher  hervorgehoben 
wurde,  dass  das  Pendel  eine  unbegrenzte  Reihe  von  gleichen  und 
isochronen  Schwingungen  effectuiert,  und  ohne. Aufhören  von  einem 
Ende  seiner  Trajectorie  bis  zum  anderen  Ende,  und  von  diesem 
zurück  zum  ersten  isochron  oscilliert.  Es  erreicht  den  Punkt  A,  wo 
der  Winkel,  den  es  mit  der  Verticalen  einschließt,  =  a  ist,  mit  der 

Geschwindigkeit  =  0,  so   oft  t  1/  _?_  ein  gerades  Vielfaches  von  it  ist. 

'    r 

Denn   alsdann   gibt   die    Gleichung  27.  B  =  a,    und  Gleichung   28. 
-j —  =  0.-5 —   ist    die  Winkelgeschwindigkeit,    und  r  -^  -  i8t  =  v. 

Wenn  6  =  0,  so  kommt  das  Pendel  in  seinen  tiefsten  Punkt, 

und  dies   zu  einer  Zeit,  wo  cos  t  l^  _?_  =  0  ist,  mithin  t  1/  _S_  = 

'    r  '    r         2 

IC 

oder  ein  ungerades  Vielfaches  von  -     ist.  Von  B  kommt  das  Pendel 

nach  A',    wo   0  =  — a   ist,   mit   der  Geschwindigkeit  =  0,    so    oft 

ti/^_  ein    ungerades  Vielfaches   von  ic  ist,   und   so   wird   es    ohne 
r 

Aufhören  oscillieren. 
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§  387.  Die  Zeit,  um  von  einem  Extrem  zum  anderen  zu  ge- 
langen, also  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung^  ist,  wie  aus  26.  zu 
ersehen,  indem  0  =  — a  wird, 

was  wir  übrigens  schon  in  22.  erhalten  haben. 

Aus  diesen  letzten  Ausdrücken  ist  zu  ersehen,  dass  bei  sehr 
kleinen  Amplituden  die  Dauer  einer  Schwingung  von  der  Amplitude 
unabhängig  ist. 

Setzt  man  den  Wert  Ton  T  in  27.  ein,  so  hat  man 


und  daraus 


30.     6  =  a  cos  Ä  7p , 


öl.     -^  =  — a  Y  sm  Ä  Y' 


Daraus  sieht  man: 

a)  Dass,  wenn  man  t  um  2T   vergrößert,  das  Pendel  in  die- 
selbe   Lage    mit    derselben    Geschwindigkeit    kommt,    da    9    und 

-j—  im  Werte  und  Zeichen  ungeändert  bleiben. 

b)  Dass,  wenn  man  t  um  T  vergrößert,  6  und  -,-   dieselben 

Werte  mit  entgegengesetzten  Zeichen  erbalten.  Das  Pendel  befindet 
sich  also  in  Zeitintervallen,  die  von  einander  um  eine  Schwingung 
getrennt  sind,  in  zwei  Positionen,  die  mit  der  Verticalen  gleiche 
Winkel  bilden,  aber  von  verschiedener  Seite  zur  Verticalen  liegen, 
und  das  Pendel  hat  in  beiden  Lagen  gleiche  Geschwindigkeiten,  aber 
diese  sind  von  entgegengesetztem  Zeichen. 


Bewegung  auf  einer  CyTdoide  im  leeren  Räume, 

§  388.  Wir  nehmen  jetzt  an,  es  bewege  sich  ein  materieller 
Punkt,  nur  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere,  und  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit, auf  einer  vertical  gerichteten  Cykloide  AB  MD, 
deren  concave  Seite  nach  oben  gewendet  ist,  und  befindet  sich  das 
Mobile,  nachdem  es  den  Ausgangspunkt  M  verlassen,  zur  Zeit  t  in 
M'.  Der  Durchmesser  des  Erzeugungskreises  sei  ^=  a.  Im  tiefsten 
Punkte  B  errichten  wir  die  x-Achse.  vertical  nach  oben,  und  die 
Tangente  By  als  y-Achse. 
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Die  Componenten  der  Kraft  seien 

X  =  — mg,  Y  =  0,  Z  =  0. 


oder 


Vermöge  des  Frincipes  der  lebendigen  Krftfte  hat  man 

dmv^  =  — 2mgdx 


dv^  =  — 2gdx, 

32.     v^  =  c  — 2gx. 

Von  den  Punkten  M  und  M'  f&llen  wir  zwei  senkrechte  Linien 

MH  und  M'J  auf  die  x- Achse   und  bezeichnen  BH  mit  h,  so  dass 

ftir  die  Anfangslage  des  Mobile,  wo  die  Geschwindigkeit  =  0,  x  =  h 

ist  Mithin  wird 

c  =  2gh 

sein,  und  daher  obige  Gleichung 


ist. 


33.    v2  =  2g(h— x),  v  =  f2g(h— x) 


Bezeichnen  wir  den  Bogen  BM'  mit  s,  so  ist,  indem  der  Bogen 
BM'  mit  der  Zeit  abnimmt, 

__d8 

^^       dt' 
Man  hat  daher 


da 


34.    -~  =  f 2 g  Yh^^  K2gd t  = 


da 


7h~::^' 

ferner  ist  nach  unserer  Bezeichnung 

BH  =  h 
BJ  =  x. 

Diese  Gleichung  34.  würde  man  für  jede  beliebige  Curve  er- 
halten. 
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Für  eine  Cykloide  hat  man  aber 

8^  =  4ax 

8  =  2  fax,  <is=l^4a — ;:=. 

2Kx 

Man  hat  daher  für  die  Cykloide 

dt=-fZ.    ^^ 


2g    fhx— x2 

Integriert  man  und  beachtet,  da88  man  ftlr  t  =  0,  x  =  h  hat, 

80  kommt 

lAa                  2x— h 
35.     t=y__  arc  cos  — ; . 

^  2g  b 

§  389.  Die  Zeit,  die  das  Mobile  braucht,  um  vom  Ausgangs- 
punkte M  zum  tiefsten  Punkte  B,  wo  x  =  0  ist,  zu  gelangen,  erhält 
man,  wenn  in  35.  x  =  0  gesetzt  wird,  mithin,  wenn  diese  Zeit  mit 

T 

-^-  bezeichnet  wird,  hat  man 


36. 


r  =  y  -^-  arc  cos  (— 1)  =  ^^  -^^ 
2         '2g  ^       '^       '  2g 

g  g 

wenn  man  nämlich  den  Krümmungshalbmesser  der  Cykloide  am 
tiefsten  Punkte,  welcher  bekanntlich  das  Zweifache  des  Durch- 
messers des  Erzeugungskreises  ist,  mit  b  bezeichnet.  In  der  Cykloide 
ist  also  die  Dauer  der  Schwingungen  strenge  unabhängig  von  der 
Höhe  h  des  Ausgangspunktes  M  über  den  tiefsten  Punkt  B,  also 
unabhängig  von  der  Amplitude.  Zwei  verschiedene  Mobiles,  welche 
in  demselben  Augenblicke,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit,  von  ver- 
schiedenen Punkten  der  Cykloide  ausgegangen  sind,  erreichen  den 
tiefsten  Punkt  in  demselben  Augenblicke.  Die  Dauer  einer  Schwingung 

ist  9C  1/A,   also   übereinstimmend  mit   der  eines  einfachen  Pendels, 
g  __ 

welche  zum  Ausdrucke  hat  tc  1/  JL,  und  tritt  bei  der  Cykloide  der 

g 
Krümmungshalbmesser   am  tiefsten   Punkte    statt  des   Halbmessers 

beim  Pendel.  Während  aber  beim  Pendel  der  Ausdruck  nur  bei  sehr 

kleinen   Amplituden   durch  Vernachlässigung   sehr   kleiner   Größen 

erzielt  wurde,  ist  hier  das  Resultat  strenge  richtig   für  alle  Schwis* 

gungen  von  ganz  beliebigen  Amplituden. 


299 

« 

Man  könnte  also  ein  Pendel  herstellen,  dessen  Schwingungen^ 
unabhängig  von  der  Amplitude,  in  gleichen  Zeiten  effectuiert  werden. 

Wir  errichten  nämlich  die  Evolute  der  Cykloide,  bestehend 
ans  zwei  Hälften  KK',  EE",  nehmen  an,  dass  der  materielle  Punkt 
an  einem  Faden  attachiert  sei,  dessen  anderes  Ende  in  E  fixiert 
wäre.  Befindet  sich  also  das  Mobile  in  einem  seiner  Lagen  auf  der 
Cykloide  E'BE",  und  wird  es  sich  selbst  überlassen,  so  wird  das 
Pendel  immer  tangierend  bleiben  an  EE',  EE"  und  seine  Extremität 
E'  bald  in  M  sein,  und  überhaupt  die  Cykloide  E'BE"  beschreiben, 

und  alle  Schwingungen  werden  in  derselben  Zeit  «  1/ A    effectuiert 

Tautochrone^  Brachystochrone. 

§  390.  Diese  der  Cykloide  zukommende  EigenthUmlichkeit 
nennt  man  Tautochronisme,  und  die  Cykloide  heißt  deshalb 
Tautochrone. 

Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  die  Cykloide  die  einzige  tauto- 
chrone Curve  im  leeren  Räume  ist,  auf  welcher  ein  materieller  Punkt 
ohne  Anfangsgeschwindigkeit,  von  welchem  Curvenpunkte  immer, 
in  derselben  Zeit  den  tiefsten  Punkt  erreicht. 

Neant  man  t'  die  Zeit,  die  nothwendig  ist,  damit  ein  Mobile 
bis  zum  tiefsten  Punkte  B  einer  beliebigen  Curve  ABC  gelange,  so 
hat  man  den  Wert  von  t'  aus  der  Gleichung  34.,  welche  für  jede 
beliebige  Curve  Geltung  hat,  zu  entnehmen,  indem  man  das  Integral 
zwischen  x  =  h  bis  x  =  0  nimmt. 

Man  wird  also,  wenn  man  die  Grenzen  vertauscht, 

d^ 
1      -h      ds  1      /.h     dx 

haben.  Man  muss  nun  dabei  s  als  Function  von  x  in  der  Weise 
bestimmen,  dass  der  Wert  von  t', .  und  respective  das  Integral  unab- 
hängig sei  von  h. 

Nehmen  wir  an,  s  sei  in  einer  Reihe  nach  steigenden  Potenzen 
von  X  entwickelt,  so  dass  man  hat 

s  =  Axa4-Bxß  +  CxT-f.-. 

Indem  s  und  x  in  demselben  Punkte  B,  den  wir  zum  Coordi- 
natenursprunge  nehmen,  beginnen,  müssen  alle  Exponenten  positiv 
und  keiner  darf  0  sein.  Ferner  muss  der  kleinste  Exponent  kleiner 
als  1  sein.    Denn  im  tiefsten  Punkte  B  ist  die  Tangente  horizontal 
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dx 
und    senkrecht    zur    x- Achse.     Für  x  =  0   ist   also  3—  =  0,   oder 

ds  ' 

ds 

-, —  =    CO. 

dx 


1       r  rh    xa— 1  r^    XP  — 1  T 

*'  =  r2ll^*iiAt3ridx  +  Bßj  T^j=^dx  +  :...J. 


Setzt  man  den  Wert  von  s  in  37.,  so  kommt 

b  x«— 1  rh,  xß— 1 

Setzt  man  x  =  h  y,  so  wird,  indem  die  Grenzen  1  und  0 
werden 

Diese  Quantität  muss  unabhängig  von  h  sein.  Der  kleinste 
Exponent  von  h,  nämlich  a ^  muss   demnach   gleich  Null  sein. 

Denn  wäre  a -  positiv,   so   wäre  für  h  =  0  T  =  0,   und   wäre 

a ~-  negativ,  so  würde  für  h  =  0  T  =  eo  werden.  Die  anderen 

Ausdrücke  müssen  verschwinden. 
Folglich  muss  sein 

a  =  — ,  B  =  0,  c  =  0. . . ., 

und  mithin 

1 
s  =  Ax'*,  s^  =  A^x. 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Cykloide,  deren  Basis  horizontaK 
und  deren  Scheitel  im  Punkte  B  sich  befindet,  welchen  das  Mobile 
stets  in  derselben  Zeit  erreicht. 

Ist  der  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  =  a,  alsdann 
ist  A^  =  4a,  s^  =  4ax,  und  man  hat 

Die  Cykloide  ist  auch  diejenige  Curve,  auf  welcher  sich  im 
leeren  Räume  ein  materieller  Punkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit, 
von  einem  gegebenen  Punkte  A  nach  einem  anderen  Punkte  B  in 
der  kürzesten  Zeit  gelangt.  Die  Cykloide  wird  daher  auch  Bra- 
chystochrone  genannt.  Wir  werden  im  zweiten  Bande  braehy- 
stochrone  Curven  im  allgemeinen  besprechen  und  dort  auf  diesen 
Gegenstand  zurückkommen. 
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Z-weiundfönfzigstes  Capitel. 

Das  Pendel  in  einem  widerstehenden  Mittel. 
§391.  Wir  hatten  im  vorigen  Capitel 

ds        — rde 


1. 


dt  dt' 

dv       d^s       — rd2e  .    ^ 

dt        dt^  dt^  ^ 


In  einem  widerstehenden  Mittel  hat  man  demnach,  wenn  die 
Kraft  des  Widerstandes  mit  R  bezeichnet  wird, 

r-~a —  =  ^r-^  =  g  sm  ö  —  R. 

d  t2  d  t2        ^ 

Nehmen  wir  an,  diese  Kraft  des  Widerstandes  sei  proportional 
der  Geschwindigkeit,  was  nach  Versuchen  der  Fall  ist,  wenn  es 
sich  um  kleine  Geschwindigkeiten  handelt,  so  wird 

■o__v^_gds__  g   rde 
^~^  k~  kdt~        k     dt  ' 

indem,  wie  man  im  vorigen  Capitel  ersehen  kann, 

8  =  r  (a  —  Ö). 

In  der  Gleichung  1.  kann  man  ferner,  da  es  sich  um  kleine 
Amplituden  handelt^  sin  6  durch  6  ersetzen,  und  die  Gleichung  1.  wird 

d^e  ,   g  de 


a^f9       g   af9        g 
2-     dt^'  +  Ydl  +  T^-^' 


Von   dieser   Gleichung   hat  man    eine    particuläre  Auflösung, 

wenn  man  setzt 

e  =  C,eßt, 

wo  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung 


ß'  +  vß+  f  =  0 


ist. 

Daraus  hat  man 


and  wenn  man  y  1  —  -f ,  ■.;  =  t  setzt,  so  wird 

4  k'« 

P  =  -  /t  ± .  ff-  V^i- 
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Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  2.  wird  mithin  sein 

3.     e  =  [c,  (costT|y)  +  C2sin  (t  T  f y)]  e  ""  «T. 
Die  Constanten  C^,  C2  werden  dadarch  bestimmt,  dass  man  hat 

d  A 

f ür  t  =  0,   e  ==  a,  -r~  =  0. 

'  '   dt 

Man  hat  also 

und  dann  ergibt  sich 

4.    e  =  .[e..(.,fl)  +  ^£.,n(.,rf)] 


e        2k 


-  ^-T^b-i^^m 


e       2  k 


d  (^ 
§  392.  Am  Ende  jeder  Schwingung  wird  —  -  =  0,  und  daraus 

U    b 

ergibt  sich,  wenn  man  in  5.  die  Dauer  einer  Schwingung  mit  T  be- 
zeichnet 

r 

Tg 
Die  Schwingungen   sind  also   auch   in  diesem  Falle  isochron, 

nur  ist  die  Zeitdauer  im  Verhältnisse  von  1  zu  y  vergrößert. 

Macht  man  t  =  n  T,  setzt  diesen  Wert  in  4.  ein   und  benennt 

die  n^®  Amplitude  mit  a^,  so  hat  man 

n  7c  }  gr 

6.     an  =  ae        ^T^^    -^otp**, 

wenn  man  e       ^  T  ^^  =  p  setzt. 

Die  aufeinander  folgenden  Amplituden  bilden  demnach  eine 
fallende  geometrische  Progression  mit  dem  Quotienten  p. 

§  393.  Ist  die  Bewegung  auf  einer  Cykloide,  so  bleibt  sie 
auch  in  diesem  Falle,  wenn  nämlich  R  nur  der  einfachen  Ge- 
schwindigkeit proportional  ist,  tautochrone. 

Wir  hatten  nämlich  die  Gleichung  2.  für  eine  gewöhnliche 
Curve   nur  dadurch  erlangt,    dass  wir  sin  0  durch  0  ersetzen.   Da- 
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durch  haben  wir  für  T  einen  Wert   erhalten,   der   unabhängig   von 
der  Amplitude  ist. 

Bei  der  Cykloide   ist  die  Gleichung  2,  strenge  richtig.    Führt 
man  nämlich,  statt  des  Winkels  6,  den  complenären  Winkel  T  M  N 

ein,   so  ist   die   Größe    der   bewegenden   Kraft  g  -,—,   da  ^r-    der 

ds  ds 

Cosinus  des  Winkels  T  M  N  ist  (Fig.  89),  den  die  Tangente  mit  der 

Verticalen  MN  bildet. 

Man  wird  daher  haben 

_      dv dx       g 

^-     dlt~^d^~k''- 

Aus  der  Gleichung  der  Cykloide 

8^  =  4  a  X 
bat  man 

2sds  =  4adx, 

ft      i^  —  J. 
^'     ds—2a 

Setzt  man  diesen  Wert  in  7.  ein,  so  ergibt  sich,  da  v  =  —  j- 

u  X 

»st,  jt  =  — 


dt  dt«' 


d»8       gds         g 

^-    dt»  +  k"dT  +  "2ä'-"- 


Diese  im  strengen  Wege  erhaltene  Gleichung  ist  analog  der 
nar  approximativ  erhaltenen  Gleichung  2.,  und  daraus  wird  man 
für  T  einen  von  s  unabhängigen  Wert  erhalten. 

§  394.  Wir  wollen  noch  am  Schlüsse  über  das  einfache  Pendel 
hier  kurz  die  Bestimmung  von  g  erwähnen,  da  wir  darüber  aus- 
führlich später  sprechen  werden. 

Macht  das  Pendel  in  dßr  Zeit  t  n  Schwingungen,   so  hat  man 

n  g' 

und  daraus 

.  n^  7c2  r 

f  S  —  —-2~' 

In  dieser  Weise  fand  maq,  mit  Hilfe  des  Pendels,  durch  Ver- 
suche die  Intensitäten  der  Schwere  g  in  den  verschiedenen  Orten 
der  Erde. 

Nimmt  man  Pendel  von  verschiedenen  Längen,  und  nennt  man 
die  eine  Länge  r,   die  andere  r',   so   hat   man,  wenn  man  die  Zeit> 
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daner  einer  Schwingung  bei  einem  Pendel  mit  T  und  beim  andern 
mit  T'  bezeichnet, 

g        e 

Kennt  man  also  die  Zeit  T  der  Schwingung  eines  Pendels  von 
der  Länge  r,  so  kann  man  auch  die  Zeit  finden  für  einen  Pendel 
Ton  der  Länge  r'. 

Macht  ersteres  in  der  Zeit  t  n  Schwingungen,  das  andere 
n'  Schwingungen,  so  ist 


daher 


T  =  -,  1^  =  -^, 

n'  n'' 


r  n^ 
n'2 :  n^  =  r :  r'   r'  =  -— ^. 


Dadurch  kann  man  die  Länge  des   einfachen  Pendels   finden, 
das  seine  Schwingungen  in  einer  Zeitsecunde  effectuieren  würde. 


Dreinndfünfzigstes  Capitel. 

Gentralkräfte.  Bewegungsgleichungen. 

§  395.  Wir  gelangen  jetzt  zu  Theoremen,  welche  die  Mechanik 
des  Weltalls,  die  Mecanique  Celeste  betreffen,  unstreitig  das  Höchste 
welches  der  menschliche  Geist  je  hervorgebracht. 

Eine  Kraft  wird  central  genannt,  wenn  ihre  Richtung  constant 
durch  einen  fixen  Punkt  geht.  Wir  nehmen  zum  Ursprünge  das 
Centrum  der  Kräfte  und  werden  eine  Kraft  mit  -f"  ^^^  —  ^^ 
zeichnen,  je  nachdem  sie  repulsiv  oder  attractiv  ist. 

Wir  haben  bereits  gesehen,  dass  die  Trajectorie  eine  ebene  Carve 
ist,  deren  Ebene  durch  das  Centrum  der  Kräfte  geht.  Diese  Ebene 
ist  bestimmt  durch  die  Anfangslage  und  die  Anfangsgeschwindigkeit 
des  Mobile.  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  gerichtet  nach  dem  Radius 
vector,  alsdann  ist  die  Ebene  unbestimmt,  aber  die  Bewegung  ist  dann 
geradlinig  und  findet  statt  auf  dem  fladius  vector.  Nehmen  wir  die 
Trajectorie  zur  Ebene  der  xy,  und  ist  die  Kraft  P,  der  Radius 
vector   r,    so    werden    die    Projectionen,    vom    Zeichen    abgesehen, 

XV 

P— ,    P^  sein,   und  vermöge  des  Principes   der  Flächen  haben  wir 
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bereits  bei  rechtwinkeligen  und  Polarcoordinaten  die  Ausdrücke 
erhalten 

1-  "dT-y-di=^- 

^-     ""    dt  -''• 

§  396.   Vermöge  femer  .des  Theoremes  der  lebendigen  Kräfte 
haben  wir 

3.     ^^  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  Pdr, 

wenn  wir  unter  m  die  Masse  des  angezogenen  Punktes  verstehen^ 
und,  indem  hier  die  Richtung  der  Kraft  mit  r  zusammenfällt,  mit 
dr  die  Projection  des  vom  Mobile  in  einem  Zeitelement  durch- 
laufenen Weges  anf  die  Kraft  bezeichnen.  Diese  Gleichung  hatten 
wir  auch  im  §  361. 

Die  Gleichungen  2.  und  3.  bestimmen  vollständig  die  Bewegung, 
und  dienen  r  und  6  als  Functionen,  die  Zeit  zu  finden. 

Die  Geschwindigkeit  hat  zum  Ausdrucke 

dr2  +  r2de2 


4.     v2  = 


dt^ 


Mit  Hilfe   der  Gleichung  2.  kann  man   in    diesem  Ausdrucke 
d6  oder  dt  eliminieren,  und  daraus  ergibt  sich 

^-    ^  =  (dt)  +  7^^- 


1\2 

6.     v«  =  c2 


[('i)'.©'] 


Die    letzte   Gleichung    erhält    man,    wenn    aus    2.    dt   durch 


r*  1    /  dr\''  1^1 

—  dO,  und  — 4  1  j-^  I   durch  \^q/     ersetzt  wird. 


§  397.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  wo  die  Kraft  P  nur  von 
der  Distanz  r  abhäogt,  alles  wird  auf  Quadraturen  zurückgeführt. 
Denn  Pdr  ist  dann  ein  exactes  totales  Differential,  und  man  hat 
aus  3.  v^  als  Function  von  r. 

Wird  dieser  Wert  in  5.  uud  6.  eingesetzt,  so  findet  man  9 
und  t  durch  Quadraturen. 

Weilt t ein,   lUtlonelle  Mechanik.  I.  20 
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Im  allgemeinen  Falle  setzten  wir  die  Werte  aus  den  Gleichungen 
5.  und  6.  in  die  Gleichung  3.  ein,  so  erhalten  wir  sehr  wichtige 
Ausdrücke. 

Zuerst  machen  wir   die  Substitution  aus  5.,   indem  man  3.  in 

der  Form  schreibt 

dmv^  Pdr 

TdT  ~  1t 
und  daraus 

d_  fm  r/d r  Y    I    <^n  _  Pd»- 

^'     dtl2L\dt/   ^r^J~    dt  • 

dr 
Effectuiert  man  diese  Differentiation,  und  dividiert    durch    .,  , 

dt 

so  erhält  man 


9.     m 


/d2r_cn_ 
Vdt2        r~3/  ~  -^ 


oder 


d^r  c^ 

10.     m -j-^  =  P  4- m-r. 

dt^  '         r^ 


Diese  Gleichung  bestimmt  die  relative  Bewegung   des  Mobile 

auf  dem  Radius  vector,   und  spricht  aus,  dass  diese  Bewegung 

dieselbe  ist,  als  wenn  der  Radius  vector  fix,  und  die  das 

c- 
Mobile    sollicitierende    Kraft    um    die    Größe  m-^ver- 

r^ 

größert  worden  wäre. 

Dieselbe  Relation  wird  r  als  Function  von  t  bestimmen,  wenn 
P  als  Function  von  r  oder  von  r  und  t  gegeben  ist. 

§  398.  Führen  wir  jetzt  die  Substitution  aus  der  Gleichung  6. 
in  3.  durch,  die  wir  in  der  Form  schreiben 


so  ergibt  sich 


12. 


de 


2de  ~"   de' 


10  +  (; 


mc* 


=  P 


r7^> 


2    l,\de/    '    Vr/  J)  de 

and  wird  unter  m  die  Masse  des  angezogenen  Mobile  verstanden. 

1 


Effectuiert  man  hier  die  Differentiation,  ersetzt    ^   durch  seioen 


d 

d"e 
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Wert  —  -j  ^-^, '  und  dividiert  die  ganze  Gleichung  durch  -^,    so 
hat  man 


13.    P  = 

Diese  Formel  verdankt  man  Binet,  und  dient  dazu  r  als  Function 
von  0,  das  ist  die  Gleichung  der  Trajectorie  zu  finden,  wenn  P  von 
r  oder  von  r  und  9  abhängt. 

Wenn  die  Kraft  eine  Function  nur  der  Diatana  ist. 

§  399.  Betrachten  wir  den  Fall,  wo  man  hat 

14.    P  =  cp(r), 

alsdann  kann  die  Gleichung  3.  sofort  integriert  werden  und  gibt 

mv^ 
15.     -y  =  5  tp  (r)  dr  -f-  h. 

Um  die  Relation  zwischen  r  und  t  zu  erhalten,  ersetzen  wir 
v2  durch  seinen  Wert  aus  5.,  und  man  erhält  eine  Gleichung  von 
der  Form 

Vdt/         ^'^'  ±K*(r) 

und  t  wird  durch  eine  einfache  Quadratur  erhalten. 

Ebenso  kann  man  die  Gleichung  der  Trajectorie  erhalten.  Denu 
die  Gleichung  2.  gibt 

^«      :i^        c    -  cdr 

17.     d8  =  — „  dt  = 


r2  ir^KfW' 

so  dass  man  auch  6  durch  eine  Quadratur  erhält. 

Das  Zeichen  vor  dem  Radicale  wird  durch  die  Anfangsbedin-^ 
gungen   bestimmt  sein.     Man   weiß  aber,   dass    die   Projection    von 

V  =  —  auf  den  Radius  vector  -r—  ist.  Die  Kenntnis  der  Anfangs- 
geschwindigkeit wird  das  Zeichen  von  I  v-  )   niit  sich  f&hren.  Beim 

Beginne  wird  man  daher  vor  dem  Radicale  das  Zeichen  dieser 
Quantität  setzen  und  solange  behalten,  bis  ^  (r)  Null  wird,  und  dann 
wird  man  das  Zeichen  bestimmen,  welches  nachher  beizusetzen  ist. 
Ist  4>  (ro)  gleich  Null,  das  ist,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  senk«- 

recht   zum  Radius  vector   steht,    hat   man  keine  Schwierigkeit,  das 

20* 
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Zeichen    zu    bestimmen.    Betrachten    wir   nämlich   die  Bewegungs- 

gleichung  auf  dem  Badius  vector.  Die  Anfangsgeschwindigkeit  \j-) 

dieser  Bewegung  ist  gleich  Null,  und  diese  Bewegung  geht  so  vor 
sich,  als  wäre  der  Radius  vector  fix,  und  die  Kraft  von  der  Größe 

mc^ 
P  -| ^.    Ist  also  die  Kraft  positiv  im  Beginne,  und  r  vom  An- 
fange   wachsend,    so    wird   man    das    Zeichen  -f*   nehmen,   ist    die 
Kraft  negativ,  r  geht  fallend  vom  Anfange,  so  wird  man  das  Zeichen 
—  nehmen. 

nic^ 
Nehmen  wir  an,  Pq  -] ^  sei  gleich  Null.    In   diesem  Falle 

wird  ein  mit  dem  Radius  vector  entrainierter  Beobachter  das  Mobile 
als  unbeweglich  betrachten,  indem  das  Mobile  sich  auf  dem  Radius 
vector  so  bewegt,  als  wenn  dieser  fix,  und  das  Mobile,  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit, in  einer  Lage  belassen  worden  wäre,  wo  die  schein- 
bare Kraft  Null  ist.  Die  Trajectorie  wird  dann  ein  Kreis  vom  Halb- 
messer r'\  und  vermöge  des  Flächenprincipes  die  Bewegung  gleich- 
förmig sein. 

Vierundfunfzigstes«  Capitel. 

Anwendungen. 

§  400.    Die  wichtigsten  Anwendungen  des  bisherigen  Theorie 
sind  zwei  Fälle: 

a)  Wenn  die  Kraft  proportional  ist  der  Distanz  vom  Mobile; 

b)  wenn  sie  verkehrt  proportional  ist  dem  Quadraten  der  Distanz 

vom     Mobile.        Diesen 


Fig.  90. 


letzten  Fall  werden  wir 
bald  ausführlich  behan- 
deln. Den  ersten  Fall  be- 
sprechen wir  gleich  hier. 
Ein  Mobile  von  der 
Masse  m  sei  durch  eine 
in  O  befindliche  Kraft 
angezogen,  welche  pro- 
portional ist  der  Distanz. 

Man  hat  also 


1.     P  =  — mk2r,v2=  — k^r^  +  h. 
Die  Bewegungsgleichungen  sind 
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2. 


m  -v-T-  =X  =  —  mk^r  —  =  —  mk^x 
dt^  r 

m  -— |-  =Y  =  —  mk^r  -^  =  —  mk^y. 
dt2  r  -^ 


f  d^x 


3. 


+  k2  X  =  0 


dt2 

d2v 


4. 


Die  allgemeinen  Integrale  sind  bekanntlich 

X  =  A  cos  k  t  4"  ß  8^^  ^  * 
y  =A'co8  kt  +B'8Üi  kt. 

Differenziert  man,  so  ergibt  sich 

-;; —  =  v'  =  —  A  k  sin  kt  4-  Bk  cos  kt 

dt  ^ 

dy 


dt 


=  v"=  —  A'k  sin  kt  +  B'k  coskt, 


wenn   wir   nämlich   die  Projectionen    der   Geschwindigkeit   auf  die 
Achsen  mit  y*  und  v"  bezeichnen. 

Für  t  =  0  bat  man 


A  —  X    A'  —  V    R  —  -^  B'  —     Q 

A  —  Xq,  Ä  —  jo^  ^  —    k         —    k  ' 

indem  die  anfänglichen  Werte  von  x,  y,  v  x^,  yo,  v^  benannt  werden. 
Die  Gleichungen  werden  demnach 


5. 


X  =  Xfl  cos  kt  H ^—  sin  kt 

k 


y  =  yo  cos  kt  + 


il 


sin  kt, 


wo   mit   Vo'>  ^o"    d^®  Projectionen  der  Anfangsgeschwindigkeit   auf 
die  Achsen  bezeichnet  werden. 

Nimmt  man  noch  insbesondere  für  die  x-Achse  den  anfäng- 
lichen Radius  vector  r^,  und  zur  y- Achse  eine  Parallele  zur  an- 
fanglichen Geschwindigkeit,  indem  bemerkt  wird,  dass  obige  Be- 
wegungsgleichungen auch  bei  schiefwinkeligen  Achsen  Geltung 
haben,  so  kommt 

Xo  =  To,  Vo"=  Vo>  y®  =  0,  Vo'  =  0, 
und  die  Gleichungen  5.  werden 


6. 


r^  cos  k  t 


y  =  -~~  sin  k  t. 
•^  k 
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Die  Gleichung  der  Trajectorie  ist  mithin 

Die  Trajectorie   ist   also  eine  Ellipse,    bezogen    auf  zwei  con- 

jugierte  Durchmesser,  deren  halbe  Längen  sind  r^  und  -^,   welche 

wir  mit  a'  und  b'  bezeichnen. 

Die   Dauer   eines   Umlaufes    des    Mobiles  auf  der  Ellipse   ist 

— j— ,  indem  dann  x  =  r^,  y  =  yo  =  0  werden. 

Da  ferner  jeder  Augenblick  als  der  anfängliche  gewählt  wer- 
den kann,  so  ist  die  Geschwindigkeit  des  Mobile  in  jeder  Position 
aus  der  Gleichung 


V, 


8.     -^  =  b>o  =  b'k 

zu   entnehmen,    wo  b'  die  Länge   des   halben,    der  Geschwindigkeit 
parallelen,   dem  Radius  vector   conjugierten  Durchmessers  bedeutet. 
Die  Geschwindigkeit  des  Mobile  ist  also  in  jedem  Punkte  der 
Trajectorie  gleich  kb'. 

Umgekehrtes   Problem^   Bestimmung  der  Kraß,   toenn   die    Trajectorie 

gegeben  ist. 

§  401.  Ein  Mobile  beschreibt  eine  ebene  Trajectorie, 
nach  dem  Gesetze  der  Flächenräume,  um  einen  fixen 
Punkt,  wir  wollen  daraus  die  Kraft  finden,  die  diese  Be- 
wegung erzeugt. 

Vor  allem  ist  die  Kraft  eine  centrale.  Denn  nehmen  wir  den 
fixen  Punkt  zum  Ursprünge,   so  gibt  das  Gesetz  der  Flächenräume 

dy  ^\_ 

^-     ""    dt  ~y  dt   -""' 

wenn   wir   nämlich   die  Ebene   der  Trajectorie   zur  Ebene   der  xy 
nehmen. 

Differenziert  man,  so  kommt 

10.  ^  dtf-y-dl^  =  o• 
dt«  "■  dt^  —  7*^- 
Diese   Gleichung   beweist,   dass   die   Acceleration,    und  daher 
auch  die  Kraft,  constant  durch  den  Ursprung  geht 
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Sei  also  P   der   algebraische  Wert   dieser  Kraft,   so  hat  man, 
Termöge  Gleichung  13.  des  vorigen  Capitels 


12.     P  =  — 


m  c^ 


Kraft  Voraussetzung  kennt  man  die  Gleichung  der  Trajectorie 

_       _  1 

F  (r,  0),  woraus  also  der  Wert  von  —  als  Function  von  0  bestimmt 

r 

erscheint,  so  dass  man  hat 

13.     4-  =  <P(®)- 
Man  wird  daher  haben 

14.    P  =  _  5»|!  [<p  (9)  +  <p"  (9)]. 

Ist  für  den  Ausdruck  von  P  keine  Form  im  vorhinein  vor- 
geschrieben, 80  bietet  das  Problem  eine  Unbestimmtheit  dar.  Denn 
indem  r  und  9  durch  eine  gegebene  Gleichung  verbunden  sind, 
könnte  man  den  Ausdruck  für  P  auf  unzählige  Arten  transformieren. 
Man  könnte,  was  im  allgemeinen  gesucht  wird,  P  als  Function 
nur  von  r  ausdrücken,  was  man  dadurch  erlangt,  dass  0  aus  der 
vorhergehenden  Gleichung  und  der   der  Trajectorie  eliminiert  wird. 

§  402.  Nehmen  wir  den  Fall  eines  nach  dem  Gesetze  der 
Flächenräume  in  Beziehung  auf  den  Brennpunkt  durchlaufenen 
Kegelschnittes,  welcher  seine  concave  Seite  diesem  Punkte  zuwendet. 

Wir  nehmen  den  Brennpunkt  zum  Ursprünge.  Dann  ist 
Gleichung  des  Kegelschnittes 

15.     r  =  j--p-^-^g, 

wo  p  den  Parameter  und  e  die  Excentricität  bedeutet. 
Daraus  leitet  man  her 

r  "•■    iS-i   ~"  p  • 
Folglich  in  Anwendnog  der  Gleichung  13.  des  vorigen  Capitels 

16.    P  =  -3.«!_. 

pr^ 

Die  Kraft  ist  also  eine  Attractivkraft,  welche  nach 
dem  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Distanz 
vom  Brennpunkte  variiert. 
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Fünfundfünfzigstes  Capitel. 

EUiptisclie  Bewegung  der  Planeten.  Die  Kepler'schen  Gesetze. 

§  403.  Wenn  wir  hier  von  der  Bewegung  der  Planeten  sprechen, 
so  verstehen  wir  immer  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  der 
Planeten. 

Denn  nach  einem  Theoreme,  welches  wir  später  beweisen 
werden,  ist  die  Bewegung  dieses  Schwerpunktes  dieselbe,  als  wenn 
die  ganze  Masse  des  Planeten  in  diesem  Schwerpunkte  condensiert, 
und  alle  die  Planeten  sollicitierenden  Kräfte  parallel  zu  sich  selbst 
nach  diesem  Schwerpunkte  transportiert  worden  wären. 

Die  Gesetze  der  Bewegung  der  Planeten  waren  von  Kepler 
aus  Beobachtungen  und  Berechnungen  des  Tycho  Brahe  hergeleitet, 
und  sind  diese  folgende  drei  Gesetze: 

1.  Die  Planeten  beschreiben  um  die  Sonne  ebene  Curven  nach 
dem  Gesetze  der  Flächenräume. 

2.  Die  Curven  sind  Ellipsen,  welche  die  Sonne  zum  Brenn- 
punkte haben. 

3.  Die  Quadrate  der  Zeiten  der  sideralen  Umläufe  sind  pro- 
portional den  Kuben  der  großen  Achsen  ihrer  Bahnen. 

Aus  diesen  Gesetzen  hat  Newton  das  Gesetz  der  Kraft  ab- 
geleitet, welche  die  Bewegung  erzeugt. 

§  404.  Die  Deduction  ist  folgende: 

Da  die  Trajectorie  eben  ist,  und  dabei  das  Gesetz  der  Flächen 
s^att  hat  in  Bezug  auf  das  Centrum  der  Sonne,  so  ist  die  Kraft 
eine  centrale  und  geht  durch  diesen  Punkt,  das  ist,  durch 
das  Centrum  der  Sonne. 

Da  ferner  die  Bahn  eine  Ellipse  ist,  welche  die  Sonne  zum 
Brennpunkte  hat,  so  wirkt  die  Kraft  nothwendig  umgekehrt 
proportional   dem   Quadrate    der   Distanz   von    der  Sonne. 

Wir  haben  bereits  im  §  401  gefunden,  dass  diese  Kraft  zum 
Ausdrucke  hat 


1.     P  =  — 


mc^ 


wo  c  die  Cons taute  der  Flächen,  p  den  Parameter  das  Kegelschnitte», 
und  m  die  Masse  des  angezogenen  Planeten  bedeutet. 


c2 


Setzt  man  —  =  [^  so  hat  man 


2.    P  =  — 
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rnji. 


r^ 


Daa  dritte  Eepler'sche  Gesetz  zeigt,  dass  |i  von  dem  betrach- 
teten Planeten  unabhängig  ist. 

In  der  That  ist  die  Constante  der  Flächen  c  gleich  dem  Zwei- 
fachen des  Verhältnisses  zwischen  der  Fläche,  welche  der  Radius 
vector  beschrieben  hat,  und  dem  zu  ihrer  Beschreibung  erforderlichen 
Zeittheile.  Bedeutet  T  die  Dauer  eines  Umlaufes,  so  beschreibt  der 
Radius  vector   in  der  Zeit  T  die  Fläche  rab,   folglich  ist 

_2icab 
Ferner  hat  man  für  die  Größe  des  Parameters   den  Ausdruck 

daher  ist 

c^       4ff^a^ 


5.      (JL  =  = 


p  T^ 


a3 


Nach  dem  letzten  Kepler'schen  Gesetze  ist  die  Größe  ^^  für 

alle  Planeten  dieselbe,  und  daraus  folgt,  dass  die  Kraft 

_  m  [1. 
r2" 

für  welchen  Planeten  immer  dieselbe  bleibt. 

Als  Schluss  dieser  Betrachtungen  haben  wir  demnach: 

Jeder  Planet  wird  gegen  das  Centrum  der  Sonne  durch 
eine  Kraft  getrieben,  welche,  unabhängig  von  der  etwaigen 
besonderen  Natur  des  Planeten,  proportional  seiner  Masse 
und  umgekehrt  proportional  ist  dem  Quadrate  seiner  Ent- 
fernung vom  Centrum  der  Sonne. 


Directes  Problem. 

§  405.  Newton  legte  sich,  nachdem  er  dieses  Resultat  ge- 
funden, folgendes  Problem  vor: 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  finden,  welcher 
gegen  ein  fixes  Centrum  nach  dem  Verhältnisse  der  Masse  und  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung  angezogen 
wird. 
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Die  centrale  Kraft  ist 


_  rnji 

Die  Gleichung   der   lebendigen   Kräfte   gibt,   wie   aus  3.   des 
§  396  zu  ersehen, 

6.     ^  =  --^dr, 

r 

Nach  der  Theorie  der  centralen  Kräfte  hat  man  überdies,  ver- 
möge Formel  6.  des  §  396, 


v^  =  c^ 


Uhi^] 


Ersetzt  man  darin  v^  durch  seinen  Wert  aus  7.,  so  kommt 

Dieses  ist  die  Diflferentialgleichung  der  Trajectorie,  welche  auch 
in  nachstehender  Form  geschrieben  werden  kann: 

Zum  Zwecke  der  Integrierung  setzen  wir 
«0  wird  die  Gleichung  in  p 

10.  (A0'= ,  _  p.  .  e  =  ±  -  ^. 

Integriert  man,  so  ist 

11.     0  —  a  =  +  arc  cos  p,  p  ^  cos  (0  —  a), 

wo  a  eine  Constante  ist. 

Die  Gleichung  der  Trajectorie  wird  demnach,  wenn  man  fllr  p 
seinen  Wert  wieder  einsetzt, 

12.    A  =  A  + 1^471^  eos(e_a). 
r         c^  c*         c^ 
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Das  Radical  kann  man  immer  positiv  nehmen.  Denn  wäre  es 
negativ,  so  kann  man  der  willkürlichen  Constante  a  die  Größe  t:  zu- 
setzen, und  das  Radical  wird  positiv. 

§  406.  Die  Gleichung  ist  die  eines  Kegelschnittes.  Man  weiß 
nämlich,  dass  die  allgemeine  Polargleichung  der  Kegelschnitte  ist, 
wenn  man  den  Brennpunkt  zum  Pole  nimmt, 

r  = P 

1  -}-  ö  cos  (ö  —  a) 

oder 

—  =  — cos  (ß  —  a), 

r        p    '    p  ' 

wo  p  der  Parameter  und  e  die  Excentricität  ist. 

Identificiert  man  die  beiden  Gleichungen,  so  hat  man 

1_    [1         _   c2 
p         c"^ '  ^  |1  ' 

ein  Resultat,  welches  wir  bereits  sub  5.  erhalten. 

Dann  hat  man 


C2 


C2 


und  wenn  man  fUr  p  den  erhaltenen  Wert  —    darin    einsetzt,    so 
kommt 


13.    e=fl+Af 

Dieser  Ausdruck  gibt  die  Art  des  Kegelschnittes,  welche,  wie 
wir  sehen  werden,  einzig  und  allein  vom  Zeichen  der  Constante  der 
lebendigen  Kräfte  h  abhängt. 

a)  Ist  h  negativ,  dann  ist  e  kleiner  als  1,  und  die  Trajectorie 
ist  eine  Ellipse. 

b)  Ist  h  =  0,  dann  ist  e  =  1,  und  die  Trajectorie  ist  eine 
Parabel. 

c)  Ist  endlich  h  positiv,  also  e  größer  als  1,  alsdann  ist  die 
Trajectorie  eine  Hyperbel. 

Wie  aber  aus  7.  zu  ersehen,  ist  der  Wert  der  Constante  der 
lebendigen  Kräfte 

h  hängt  also  nur  von  dem  numerischen  Werte  der  anfäng- 
lichen Geschwindigkeit,   nicht  aber  von  der  Richtung  derselben  ab. 
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Ergeben  also  die  anfänglichen  Bedingungen  für  die  Trajectorie 
eine  Ellipse,  wird  man  auch  dann  eine  Ellipse  haben,  wenn  das 
Mobile  vom  selben  Punkte  mit  derselben  anfknglichen  Geschwindig- 
keit nach  einer  ganz  anderen  Richtung  lanciert  wurde. 

§  407.  Nehmen  wir  den  Fall  einer  Ellipse  an,  indem  man 
h  <  0  voraussetzt,  und  drücken  wir  die  Elemente  der  Bahn  mittelst 
der  anfänglichen  Werte  der  Variablen  aus. 

Wir  hatten 


=-!',«=rrT5: 


daraus 

^  =  {2  (e2-l)  =  -^(e'-l). 

Fuhrt  man  darin  die  Achsen  der  Ellipse  ein,  so  hat  man 

a 
Diese    letzte   Relation   gibt   die  Größe   der  großen  Achse   der 
Ellipse,  welche  nur  von  der  Constante  der  lebendigen  Kräfte  abhängt. 

Die  kleine  Achse  hat  man  dann  aus 


b'^        c^ 
P  = 

daher 


P=a  = 


15.     b2  =  —  a,  b  =  c  y^. 

In  dieser  Weise  kann  man  die  Ellipse  construieren,  wenn  man 

c  =  X  -^  —  y  -T—  kennt,  und  wird  bemerkt,  dass  c  durch  die  an- 
dt        "^   dt  '  ' 

fänglichen  Bedingungen    der  Bewegung  bestimmt   sein   wird.     Wie 

dy  dx 

man  sieht,  ist  c  der  Wert,  den  x  -^^ y  ~z—   im  Beginn    der   Be- 

'  dt        -^   dt  ^ 

wegung  hat^  ist  also  das  Moment  der  anfänglichen  Geschwindigkeit 

in  Beziehung  auf  die  z- Achse. 

Sechsandfünfzigstes  Capitel. 
Bewegung  der  Kometen  und  Satelliten. 

Die  Kometen. 

§  408.  Kepler  hat  seine  Untersuchungen  auf  die  Kometen  nicht 
ausgedehnt,   da  er    sie  für  vorübergehende  Meteore   gehalten.     Erst 
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Newton  wendete  seine  Forschungen  den  Kometen  zu.  Indem  er  ge- 
funden, dass  ein  Punkt,  welcher  von  der  Sonne  im  verkehrten  Ver- 
hältnisse des  Quadrates  der  Entfernung  angezogen  wird,  nicht  bloß 
eine  Ellipse,  sondern  auch  eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel  be- 
schreiben kann,  hat  er  den  Gedanken  gefasst,  dass  die  Kometen 
eben  so  Bahnen  um  die  Sonne  wie  die  Planeten  beschreiben  können, 
nur  anderer  Art,  als  Parabeln,  gestreckte  Ellipsen  mit  großen  Ex- 
centricitäten,  oder  selbst  einen  Zweig  der  Hyperbel,  und  eben  des- 
halb seltener  erscheinen.  Da  bei  sehr  gestreckten  Ellipsen  der  Theil, 
welcher  dem  Brennpunkte  am  nächsten  liegt,  als  eine  Parabel  mit 
demselben  Brennpunkte  und  demselben  Scheitel  einer  unendlich 
großen  Achse  angesehen  werden  kann,  kann  man  annehmen,  dass 
der  Komet  in  der  Nähe  der  Sonne  nach  dem  Flächengesetze  eine 
Parabel  beschreibe,  wo  die  Sonne  im  Brennpunkte  liegt.  Halley, 
Zeitgenosse  Newtons,  hat  diesen  Gedanken  Newtons  in  zahlreichen 
Fällen  verificiert,  und  die  späteren  Beobachtungen  haben  dieses  be- 
stätigt. 

§  409.  Stellen  wir  uns  vor  einen  Kometen  von  der  Masse  m, 
der  um  die  Sonne  als  Brennpunkt  nach  dem  Flächengesetze  eine 
Parabel  beschreibt.  Dieser  Komet  wird  gegen  die  Sonne  durch  eine 
Kraft  sollicitiert,  welche,  nach  dem  früheren,  den  Ausdruck  hat 

_mc2    j^ 
^~         p    •  r2' 

wo  unter  p  der  Parameter  der  Parabel  verstanden  wird. 

Für  einen  zweiten  Kometen  von  der  Masse  m'  wird  man  für 
die  Kraft  den  Ausdruck  finden 

m'c'2   1 


P  =  — 


P'     r 


«2- 


C^  ,     C^ 


Die  Beobachtungen  zeigen,  dass   die  Verhältnisse  —    und      , 

4  ff^  a^  • 
einander   gleich   sind,    und   den   gemeinsamen   Wert   von   — ^^ — , 

welcher  sich  auf  irgend  einen  Planeten  bezieht,  haben. 

Der   Ausdruck    der    centralen    Kraft,    welche    den    Kometen 
bewegt,  ist  demnach  derselbe,  wie  für  die  Planeten 

_m|x 

r2  ' 

so  dass  |i  denselben  Wert  hat  für  alle  Planeten  und  alle  Kometen. 
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Die  Satelliten, 


§  410.  filan  hat  sich  durch  Beobachtungen  überzeugt,  dass 
auch  die  Satelliten  den  Kepler'schen  Gesetzen  unterworfen  sind,  und 
zieht  daraus  den  Schluss,  dass  jeder  Planet  seine  Satelliten  pro- 
portional ihren  Massen  und  verkehrt  proportional  dem  Quadrate  ihrer 
Distanzen  vom  Centrum  der  Planeten  anzieht.  Dieselbe  Anziehung 
übt  der  Planet  auf  Körper  aus,  die  auf  seiner  Oberfläche  sich  be- 
finden, wie  wir  dieses  bei  der  Erde  gesehen,  wo  diese  Anziehung 
die  Kraft  der  Schwere  ist.  So  ist  es  die  Attraction  der  Erde  auf 
die  Körper,  welche  sich  auf  ihrer  Oberfläche  befinden,  die  diese 
Körper  vertical  fallen  lässt,  wenn  sie  ohne  Geschwindigkeit  sich 
selbst  tiberlassen  werden,  und  wenn  sie  schief  lanciert  werden,  die- 
selben eine  Parabel  beschreiben  lässt,  welche  nichts  Anderes  als  der 
Theil  einer  sehr  gestreckten  Ellipse  ist,  deren  Brennpunkt  sich  im 
Mittelpunkte  der  Erde  befindet.  Daraus  geht  auch  hervor,  dass  die 
Attraction  der  Erde  auf  einen  äußeren  Punkt  dieselbe  ist,  als  wenn 
die  ganze  Masse  der  Erde  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre, 
was  wir  auch  bei  der  Theorie  der  Attraction  bewiesen  haben. 

Die  Kraft  also,  welche  den  Mond  in  seiner  Bahn  erhält,  ist 
dieselbe  Kraft  der  Schwere. 

Newton  hat  dieses  in  folgender  Weise  bewiesen. 

§  411.  Sei  ai  die  halbe  große  Achse  der  Mondbahn,  T^  die 
Zeitdauer  des  sideralen  Umlaufes  des  Mondes  um  die  Erde,  m^  die 
Masse  des  Mondes.  Die  Attraction  der  Erde  auf  den  Mond  wird  den 
Ausdruck  haben,  wenn  wir  die  Kraft  der  Attraction  mit  P  bezeichnen, 
wie  wir  aus  früherem  ersehen, 


^    mi 


Die  Excentricität  der  Mondbahn  ist  sehr  klein,  und  man  kann 
diese  als  Kreis  betrachten,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  der  Erde 
zusammenfällt.  Alsdann  wird,  da  r  =  aj  ist, 


1.     P  =  — 


4it^a,  m, 


Bezeichnen  wir  andererseits  den  Halbmesser  der  Erde  mit  p, 
und  denken  wir  uns  die  Mondmasse  auf  der  Oberfläche  der  Erde, 
also  in  der  Entfernung  p  von  ihrem  Centrum  placiert,  so  wäre  diese, 
wenn  man  die  Centrifugalkraft,  worüber  wir  weiter  unten  sprechen 
werden,  die  gegenüber  der  Schwere  sehr  gering  ist,   vernachlässigt, 
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von  einer  Kraft  attrahiert,   die  dem  Qewicbt  gleichkommt,   und  die 
wir  mit  P'  bezeichnen,  so  dass  man  hätte 

2.     F  =  — m,g. 

Diese  beiden  Kräfte  1.  und  2.  müssen  sich  umgekehrt  wie  die 
Quadrate  der  Entfernungen  vom  Mittelpunkte  der  Erde  verhalten, 
und  man  hat,  da,  wie  man  berechnet  hat,  die  halbe  große  Achse  der 
Mondbahn  a^  gleich  60  p  ist, 


daher 


P'         a  ^ 

3.      p-=^,.  =  60^ 

_  P  _  P602  _  4Ä2m,  60p  .  60^  _  4^^ .  60^p 
^~mi~    mi    ~         Ti^m,"         ~        T^^      • 


27:p,  das  ist  der  Umfang  der  Erde,  ist  40,000.000  Meter.  Tj,  in 
Secunden  berechnet,  =  39.343*60. 

EfFectuiert  man  die  Rechnung,  so  findet  man 

g  =  9°* .  7. 
Dieser  Wert   differiert   wenig   von  der   mittleren  Acceleration 
der  Schwere  auf  der  Erde,  welche 

g  =  9°^ .  8 

ist.  Die  Differenz  stammt  daher,  weil  die  Rechnung  nicht  rigoros 
durchgeführt  wurde,  und  würde  bei  rigoroser  Rechnung  diese  kleine 
Differenz  verschwinden. 

Siebenundfünfzigstes  Capitel. 

Universelle  Attraction. 

§  412.  Wir  sehen  also,  dass  die  Sonne  die  Planeten  und 
Kometen,  und  die  Planeten  die  Satelliten  anziehen,  und  dass  die 
Anziehung  ganz  mit  der  Kraft  der  Schwere  übereinstimmt,  welche, 
wie  wir  gesehen,  auf  alle  einzelne  Partikel  der  Materie  wirkt.  Die 
Erde  zieht  materielle  Punkte  auf  ihrer  Oberfläche,  wie  sie  den  Mond 
anzieht,  und  die  Intensität  dieser  Anziehung  auf  einen  Massepunkt  m, 

in  welcher  Distanz  immer,  ist  —2-,  wenn  die  der  Erde  zukommende 

Kraft  der  Attraction  mit  jjl'  bezeichnet  wird.  Sie  erstreckt  sich  auch 
auf  die  Sonne,  und  wird  die  Masse  der  Sonne  mit  m'  bezeichnet, 
so  zieht  die  Erde  diese  mit  einer  Intensität  an,  welche  zum  Aus- 
drucke hat 

m'[i' 
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Andererseits  zieht  die  Sonne  die  Erde  an,  und  ist,  wenn  man 
die   Masse    der    Erde    mit    ni,     und    die    der   Sonne    zukommende 

Attraction  mit  [i.  bezeichnet,  die  Intensität  dieser  Kraft  — ^. 

Nach    dem  Principe   der  Gleichheit   der  Action   und  Beaction 

aber   müssen   diese  beiden  Attractionen  gleich  sein,  und  ergibt  sich 

daraus 

m'fji' m|i 

1.     -!    "~r2"~T2" 

m'[j.'  =m|i, 


daher 


2.     -'^=''-  =  f. 
m'         m 


Substituiert   man   die  Werte  Ton  |i  und  \i'   aus   2.  und  1.,  so 

erhält  man  für  die  Intensitäten  der  beiden  wechselseitigen  Attractionen 

den  gemeinsamen  Ausdruck 

Q      fmm' 


r2 


§  413.  Newton  hat  also  das  Princip  der  universellen  At- 
traction dahin  ausgesprochen:  Zwei  materielle  Punkte  von 
den  Massen  m  und  m',  und  von  einander  in  der  Distanz  r 
placiert,  ziehen  sich  wechselseitig  mit  einer  Intensität 
«mm' 


r2 


an. 


Der  Coefficient  f  ist,  wie  wir  schon  bei  der  Theorie  der  At- 
traction erwähnt,  die  Attraction  der  Einheit  der  Masse  auf  die  Ein- 
heit der  Masse  in  der  Einheit  der  Distanz. 

Nimmt  man  als  fundamentale  Einheiten  das  Meter,  die  Gramm- 
kraft (dyne)  und  die  Secunde  mittlerer  Zeit,  so  ist  nach  Ver- 
suchen von  Cavendish,  Cornu  und  Baille 

f=0,0"676g2. 

In  der  neuesten  Zeit  hat  man  dieses  Gesetz  der  Anziehung 
auch  auf  die  Doppelsterne  ausgedehnt 

AchtundfüTifeigstes  Capitel. 
Elementare  Kenntnisse  aus  der  Mechanik  des  Hinunels. 

§  414.  Wir  wollen  noch,  ausgehend  von  dem  erörterten 
Principe,  die  Bewegungen  der  Körper  des  Himmels,  ganz  besonders 
unseres    Sonnensystemes,   Sonne,   Planeten,   Satelliten  und  Komelcn 
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näher  betrachten.  Von  den  Wirkungen  der  Sterne  auf  unser  Sonnen- 
system können  wir  absehen,  weil  die  Entfernungen  der  Sterne,  im 
Verhältnisse  der  Dimensionen  des  Sonnensystems,  Ton  solcher  un- 
ermesslichen  Größe  sind,  dass  ihre  Wirkungen  auf  unser  Sonnen- 
system verschwinden.  Wir  können  uns  daher  auf  die  wechselseitigen 
Wirkungen  d^r  Körper  unseres  Sonnensystems  beschränken. 

Die  Mechanik  des  Himmels  befasst  sich  vorzugsweise  mit  zwei 
Problemen : 

1.  Die  Bewegungen  der  Schwerpunkte  der  Körper  des  Himmels, 

2.  die    Bewegungen    dieser    Körper    um    ihre    Schwerpunkte 
zu  finden. 

Wir  beschränken  uns  hier,  manche  Andeutungen  aus  dem  ersten 
Problem  zu  geben. 

Problem  der  giwei  Körper. 

§  415.    Betrachten  wir  die  Sonne  und  einen  bestimmten  Pla- 
neten, beide  reduciert  auf  ihre  Schwerpunkte. 

Die  Massen  der  anderen  Körper  des  Sonnensystems,  welche 
im  Vergleiche  zur  Masse  der  Sonne  sehr  klein  sind,  können  wir 
bei  einer  ersten  Approximation  außeracht  lassen.  Wir  gehen  aho 
dabei  von  der  Annahme  aus,  dass  das  Sonnensystem  nur  aus  der 
Sonne  und  dem  betrach- 
teten Planeten  besteht.  Fig.  91. 
Dann  haben  wir  ein  *'  /P 
einfaches  Problem,  das 
der  zwei  Körper,  deren 
Integrale  man  finden 
kann.  Hat  man  diese 
gefunden,  dann  sucht 
die  Mechanik  des  Him- 
mels, in  welcher  Weise 
die  Eechnung  modifi- 
ciert  werden  muss,  um 
die  Wirkungen  der 
anderen  Körper  mit  in 
Rechnung   zu  bringen. 

Seien   M  und  m 
die  Massen  der  Sonne 

S  und  des  Planeten  P,  a,  ß,  y  die  Coordinaten  der  Sonne  S,  auf  ein 
rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogen,  x,  y,  z  die  Coordinaten 
des  Planeten  P,  auf  dasselbe  Coordinatensystem  bezogen. 


Weiaitein,  Bationelle  Mechanik.  I. 


21 
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Die  Kraft   der  Attraction   dieser  beiden  Körper,   die   wir  aU 
materielle  Punkte  betrachten,  hat  den  absoluten  Wert  von 

.  Mm 


Die  Projectionen  dieser  Kraft,  von  P  auf  S  wirkend,   auf  die 
Achsen  sind 

^  M  m    X  —  a 


—  a    ^  Mm    j  —  ß    -Mm   z  —  y 
r      '        j2  r      '        r'^         r     * 


Die    Projectionen   dieser   Kraft   von  S  auf  P  haben   dieselben 
Ausdrücke,  nur  mit  entgegengesetztem  Zeichen, 

Mm    a  —  X    -Älm    ß^y    -Mm^  —  z 
fZ  T      '        T^  r  r^  r 

Die  BewegungRgleichungen  für  S  werden  mithin  sein 

d^a         -Mm      x  —  a 


S.     1. 


M 


M 


M 


d^ß  _      Mm      y  ~  ß 
d^Y 


-— f 


Mm       z  —  Y 


d  i^  r-'  r 

Die  Bewegungsgleichungen  von  P  sind 


P.    2. 


d2x 


m 


m 


di2 

d2y   _ 

di2   ~ 
d^z 


-^m_ 
~r2- 

^  Mm 


r 

r 
Y  — z 


§  416.  Integriert  man  diese  Systeme,  so  ergeben  sich  a,  ß,  y» 
X,  y,  z  als  Functionen  der  Zeit,  indem  man  noch  die  Relation  hinzufügt 

Setzt  man  je  zwei  Glieder  der   beiden  Systeme  S  and  P  Ton 
demselben  Range  zusammen,  so  hat  man 


3. 


„  d»a     ,         d^x 

M.^.^-l  +  m*^^:^- 


M 


dt2 
d^T 


dt» 


-  =  0 


dt* 


dt» 
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Die  Coordinaten   des  Schwerpunktes   beider  Massen,    die  wir 
mit  4y  7],  C  bezeichnen,  sind,  wie  man  aus  der  Statik  weiß, 

. Ma  4-  mx 


4. 


T. 


c  = 


M  -|-  ni 
Mß  +  my 

M  -|-  m 
M  Y  -|-  ™2 


M  +  m 
Die  Gleichungen  3.  werden  demnach 

5. 


dt2  "'    dt2  "'    dt^  "• 


Diese  letzten  drei  Gleichungen  zeigen  also,  dass  der  Schwer- 
punkt des  Systems  von  einer  geradlinigen  und  gleichförmigen  Be- 
wegung belebt  ist,  was  eben  nur  der  besondere  Fall  des  allgemeinen 
Theoremes  über  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  ist. 

§  417.  Wir  wollen  nun  die  relative  Bewegung  des  Punktes  P 
in  Beziehung  auf  S  suchen. 

Zu  diesem  Ende  transportieren  wir  die  Achsen  parallel  zu 
sich  selbst  nach  S,  und  nennen  die  neuen  Coordinaten  von  P  in 
Bezug  auf  dieses  System  x,  j,  z 

Xi=x  — a,      y,  =y— ß,      z,  =  z  —  ß. 

Dividiert  man  die  Gleichungen  1.  durch  M,  die  Gleichungen  2. 
durch  m,  und  zieht  dann  je  ein  Glied  der  Gleichungen  1.  von 
einem  Gliede  gleichen  Ranges  der  Gleichungen  2.  ab,  so  erhält  man 


P.     6. 


d^x, 


(M  +  m)    X, 


dt2 

X 

r2 

r 

d^y, 
dt2 

f 

(M  + 

m) 

yi 

r 

d*z, 

f 

(M  + 

in) 

Zt 

dt* 


Multipliciert  man  diese  Gleichungen  mit  m,  so  kommt 


7. 


m 


m 


m 


d*x. 


—  f 


=  — f 


dt* 

d^.   _ 
dt* 

dt*    "" 


(M  +  m) 

r* 
(M  +  m) 

r* 
(M  +  m) 


m 


m 


m 


■1 


r 

yi 


r 
z 


I 
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§  418.  Die  Form  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  der  Punkt 
^\j  7i9  ^1  (^)  ^^^^  ^^  Beziehung  auf  S  so  bewegt,  als  wenn  S  fix 
wäre,  statt  der  Masse  M  die  Masse  M  -|-  m  besessen,  und  mit 
dieser  Masse  M  -f-  iii  ^^^^  Punkt  P  nach  dem  Newton'schen 
Gesetze  angezogen  hätte.  Denn  diese  Gleichungen  sind  die 
der     Bewegung     eines     Punktes     von     der     Masse   m,      welcher 

gegen  einen  fixen  Punkt  von  einer  Kraft  f  ^^ — —■ — -  m  angezogen 

r^ 

wird,   ein  Ausdruck  von  der  Form  --  ^~y  wo  |i  =  f  (M  -|-  ™)  ist. 

r 

Das  erste  Kepler'sche  Gesetz  findet  daher  auf  diese  Bewe- 
gung Anwendung,  die  relative  Trajectorie  ist  ein  Kegelschnitt, 
worin  S  der  Brennpunkt  ist,  und  den  P  nach  dem  Flächengesetze 
beschrieben.  Da  es  sich  femer  um  einen  Planeten  handelt,  so  ist 
dieser  Kegelschnitt  eine  Ellipse.  Berechnet  man  die  Elemente  dieser 
Bahn,  so  findet  man  wie  gezeigt,  wenn  mit  a  die  halbe  große  Achse 
und  mit  T  die  Dauer  des  Umlaufes  bezeichnet  wird,  dass  diese 
beiden  Elemente  durch  die  Relation  verbunden  sind 

8.    |i.  =  f(M  +  m)=* 


»JI2 


a» 


Daraus  sieht  man,  dass  das  Verhältnis  -^^-^  nicht  unabhängig 

von  m  ist,  so  dass  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz  nicht  genau  richtig 
ist,  da  die  Massen  der  Planeten  von  einander  verschieden  sind.  Das 
letzte  Kepler'sche  Gesetz  ist  nur  approximativ  richtig,  f  m  bildet 
aber  nur  einen  sehr  kleinen  Theil  der  Größe  f  (M  -j-  ^)' 

Da  die  Größe  f  bekannt  ist,  so  hat  man  aus  8.  einen  ge- 
näherten Wert  von  M  -f-  m. 

F(ir  einen  anderen  Planeten  von  der  Masse  m',  der  halben 
großen  Achse  a^  und  der  Umlaufszeit  T,  wird  man  einen  ähnlichen 
Ausdruck  haben 


daher 


f(M  +  m,)  =  ^-*S 


a^      a«^        -    .    m     ^    .     mi 


^  =  1  -4-  -=-  •  1  4-  -  -*- 

N^-iT-  und  -^  sind  sehr  kleine  Größen,  so  dass  man  die  Größen 
M  M  ' 


a^        -    »1  ^ 


-^2  ^nd  -Tjfy  als  gleich,  und  dieses  Verhältnis  für  alle  Planeten  als 
constant  annehmen  kann. 
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Neunundfünfzigstes  Capitel. 

Hasse  der  Planeten. 
§  419.  Die  Gleichung 

A  «r2  o  3 

f(M  +  m)  =  -*^-i-, 

ZU  der  wir  gelangt  sind,  verhilft  uns  zur  Kenntnis  der  Masse  eines 
Planeten,  welcher  von  einem  Satelliten  begleitet  ist. 

Seien  m  und  m'  die  Massen  des  Planeten  P  und  des  Satelliten 
S,  und  seien  die  Actionen  der  Sonne  und  der  anderen  Körper  des 
Sonnensystems  auf  den 
betrachteten  Planeten 
und  seinen  Satelliten 
7,  (f\  Beide  Actionen 
sind  proportional  den 
Massen  und  fast  pa- 
rallel, da  die  Distanz 
des  Planeten  von  seinen 
Satelliten,  die  wir  mit  r^ 
bezeichnen,  sehr  gering 
ist  im  Vergleiche  zu 
den  Distanzen  des 
Planeten  von  der  Sonne 
und  den  anderen  Kör- 
pern. Bezeichnen  wir 
ferner  die  Projectionen 
der    Attraction    dieser 

anderen  Körper  auf  die  Einheit  der  Masse  des  Planeten  mit  X,  Y,  Z, 
die  Coordinaten  des  Planeten  P  mit  x,  y,  z,  die  Coordinaten  des 
SateUiten  £  mit  x',  y',  z\ 

Die   Bewegungsgleichungen   des   Planeten   und   des   Satelliten 
werden  sein 


P.     1. 


m 


m 


m 


d^x 
dt2 
d2y 
dt2 
d^z 
dt2 


=  mX  +  f 


mm'  x' 


1  *i 


^   .    «  mm-  x-  —  y 
=  m  Y  -f-  f  — T, 


=  mZ  +  f 


mm'   z' 


z 
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S.    2. 


m' 


m 


=  m'X—  f 


mm'  x'  —  X 


Fl  r, 


d»x' 
dt» 

dt»  "~  r,»         r, 

d^z' 


ra' 


dt»' 


=  m'  Z  —  f 


mm'   z*  —  z 


'1  '1 

Transportieren  wir  jetzt  die  Achsen  parallel  zu  sich  selbst  nach 
P,  und  sdne  neuen  Coordinaten  von  £  x^',  j,',  Z|' 

X,'  =  x'  —  x,  y,'  =  y'  —  y,  z,'  =  z'  —  z. 

Dividiert  man  die  Gleichungen  1.  durch  m,  die  Gleichangen  2. 
durch  m',  und  zieht  die  Gleichungen  1.  von  2.  ab,  so  hat  man  die 
Gleichungen  der  relativen  Bewegung  von  S 

d»xt'  _  (m  +  m')    xi' 

dt»    "~  r,»  r, 

^       f   (m  +  m')     yi' 


S.    3. 


dt»    ■ 

d»zi'.  _  _      (m  -f  m')   ^'_ 
dt»    ~  r.»  r.  ' 


und  wenn  man  sie  mit  m'  multipliciert 


^,d^x/^       ^    (m  +  mO   _,  X,' 


4. 


dt2 


m' 


1 


m'  -^^-  ==  —  f  -^^ ^i — ^  m'  -=^ 


1 


1 


m 


,  d^/_ 

dt2     ~ 


^Jm  +  ra')   _,    z, 


..  2 


m 


Die  Actionen  cp,  cp'  sind  verschwunden. 

Diese  Gleichungen  zeigen,   dass  der  Satellit  um  den  Planeten 
eine   Ellipse   beschreibt,    als   wenn   dieser   fix   und  von    der  Masse 

m  -|-  m'  wäre,  und  den  Satelliten  mit  der  Kraft  f  -^^ — ^^^ an- 
ziehen würde. 

§  420.     Bezeichnet   man   mit  a'   die    halbe   große  Achse   der 
Bahn  des  Satelliten,  mit  T'  die  Umlaufszeit,  so  hat  man 


a 


'3 


6.    f(m  +  m')  =  4«»-^^, 
und  da  wir  fQr  den  Planeten  hatten 


6.    f(M  +  m)  =  4i:»-^ 


T»  ' 
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flo  erhalt  maD,  indem  man  5.  durch  6.  diWdiert 

.    1+°'' 

7. 


1  + 

m         '     m           a'' 

a» 

M    ^        m   ~    T'2  ■ 

ipj 

m 

Ist  die  Masse  des  Satelliten   im  Vergleiche  zum  Planeten  sehr 
gering,  kann  man 


m 


1+  "^ 


M 

gleich  der  Einheit  setzen,  und  dann  hat  man 


m  a''       a* 


8.     -^  = 


80  dass  man  die  Masse  des  Planeten  im  Verhältnisse  zu  der  der 
Sonne  berechnen  kann. 

§  421.  Dieser  Weg  der  Berechnung  ist  bei  der  Erde  nicht 
anwendbar,  da  die  Masse  des  Mondes  im  Verhältnisse  zur  Masse 
der  Erde  nicht  als  sehr  gering  betrachtet  werden  kann. 

Hier  wird  ein  anderer  Weg  eingeschlagen.  Wir  hatten 
bereits 

f(M4-m)  =  4i:^^. 

Nimmt  man  aber  einen  Massepunkt  von  der  Einheit  der  Masse 
auf  der  Oberfläche  der  Erde,  alsdann  ist  die  Attraction  der  Erde, 
deren  Masse  wir  mit  m  bezeichnen,  auf  diesen  Punkt,  wie  wir  im 
Capitel  der  Attraction  gesehen,  wenn  wir  die  Erde  als  sphärisch 
und  bestehend  aus  concentrischen  homogenen  Schichten  annehmen 
gleich  der  Attraction  eines  materiellen,  im  Mittelpunkte  der  Erde 
placierten  Punktes  von  der  Masse  m,  also  gleich  als  wäre  die  ganze 
Masse  der  Erde  in  ihrem  Mittelpunkte  concentriert^  und  hat  also 
zum  Ausdrucke,  wenn  wir  diese  mit  G  und  den  Halbmesser  mit  p 
bezeichnen, 

9.    G  =  i?. 
Eliminiert    man    aus    dieser    Gleichung    und    der    Gleichung 
f  (M  -|-  in)  =  4ic^  7j^  die  Größe  f,  so  kommt 

.^      M  47c2a^ 
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Diese  GieichuDg  10.  gibt  das  gesuchte  Verhältnis  der  Masse  der 
Erde  zu  der  Sonne,  und  da  ferner  der  Coeffieient  f  bekannt  ist,  so 
hat  man  aus  der  Gleichung  9.  die  Masse  der  Erde.  Berechnet  man 
nach  der  Formel  10.  das  Verhältnis  der  Masse  der  Erde  zu  der  Sonne, 
so  findet  man,  indem 

G  =  9»  81645 
p  =  6364551°^ 
T  =  86400"  X  365,2563 
a  =  23984  p 

sind, 

M 

-^  =  354-592 
m  ' 

um  so  vielmal  größer  ist  die  Masse  der  Sonne  als  die  der  Erde. 

§  422.  Hat  man  die  Masse  der  Erde  bestimmt,  so  kann  man 
die  Masse  eines  jeden  Planeten  bestimmen,  der  keine  Satelliten  hat 

Für  den  Planeten  von  der  Masse  m',  bei  welchem  die  halbe 
große  Achse  der  Bahn  a^  und  die  Umlaufszeit  T^  ist,  hat  man 

11.      f(M  +  mO  =  -^-?-. 

FUr  die  Erde,  deren  Masse  mit  m  bezeichnet  wird,  hat  man 

fm 


12.    G  = 


P*' 


wenn  der  Halbmesser  der  Erde  mit  p  bezeichnet  wird. 
Eliminiert  man  f,  so  ergibt  sich 

\  m  m  / 


^Q       4  71^  a,^         ^    « /  M     .    m^ 


M 

Ersetzt  man durch  den  gefundenen  Wert  354*592,  so  kann 

m' 
man  aus  13.  —  bestimmen. 

m 


Sechzigstes  Capitel. 

Bestimmung  der  Zeit  In  der  elliptisclien  Bewegung. 

§  423.  Wir  haben  gesehen,  dass  der  Planet  P  von  der  Masse  m, 
in  Beziehung  auf  fixe,  durch  das  Centrum  der  Sonne  S  gezogene 
Achsen  sich  so  bewegt,  als  wenn  die  Sonne  fix  wäre  und  eine 
Masse  hätte,  die  gleich  ist  ihrer  wirklichen  Masse  M,  vermehrt  um 
die  Masse  des  Planeten  m.    Der  Planet   von    der  Masse  m    bewegt 
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sich  daher  um  die  Sonne,   als   wäre  er  von  einer  Kraft  soUicitiert, 
die  zum  Ausdrucke  hat 


1. 


« (MJ-  m)jQa jt 


m 


r2  r2 


,t  =  f(M  +  {t). 

Die  Umlaufsbahn  ist  eine  Ellipse,  deren  Brennpunkt  S  ist. 

Nehmen  wir  ihre  Ebene  zur  Ebene  der  x  7,  nennen  ihre  halbe 
große  Achse  a,  den  Parameter  p,  ihre  Excentricität  e,  so  hatten  wir 
im  §  407 

c^  =  (t  p  =  {1  a  (1  —  e^) 


2. 


h  =  — 


a 


Fig.  93. 


y 


Sei  nun  die  Trajeetorie  des  Planeten  APA',  A  der  Punkt, 
welcher  der  Sonne  am  nächsten  steht,  Perihelium  genannt,  der 
Scheitel  A'  der  am  weitesten 
Ton  S  abstehende  Punkt,  Aphelium 
genannt,  (o  der  Winkel,  den  der 
Radius  vector  des  Periheliums  mit 
der  X-Achse  bildet,  und  W  der 
Winkel  ASP,  den  der  Radius 
vector  S  P  =  r  mit  S  A  einschließt. 
Dieser  Winkel  heißt  die  wahre 
Anomalie.  Der  Polarwinkel 
X  S  P  =  0  ist  mit  der  wahren 
Anomalie  durch  die  Gleichung  ver- 
bunden 

e  =  W  -f  CO, 
wo  Oft  constant  ist. 

§  424.    Rechnen  wir  jetzt  die  Zeit,  die  das  Mobile   benöthigt. 
um  in  einen  gewissen  Punkt  seiner  Trajeetorie  zu  gelangen. 

Wir  hatten  im  §  405 

3.     v2_2^^  +  h  =  ?J^-J^, 
r  r         a 

ferner  hatten  wir  im  §  396 


daher 


^  (4^)'+?-=l^- 


UL 

a 
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Ersetzen  wir  in  dieser  Gleichung  c^  durch  seinen  Wert  aus  2. 
|JL  a  (1  —  e^),  so  hat  man 

'     Vdt/  r2  '      r         Ä* 

Diese  Gleichung   kann   auch   in   folgender   Form  geschrieben 
werden: 

und  daraus 


8 


.    f-fidt  =  ±— -^ 


fa^e^— "(a  — r)2 

§  425.  Nennen  wir  t  den  Zeitpunkt  des  Eintrittes  des  Mobile 

dr 
ins  Perihelium,  -r-  ist  positiv,   r  hat  den   kleinsten  Wert  a  (1  —  e) 

und  den  größten  Wert  a  (1  -}~  <^)y  UQ<^  ^^'^  muss  in  der  Gleichung  8. 
das  Zeichen  -{-  nehmen  und  beibehalten,  bis  r  wachsend  von  seinem 
kleinsten  Wert  den  größten  Wert  erlangt. 

Setzen  wir  in  8. 

9.     a  —  r  =  a  e  cos  u. 

Dieses  ist  möglich,  da  a  —  r  kleiner  bleibt  als  a  e,  u  wird  fUr  die 
ganze  Dauer  des  Umlaufes  von  0  bis  27c  variieren. 

Die  Gleichung  8.  wird  dann, 

10.  K  ^-  d t  =  a  (1  —  e cos u)du, 

a 

eine  Gleichung,  die  sofort  integriert  werden  kann,  und  gibt,  indem 
(t  —  t)  gleichzeitig  mit  u  Null  wird, 

11.  —  V  —  (t  —  t)  =  u  —  esinu. 
a      a 

t  erscheint  in  dieser  Weise   ausgedrückt   als  Function   von  u. 
u  ist  mit  r  verbunden  durch  die  Relation  9. 

12.     r  =  a(l  —  ecosu). 

§  426.  Will  man  die  Lage  des  Mobile  nach  Ablauf  einer  ge- 
wissen Zeit  t  berechnen,  so  gibt  die  Gleichung  11.  den  Wert  von  u 
und  die  Gleichung  12.  den  Wert  von  r. 

Den  Winkel  u  nennt  man  die  excentrische  Anomalie. 

Die  Gleichung  11.  schreibt  man  gewöhnlich  in  folgender  Form 

13.     n  (t  —  t)  =:  u  —  e  sin  u, 
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indem  man 


14.     n  =  -Y^,  a  =  n2a5 
a      a 


setzt. 


n  (t  —  t)  nennt  man  die  mittlere  Anomalie. 
Wir  hatten  für  (i  den  Ausdrnck 

47c2a^ 


daher 


16. 


15.       [1  rp2     > 

,   .       4«2a3 
n2a3  =  -^2- 


n*  =  -=.jr,  n  = 


rj^2» 


2tc 


daher  wird  die  Gleichang  13. 


17. 


27C 


(t  —  t)  ==  u  —  e  sin  u, 


wo  T  die  Dauer  des  Umlaufes  bedeutet. 

Den  Coefiicienten  n  = -^~    nennt    man    die    mittlere    Be- 
wegung, und  die  Gleichung  13.  heißt  die  Gleichung  von  Kepler. 

§  427.   Man  hat  in  12. 

r  =  a  (1  —  ecosu), 

die  Polargleichung  der  Ellipse  ist  aber 


r  = 


__aa-e5__^     ., 


a  (1  —  e  cos  u). 


1  +  ©  C08  (ß <ö)  1  -(-  e  COB  (ö Cü) 

Daraus  ergibt  sich  folgende  Ableitung: 

1  —  e^  1  —  e       l-j-c  cos  (9  —  co) 

l-{-e  cos  (0  —  (ü)'  1  —  e  cos  u        1  -|-  ö 
1  —  ecosu 1  —  e        1  +  e   l-|-e  cos  (0  —  (o) 


1  —  ecosu  = 


1  +  e 

e  cos  u  =  1  — 


1  -}-  e  cos  (0  —  0))'  1  —  e  cos  u 

(1  —  e^)    e  cos  (0  —  w)  -|-  e^ 

1  -f-  e  cos  (9  —  co)    1  -j-  e  cos  (9  —  co) 

cos  (0  —  Cü)  -[-  e 


cosu  = 


1  —  cosu  =:  (1  —  e) 


1  -|-  e  cos  (0  —  0)) 

(1  —  cos  [0  —  0)]) 


1  -f-  e  cos  (0  —  ü)) 
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i             /ö         N      o  •  2  1 /ck         N       (1  —  cosu)(l  +  ecos[0  —  0)]) 
1  —  cos  (9  —  ö))  =  2  sin^  -  (9  —  a>)  =  ^^ —-— ^ == 

_(!_— cosu)(14-e)_  1  — cosu2(l  +  e)_ 
1  —  e  cos  u  2  r 


u 


^  2  a  (1  +  e)  sin^  2 

r 

II         /a        \      o      ^l/a         \        (l+co8u)[l+ecos(0 
14-cos(9  — a))  =  2cos2-(9  — cd)  =  -^ — ' \    l ^ 

_  (1  —  e)  (1  +  cos u)  _2(l  +  co8u)  (1  — e)_ 
1 — ecosu  2  r 

a 
u 

2  a  (1  —  e)  cos^  a  , 

r 
daher 


-<»)]_ 


18.     Bin(«:p>  =  f?iL±^Bin|- 


19.     cos 


(e— ü)) 


|Mi 


K 


e)         u 
-cos^ 


Fijf.  94. 


20.     tang  ^— 2--!  =  l' ij^^  taug -g-. 

Die  letzte  Gleichung  ist  die,   welche   das  VerhältniB   zwischen 
der   wahren  Anomalie   und   der   excentrischen   ausdrückt,   und   die 

Gleichungen  18.,  19.  und  20.  geben  r 
und  (0  —  ü>)  =  w  als  Functionen  von  u. 

§  428.  Der  Winkel  u,  also  die 
excentrische  Anomalie,  und  die  Größe 
n  (t  —  t),  die  mittlere  Anomalie, 
können  geometrisch  dargestellt  werden. 
Man  ziehe  den  Durchmesser  A  A', 
0  sei  der  Brennpunkt.  Wir  führen 
aus  dem  Mittelpunkte  c  auf  diesem 
Durchmesser  einen  Kreis.  Befindet 
sich    das  Mobile  in  M,   so    trifft   die 

Ordinate  MP  den  Kreis  in  K,   und  dann  ist  der  Winkel  KcA  der 

Hilfswinkel  u,  die  excentrische  Anomalie. 
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Denn  nach  einem  bekannten  Satz  in  der  analytischen  Geometrie 
ist  der  Leitstrahl  r  =  a  +  e  x. 

Es  ist  daher  dieser  Radius  vector 

OM  =  r  =  a  —  ecP  =  ft  —  eacosKcA  =  a(l  —  e  cos  K  c  A). 

Vergleicht  man  diesen  Wert  mit  dem  für  r 

r  =  a  (1  —  e  cos  u), 
so  ergibt  sich 

cos  K  c  A  =  cos  u,  K  c  A  =  u. 

Angenommen  ferner,  dass  in  demselben  Zeitpunkte  der  Planet 
und  ein  zweites  Mobile  vom  Punkte  A  ausgehen,  ersterer  beschreibe 
nach  dem  Flächengesetze  die  Ellipse,  das  Mobile  beschreibe  in  einer 
gleichförmigen  Bewegung  den  Kreis,  und  beide  gelangen  im  selben 
Zeitpunkte  in  A'. 

Zur  Zeit  t  wird  das  Mobile  in  K^  sein,  und  dann  wird  der 
Winkel  E'  c  A,  wenn  wir  ihn  mit  7]  bezeichnen,  die  mittlere  Anomalie 
sein.  Denn  der  Winkel  K'cA  hat  zum  Ausdrucke 

Tj  =  ^  (t  —  t)  =  n  (t  —  t), 

n(t  —  t)  ist  aber  die  mittlere  Anomalie. 

Paraholiache  Bewegung  der  Kometen, 

§  429.  Beschreibt  der  Komet  um  die  Sonne,  welche  sich  im 
Brennpunkte  befindet,  eine  Parabel,  so  nennen  wir  wie  früher 
0  —  a>  =  w  den  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  S  M  =  r  mit 
dem  Radius  vector  des  Periheliums  macht,  wo  a>  eine  Constante  und 
daher  dw  =  d0  ist. 

Die  Gleichung  der  Parabel  ist 

r  = P =  — P 


Wir  hatten  aber 

dw 

TT 


2 


r» 


p.  =  f  (M  +  m), 
wo  M  die  Masse  der  Sonne,   m  die  Masse   der  Kometen   bedeutet. 
Man  hat  also 

21.  r2dw  =  cdt  =  l/f(M-|-m)pdt 

22.  c  =  l/'7(M  +  m)^ 
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Denn  bei  dem  Problem  der  zwei  Körper  batten  wir,  dass  der 
Komet  um  die  Sonne  sieh  so  bewegt,  als  wenn  die  Sonne  fix  nnd 
ihre  Attractivkraft  auf  den  Kometen  gleich  wäre, 

«(M-f-iö)™ —  P- 

daher 


m 

r2  —  ~^2—y 


c=  KP'P  =  Kf(M  +  m)p. 

Verbindet   man   die   Gleichung  21.   mit  der   Parabel,   so   er- 
gibt sich 

r2d  w  =    P^^^    =  ff(M  +  m)pdt, 


A  4  W 

4  COS  *-^ 


oder 


23 


2  i^f(M  +  m)        _       dw 
•  .1  u  t  —  • 

p2"  2  008^-2" 


Integriert  man  nach  der  Formel 

dx    sinx  n  —  2r     dx 

cos°x        (n — l)coä"""^x        n  —  1  Jcos''"*'*x 

und  nennt  die  Zeit  des  Eintrittes  des  Kometen  ins  Perihelium  t,  so 
kommt 


Dies  ist  die  Gleichung   der  Bewegung  des  Kometen   in  einer 
Parabel.  Sie  ist  bezüglich  ~~  vom  dritten  Grade,  und  hat  nur  eine 

Li 

reelle  Wurzel,  weil  das  zweite  Glied  zwischen  zwei  Gliedern  fehlt, 
die  mit  gleichen  Zeichen  behaftet  sind,  weshalb  die  Gleichung  noth- 
wendig  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat. 

Vernachlässigt  man  in  24.  m,  welches  im  Verhältnisse  Ton  lU 
sehr  klein  ist,  setzt  p  =  2  q,  so  hat  24.  die  Form 

^.     (t— t)      ir~2~r       w   ,   1,     ,w"l 

q2 

Nach  dieser  Gleichung  hat  man  eigene  Tafeln  angelegt,  worin 
die  Wurzel  für  verschiedene  Werte  berechnet  ist. 
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E^inundsechzigstes  Capitel. 

üeber  die  Centrifugalkraft,  Bestiinmnng  von  g,  Richtung  derVerticale, 

astatisclies  Gleich  gewicht,  Homogenität. 

Die  Centrifugalkraft, 

§  430.  Wir  haben  in  der  Kinematik  und  im  §  351  diese  Kraft 
kennen  gelernt.  Insbesondere  haben  wir  in  der  Kinematik  gesehen, 
das8  die  totale  Acceleration  bei  jeder  krummlinigen  Bewegung  in 
eine  centripetale  und  eine  tangentielle  Acceleration  decomponiert 
wird,  und  in  derselben  Weise  wird  auch  die  Kraft  zerlegt  in  eine 
centripetale  und  tangentielle  Kraft. 

Die  tangentielle  Kraft  hat  zum  Ausdrucke 

dv 
"^dJ- 
Diese  ist  es,   welche  das  Mobile   in  seiner  Trajectorie   bewegt^  und 
ist  stets  nach  der  Tangente  der  Curve  gerichtet 

Die  centripetale  Kraft  hat  zum  Ausdrucke 

wo  unter  p  der  Krümmungshalbmesser  verstanden  wird.  Diese  Kraft 

ist  immer  normal  zur  Trajectorie  nach  dem  Krümmungshalbmesser 

gerichtet  und  geht  durchs  Centrum.    Die  Ebene,   welche  durch  die 

Kraft  und  die  Tangente  geht,  ist  die  Krümmungsebene  im  betreffenden 

Punkte.    Rotiert  ein   materieller  Punkt   oder   ein   Körper   um   eine 

Achse,  so  besitzt  der  materielle  Punkt  oder  der  Körper  nebst  seiner 

dv 
ihn    in    der  Trajectorie   bewegenden   tangentiellen  Kraft   -j~     noch 

m  V'^ 
eine   centripetale  Kraft  = ,  welche  zur  Bewegung   nichts   bei- 

r 

trägt  und  nur  einen  Druck  auf  die  Curve  ausübt. 

Wird  nun  ein  materieller  Punkt  von  einem  Körper  soUicitiert, 
wodurch  er  gezwungen  wird,  eine  Curve  zu  beschreiben,  so  wird 
dadurch,  wie  wir  bereits  früher  gesehen,  eine  Reaction  des  Punktes 
auf  den  Körper  hervorgerufen,  die  jener  Einwirkung  des  Körpers 
gleich  und  direct  entgegengesetzt  ist.  Wir  können  uns  die  Ein- 
wirkung vorstellen,  dass  die  vom  Körper  ausgehende  Kraft  mittelst 
eines  am  Punkte  attachierten  Bandes  eine  Anziehung  oder  einen 
Druck  auf  den  Punkt  ausübe.  Diese  Action  des  Körpers  ruft  also 
eine  Reaction  des  Punktes  auf  den  Körper  hervor,  welche  ebenfalls 
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in  eine  tangentielle  und  normale  Componente  decomponiert  werden 
kann.   Die  normale  Componente  der  Reaction.  welcbe  der  der  BoUi- 

citierenden  Kraft  gleich  nnd  direet  ent- 
^^8*  ^^-  gegengesetzt    ist,    und     also     ebenfalls 

zum   Ausdruck   hat,     nennt    man 

Centrifugalkraft,  weil  sie  der  Centripetal- 
27'  kraft  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  und 
m     daher    bestrebt    ist,     den    beweglichen 
Punkt   längs   der  Normale  vom  Krüm- 
mungsmittelpunkte zu  entfernen. 

§  431.  Die  Geschwindigkeit  des 
Mobile  auf  der  Trajectorie  wird  durch 
diese  Fliehkraft  nicht  geändert.  Denn  wenn  das  Mobile  sich  nach 
MM'  bewegt,  stellen  die  Tangenten  MT  und  MT'  die  Rich- 
tungen vor,  nach  welchen  das  Mobile  auf  seiner  Trajectorie  sich 
bewegt  Nennt  man  also  den  unendlich  kleinen  Winkel  TMT^ 
den  beide  Tangenten  an  den  unendlich  naheliegenden  Punkten  M 
und  M'  bilden,  8,  und  errichtet  man  auf  beiden  Tangenten  nach 
der  convexen  Seite  der  Trajectorie  zwei  Senkrechte  MN,  MN',  so 
kann  man  die  Geschwindigkeit  v  des  Mobile  in  zwei  Componenten 
zerlegen,  die  eine  nach  M  T'  =  v  cos  8,  und  die  andere  nach 
M  N'  =  V  sin  8.  Letztere  wird  durch  die  Curve  zerstört.  Die  erstere 
ist  nur  um  die  Größe  v  (1  —  cos  8),  also  nur  um  eine  unendlich 
kleine  Größe  höherer  Ordnung  geändert,  welche  zu  vernach^ 
lässigen  ist. 

§  432.  Wir  haben  ferner  in  der  Kinematik  gesehen,  dass  im 
Falle  die  Rotierung  des  Mobile  gleichförmig  ist,  wo  also  v  con- 
stant  ist 

1-1  =  0 

wird,   das   ist   die   tangentielle  Acceleration  =  0  ist,  und  die  totale 
Acceleration  sich  auf  die  normale  Acceleration 

v2 


reduciert. 

Nennt  man  die  Zeit  eines  Umlaufes  T,  so  ist,  da  y  constant  ist, 

—  3  '^A 
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Daher  hat  man  für  die  Centrifugalkraft,  die  wir  mit  f  be- 
zeichnen 

^      „        4  7c2  p 

Dabei  weiß  man,  dass  bei  der  Rotierung  um  eine  Achse  die 
Geschwindigkeiten  der  Terschiedenen  Punkte  des  Körpers  ihren 
Distanzen  von  der  Rotationsachse  proportional  sind. 

Die  Erde  rotiert  um  ihre  Achse,  und  aus  dieser  Bewegung 
entsteht  eine  Fliehkraft,  welche  die  Kraft  der  Schwere  modificiert, 
da  sie  dieser  entgegengesetzt  ist. 

Die  Intensität  dieser  Fliehkraft  am  Äquator  ist  aus  1.  zu 
entnehmen,  wenn  man  m  =  1  setzt,  so  dass  man  die  Intensität,  be- 
zogen auf  die  Einheit  der  Masse  hat,  und  die  Rechnung  durchführt, 
da  man  bekannte  Größen  hat,  ic^  —  986960,  p  =  6377859  Meter, 
T  =  86164  Secunden. 


Es  wird 


F  =  ^!- -  =  0  Meter,  0339. 

1  ^ 


Bestimmung  von  g, 

§  433.   Um    die  Intensität   dieser  Centrifugalkraft  näher,   ins- 
besondere  ihr  Verhältnis   zur  Schwere   zu   bestimmen,   und  zu  be- 
urtLeilen,  wie  die  Attraction  durch 
die     Fhehkraft     modificiert    wird,  ^'8^-  ^^' 

betrachten  wir  zuerst  einen  am 
Äquator  liegenden  Punkt,  nennen, 
abgesehen  von  dieser  Fliehkraft, 
die  Kraft  der  Attraction  auf  die 
Einheit  der  auf  der  Oberfläche  sich 
befindenden  Masse  G,  das  Gewicht 
äf*r  Einheit  der  Masse  g.  Am 
Äquator    ist     die     Fliehkraft    der 

Kraft  der  Schwere  direct  entgegengesetzt,  in  der  Eichtung  MO' 
wirkend.  Bezieht  man  die  Größe  F,  die  Fliehkraft  vorstellend,  auch 
auf  die  Einheit  der  Masse,  so  wird  man  haben 


2.     g  =  G  — F  =  G  =  g  +  F. 

WeUBteln,  Rationelle  Mechanik.  I. 


22 
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Wir  haben  ferner  gesehen,  dass  wir  für  F,  bezogen  auf  die 
Einheit  der  Masse^  indem  in  1.  m  =  1  gesetzt  wird,  haben 

•     ^  —     rj.2   y 

wo  unter  p  der  Halbmesser  der  Erde  zu  verstehen  ist. 
Daher 

Die  Länge  eines  größten  Kreises  der  Erde  ist  40,000.000  Meter, 
g  ist  in  verschiedenen  Breiten  sehr  wenig  verschieden,  in  Paris  ist 
g  9"  80896,  welche  Größe  man  für  die  ganze  Erde  annehmen  kann, 
da  die  Differenzen  kaum  merklich  sind. 

Nimmt  man  also  diesen  Wert  von  g  an,  so  ist  für  Orte  am 
Äquator 

F  =  A      F—  *''-^=    ^ 
g        289'      ~     T2  289 " 

Daher,  wenn  man  diesen  Wert  in  3.  setzt 

^       ^       289* 
Da  g  wenig  von  Qt  differiert,  kann  man  schreiben 

Am  Äquator  ist  also  die  Kraft  der  Attraction  um  den 
289.  Theil  durch  die  Fliehkraft  vermindert.  Würde  die  Erde  ITinal 
schneller  rotieren,  so  würde,  indem  289  =  17^  ist,  die  Fliehkraft 
289mal  größer,  und  am  Äquator  die  Schwere  gleich  Null  sein. 

An  einem  anderen  Funkte  der  Erde,  M',  der  nicht  am  Äquator 
liegt,  ist  einerseits  die  Distanz  des  Punktes  von  der  Achse  eine 
kleinere,  andererseits  wirkt  die  Fliehkraft  nicht  direct  entgegengesetzt, 
sondern  macht  mit  dieser  einen  Winkel,  so  dass  nur  die  Componente 
abzuziehen  ist. 

Die    Fliehkraft  wirkt   nach  M'A',   der  Radius  M'A  ist  gleich 

p  cos  A  M'  O. 

Dieser  Winkel  AM'0  =  M'OM,  welchen  wir  tp  nennen,  ist 
die  geographische  Breite  von  M',  und  man  hat,  wenn  der  Radius 
des  Parallelkreises  mit  p'  bezeichnet  wird, 

4.     p'  =  p  cos  cp 
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Die  Fliehkraft  an  diesem  Punkte,    die  wir  mit  F'  bezeichnen, 
ist  demnach,  auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen, 


Diese  nach  der  Richtung  M'  A'  wirkende  Kraft  muss  man  auf 
OM'  projicieren,  um  die  der  Schwere  M'B  direct  entgegengesetzte 
Compenente,  die  wir  mit  F''  bezeichnen,  zu  erhalten. 

6.     Es  wird  demnach  sein 

Ä^  p  cos^  cp    

289  ^       289  ^ 

Um  diese  Größe  wird  also  die  Attraction  in  jeder  Breite  durch 
die  Fliehkraft  vermindert. 

Daher  ist  an  der  Breite  des  Punktes  M' 


'•    »  =  «  0-^8^9- 


Am  Pole  also  ist  g  =  G,  weil  cp  =  90®,  cos  rp  =  0  ist. 

Da  die  Erde  überdies  nicht  sphärisch  und  nicht  homogen  ist, 
wodurch  sich  die  Attraction  ebenfalls  vermindert,  so  bringt  man 
eine   kleine   Correctur   an,    berechnet   die    Verminderung   der    At- 

traction  —--  cos^  cp,  und  ergibt  sich  dann  für  jede  Breite 

g 


«•   ^  =  «('-^;'>'»  =  7i 


(1  —  cos^  cpy 
2Ö0~"  / 


als  Ausdrücke  für  das  Gewicht  der  Einheit  der  Masse  und  für  die 
Attraction,  bezogen  auf  die  Einheit  der  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
sich  befindenden  Masse. 

Richtung  der  Verticale, 

§  434.  Wir  werden  bei  der  im  zweiten  Bande  vorzutragenden 
relativen  Bewegung  ersehen,  dass  die  Rotierung  der  Erde  um  ihre 
Achse  auch  auf  die  Richtung  der  Verticale  einen  Einfluss  hat. 

Wäre  die  Erde,  die  wir  als  fast  sphärisch  annehmen,  immobil, 

alsdann  würde  die  Verticale,  das  ist  die  Resultante  aller  einen  Körper 

22* 
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sollicitierenden  Schwerkräfte,  nach  einem  Erdhalbmesser  gerichtet 
sein.  Ein  materieller  Punkt,  aufgehängt  an  einem  Faden  (fil  a 
plomb),  wäre  unter  der  Spannung  des  Fadens  und  der  Attraction 
der  Erde  im  Gleichgewichte,  die  Attraction  wäre  der  Spannung 
gleich  und  direct  entgegengesetzt. 

Infolge  der  Kotierung  der  Erde  wird  die  Richtung  der  Ver- 
ticale  alteriert,  die  Verticale  macht  mit  dem  Erdhalbmesser  einen 
wenn  auch  sehr  kleinen  Winkel.  Ein  im  leeren  Baume  fallender 
Körper  fällt  ein  wenig  nach  Osten,  Diesen  kleinen  Winkel,  den  die 
Verticale  mit  der  Attraction  der  Erde  schließt,  nennt  man  die 
infolge  der  Rotation  der  Erde  entstandene  Deviation  der 
Verticale.  Die  Größe  der  Deviation  variiert  mit  der  geographischen 
Breite,  am  Äquator  ist  sie  gleich  Null.  Auch  gibt  es  dabei  eine  fast 
unmerkliche  Deviation  nach  Süden. 

Wir  werden  auch  sehen,  dass  ein  im  leeren  Räume  von  geringer 
Höhe  fallender  Körper  eine  Bewegung  annimmt,  als  wäre  die  Erde 
unbeweglich. 

Astatiaches  Oleickgewicht, 

§  435.  Im  §  65  haben  wir  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
paralleler,  an  einem  freien,  soliden  Körper  wirkender  Kräfte  ange- 
geben, indem  wir  dabei  die  Richtung  der  Kräfte  parallel  einer  Achse, 
dort  der  z-Achse,  angenommen  haben. 

Nehmen  wir  aber  an,  die  Richtung  der  Kräfte  bilde  mit  den 
Achsen  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  die  Winkel  a,  ß,  y, 
alsdann  wird  man  zur  Bestimmung  der  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes sich  der  allgemeinen  Gleichungen  des  §  73  bedienen. 
Dabei  reducieren  sich  die  Gleichungen  1.,  2.,  3.  des  §  73,  indem  die 
Winkel  o,  ß,  y  für  alle  Kräfte  dieselben  sind,  auf  die  einzige 
Gleichung  S  P  =  0. 

Die  Gleichungen  4.,  5.,  6.  des  §  73  werden 

cos  Y  2Py  =  cos  ß  SPz 

1.    -  cos  a  SPz  =  cos  Y  £Px 

cos  ß  £  Py  =  cos  a  £  Py. 

Daraus  ergeben  sich  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  paralleler  Kräfte,  deren  Richtung  mit  den  Achsen 
den  Winkel  a,  ß,  y  bildet, 

cos  a       cos  ß        cos  y 
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Gesetzt  nun,  dass  die  parallelen  Kräfte  bei  der  DeplacieruDg 
des  Körpers  in  Größe,  Richtung  und  Sinn  constant  und  appliciert 
an  fixen  Punkten  verbleiben,  alsdann  wird  das  Gleichgewicht 
astatisch  genannt,  wenn  es  besteht,  welche  Orientierung  des  Körpers 
auch  immer  sein  möge,  oder,  was  dasselbe  ist,  welche  Orientierung 
die  Kräfte  in  Beziehung  auf  den  Körper  auch  immer  haben  mögen, 
also  unabhängig  von  den  Größen  cos  a,  cos  ß,  cos  7. 

Zu  diesem  Ende  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
man  hat 

3.    1:P  =  0,  SPx  =  0,  SPy  =  0,  SPz  =  0. 

In  diesem  Falle  erscheinen  die  Bedingungen  2.  verificiert,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Werte  von  cos  a,  cos  ß,  cos  7,  also  unabhängig 
von  der  Richtung  der  parallelen  Kräfte. 

In  einem  solchen  Falle  fällt  das  Centrum  der  parallelen  Kräfte, 
welche  in  einem  Sinne  wirken,  mit  dem  Centrum  der  parallelen 
Ejräfte  zusammen,  welche  im  entgegengesetzten  Sinne  wirken,  so 
dass  beide  Kräftesysteme  immer  und  unabhängig  von  ihrer  gemein- 
samen Richtung  sich  Gleichgewicht  machen. 

§  436.  Dieser  Fall  tritt  ein  bei  einem  soliden  Körper,  welcher 
nur  von  Schwerkräften  soUicitiert  und  dessen  Schwerpunkt  fixiert 
wird.  Alle  Kräfte  wirken  bekanntlich  in  parallelen  Richtungen,  die 
Resultante  ist  das  Gewicht  des  Körpers,  der  Angriffspunkt  dieser 
Resultante  ist  der  Schwerpunkt,  welcher  im  Körper  eine  von  dessen 
Orientierung  unabhängige  Position  einnimmt.  Deplaciert  man  den 
Körper,  so  bleiben  die  parallelen  Kräfte  constant  in  Größe,  Richtung 
und  SinU;  appliciert  an  fixen  Punkten,  unabhängig  von  ihrer  Richtung 
in  Beziehung  a*uf  den  Körper. 

Fixiert  man  also  den  Schwerpunkt  und  belässt  dem  Körper 
die  Freiheit,  um  diesen  Punkt  zu  rotieren,  so  bleibt  der  Körper  in 
allen  Lagen  im  Gleichgewichte.  Nimmt  man  den  fixierten  Schwer- 
punkt zum  Coordinatenursprunge,  so  erscheinen,  indem  die  Kräfte 
durch  den  fixen  Punkt  zerstört  sind,  die  Bedingungen  3.  erfüllt. 

Homogenität, 

§  437.  Im  Laufe  der  Mechanik  haben  wir  verschiedene  Größen 
kennen  gelernt  und  sind  zu  Formeln  und  Gleichungen  beztiglicb 
dieser  Größen  gelangt. 
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So  haben  wir  im  Capitel  XV  die  Größen,  Körper,  Volumen, 
Masse  und  Dichte  kennen  gelernt,  und  bezeichnet  man  das  Gewicht 
des  Körpers  mit  p,  dessen  Volumen  mit  v,  dessen  Masse  mit  m, 
dessen  Dichte,  das  ist  die  Masse  in  der  Volumseinheit,  mit  p,  so 
Jbat  man 

m  =  pv,  p  =  gm  =  gpv. 

Daselbst  und  in  der  Elinematik  haben  wir  noch  andere  Größen 
betrachtet,  als  Zeit,  Länge,  Masse,  Geschwindigkeit,  Acceleration 
und  Kraft,  und  Gleichungen  zwischen  diesen  Größen  aufgestellt, 
wobei  in  diesen  Gleichungen  nebst  den  Größen  auch  unbenannte 
Zahlen,  wie  n,  Logarithmen  und  andere  Zahlen  vorkommen. 

Bei  der  praktischen  Berechnung  müssen  bezüglich  dieser  Größen 
gewisse  fundamentale  Einheiten  angenommen  werden.  So  können 
die  Principaleinheiten  von  Länge,  Masse  und  Zeit  festgesetzt  und 
daraus  die  Einheit  der  Kraft  abgeleitet  werden. 

Bei  theoretischen  Untersuchungen  hingegen  ist  es  vorzuziehen, 
die  fundamentalen  Einheiten  unbestimmt  zu  lassen,  so  dass  man  die 
erhaltenen  Formeln,  zu  welchen  man  gelangt  ist,  auf  jedes  System 
gewählter  Einheiten  in  Anwendung  bringen  kann.  Die  Fonnehi 
müssen  daher  so  beschaffen  sein,  dass  sie  bestehen,  welches  System 
von  Einheiten  wir  auch  wählen  mögen.  Die  Form  derselben  rnnss 
demnach  gewissen  Bedingungen  entsprechen,  die  man  die  Bedingungen 
der  Homogenität  der  Größen  nennt. 

§  438.  Seien  also  1  eine  Länge,  t  eine  Zeit,  m  eine  Masse, 
V  eine  Geschwindigkeit,  cp  eine  Acceleration,  f  eine  Kraft,  ausgedrückt 
nach  einem  gewissen  System  fundamentaler  Einheiten  der  Länge, 
Zeit  und  Masse. 

Verkleinert  man  die  Einheiten  der  Länge,  Zeit  und  Masse 
und  dies 

die  Einheit  der  Länge  nach  dem  Verhältnisse  von     1  :  X 
die  Einheit  der  Zeit   nach  dem   Verhältnisse    von     1 :  t 
die  Einheit  der  Masse  nach  dem  Verhältnisse  von     1 :  |i, 
so  werden  obige  Größen 

IX,    tT,    m|I,    V-,    Cp^,,    f;^(X. 

Die  ersten  drei  Ausdrücke  sind  an  sich  klar.  Die  drei  letzten 
ausdrücke  erhält  man,  wenn  man  bedenkt,  dass  eine  Geschwindigkeit 
der  Quotient  einer  Länge  durch  eine  Zeit,  eine  Acceleration  der  Quotient 
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einer*  Geschwindigkeit  durch  eine  Zeit,  und  eine  Kraft  das  Product 
einer  Acceleratioii  mit  einer  Masse  ist. 

So  haben  wir  für  die  Dauer  sehr  kleiner  Schwingungen  eines 
einfachen  Pendels  den  Ausdruck  erhalten! 

wobei  n  eine  Zahl,  1  die  Länge  des  Pendels^  g  die  Acceleration  der 
Schwere  bedeuten. 

Ändert  man  die  fundamentalen  Einheiten  in  obiger  Weise,  so 
wird  der  Ausdruck 


mithin  immer 


='i 


g 


Die  Formel  genügt  also  der  Bedingung  der  Homogenität.  Ent- 
spricht eine  erhaltene  Gleichung  nicht  den  Bedingungen  der  Homo- 
genität, so  ist  sie  schon  deshalb  als  erwiesen  unrichtig  zu  verwerfen. 


Z^weiundsechzigstes  Capitel. 
Das  d'Alembert'sclie  Prineip. 

§  439.  Wir  wollen  noch,  bevor  wir  die  Theorie  der  Bewegung 
eines  Punktes  schließen,  in  Kürze  obiges  Prineip  insoweit  anführen 
und  begründen,  als  es  die  Bewegung  eines  Punktes  betriflft.  Aus- 
führlich werden  wir  dieses  Prineip  bei  der  Dynamik  von  Systemen 
auseinandersetzen,  und  daran  die  Gleichungen  von  Lagrange,  das 
Prineip  von  Hamilton,  die  canonischen  Gleichungen,  das  Theoreme 
von  Jacobi  und  andere  Principien  anreihen. 

Im  Jahre  1743  stellte  d'Alembert  ein  Prineip  auf,  mit  Hilfe 
dessen  Probleme  der  Dynamik  sich  auf  Probleme  der  Statik  zurück- 
führen lassen,  und  lautet  solches: 

Es  findet  in  jedem  Augenblicke  Gleichgewicht  statt 
zwischen  den  Kräften,  welche  auf  ein  System  in  Bewegung 
wirken,  und  den  Trägheitskräften  der  verschiedenen 
Punkte  dieses  Systema 
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Dieses  Princip  wird  auch  in  anderer  Form  enoncieri,  die  wir 
bei  der  Dynamik  von  Systemen  kennen  lernen  werden.  Hier  wollen 
wir  es  auf  einen  Punkt  in  Bewegung  anwenden. 

In  der  That,  die  Kraft  der  Trägheit  eines  Punktes  ist  gleich 
und  direct  entgegengesetzt  der  Kraft,  welche  die  Bewegung  dieses 
Punktes  erzeugt,  und  würde  demnach  diesen  Punkt  im  Gleich- 
gewichte erhalten,  wenn  sie  wirklich  auf  ihn  in  einem  gegebenen 
Augenblicke  wirken  sollte. 

§  440.  Es  sei  nun  ein  materieller,  freier  Punkt  von  der 
Masse  m  von  den  Kräften  P,  P',  P" .  . ,  also  von  deren  Resultante 
R  sollicitiert,  die  Projectionen  dieser  auf  drei  rechtwinkelige  Achsen 
seien  X,  Y,  Z,  die  Coordinaten  des  Punktes  m  x,  y,  z,  so  hatten 
wir  früher  für  die  Bewegungsgleichungen  dieses  Punktes 

d-x 
'"dt^^^^ 

^df^-  =  ^ 


mithin 


d'^x 

dt-     ' 


m 


Obiges  Princip  erscheint  also  für  die  Bewegung  eines  freien 
Punktes,  da 

d^x  d2y  d^z 

-  ™  -d  t2^    -  °^  dl^-'    -  "^  d  t^' 

die  Componenten  der  Kraft  der  Trägheit,  X,  Y,  Z  die  Projectionen 
aller  wirkenden  Kräfte  sind,  bewiesen. 

Da  ferner  zwischen  diesen  Kräften  Gleichgewicht  vorhanden 
ist,  so  wird  man  auch,  wenn  man  dem  Punkte  m  zur  Zeit  t  irgend 
ein  virtuelles  Deplacement  Ss  ertheilt,  dessen  Projectionen  auf  die 
Achsen  8x,  8y,  oz  sind,  die  Gleichung  haben 
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oder 


3.     m 


Die  Gleichung  2.  bedeutet,  dass  für  irgend  welches  virtuelle 
Deplacement  8x,  8y,  8  z,  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der 
Kraft  der  Trägheit  und  aller  reell  wirkender  Kräfte  gleich  Null  ist. 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  2.  kann  man  alle  Umstände  der  Be- 
wegung bestimmen.  Denn  da  die  Größen  8x,  8y,  8  z  willkürlich 
sind,  so  müssen,  damit  die  Gleichung  2.  bestehe,  die  Coefficienten 
jener  Größen  gleich  Null  gesetzt  werden,  und  daraus  wird  man  die 
Coordinaten  des  Punktes  als  Function  der  Zeit  bestimmen. 

§  441.  Ist  der  Punkt  genöthigt,  bei  seiner  Bewegung  auf  einer 
Fläche  zu  bleiben,  und  ist  Reibung  nicht  vorhanden,  alsdann  ist 
die,  statt  der  Fläche,  einzuführende  Reaction  N  nothwendig  normal 
zur  Fläche. 

Für  diesen  Fall  hat  man,  wie  wir  aus  früherem  wissen,  wenn 
man  die  Fläche  mit  F  (x,  y,  z)  oder  F  (x,  y,  z,  t)  bezeichnet,  je 
nachdem  die  Fläche  fix  oder  deformabel  ist, 

d^x 

m  --.y-  =  X  -|-  N  cos  X 

d2y 
m  -  -  :^    =  Y  4-  N  cos  a 
dt^  '  ^ 

-  -  -=  Z  +  N  cos  V 
dt^  ' 


m 


oder 


4. 


d^x 

—  m  -,-  ^  +  X  +  N  cos  X 
dt- 


0 


m  -r-f,-  4-  Y  +  N  cos  u.  =  0 
i^~^-  +  Z+Ncosv  =  0, 


m 


wobei  N  die  Normale,  und  X,  |x,  v  die  Winkel  der  Normale  N  mit 
den  Achsen  vorstellen,  und  die  Werte  haben 
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cos  X  = 


cos  (L  = 


dF 

dx 

^dF\^ 
I    +  I 

dF 


^Giy + G:y + (S 


mD"+G-D+(Sj 


lA/dFV 

dF 

°°"  ^  F(i7T|yT  (!)■■ 

Also  auch  hier  erweist  sich  das  d'Älembert'sche  Princip  als 
richtig,  dass  nämlich  zwischen  allen  äußeren  und  Liaison skräften 
dann  der  Kraft  der  Trägheit  Gleichgewicht  vorhanden  ist. 

Ertheilt  man  dem  Punkte  ein  virtuelles  Deplacement,  dessen 
Projectionen  8x,  8y,  8  z  sind,  so  wird  man  statt  der  Gleichung  2. 
die  Gleichung  haben 

5.     (— m^  +  X-f  NcosX)8x  + 
+  (-m^'^  +  Y+Ncos,i)8y  + 

+  T—  m  ^ij  +  Z  +  N  cos  v)  8z  =  0. 

Bedenkt  man  aber,  dass  der  Punkt  genöthigt  ist,  auf  der 
Fläche  zu  bleiben,  die  virtuelle  Deplacierung  mit  der  Liaison  ver- 
träglich sein  muss,  das  ist,  die  Coordinaten  des  Punktes  auch  in  der 
neuen  Position  der  Liaison  entsprechen  mtLssen,  so  sind  die  Quan- 
titäten 8x,  8y,  8z  nicht  mehr  ganz  willkürlich,  sondern  durch  die, 
aus  der  Differenzierung  der  Gleichung  der  Fläche  F  (x,  y,  z)  oder 
F  (x,  y,  z,  t)  sich  ergebende  Gleichung  verbunden 

ß     8F.      ,    8F.      ,    8F.         . 
6.     s-öx-f    -8y  +  -      8z  =  0, 
8x  '    6y    •^    '    8  z 

indem  im  zweiten  Falle,  wie  wir  wissen,  t  als  contant  betrachtet 
wird,  und  drückt  die  Gleichung  6.  eben  aus,  dass  die  ertheiite  vir- 
tuelle Deplacierung  compatibel  mit  der  Liaison  ist. 
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Die  Summe  der  Producte  in  5.,  N  cos  X  8x  -f-  N  cos  |jl  8y 
-f-  N  cos  V  8  z  =  N  (cos  X  8x  -}-  cos  [Ji  8y  -|-  cos  v  8z)  ist  demnach, 
wenn  man  für  cos  X,  cos  (t,  cos  v  obige  Werte  setzt,  gleich  Null  und 
entfallen  aus  der  Gleichung  5.,  die  Beaction  fällt  heraus  und  die 
Gleichung  5.  reduciert  sich,  wie  beim  freien  Punkte,  auf  die 
Gleichung  2.  oder  3.,  aus  welchen  man  demnach  wie  früher  alle 
Umstände  der  Bewegung  bestimmen  kann. 

§  442.  Ist  der  Punkt  genöthigt,  auf  einer  Curve  zu  bleiben, 
und  findet  dabei  Reibung  nicht  statt,  so  ist  auch  hier  die,  statt  der 
Curve,  deren  Gleichungen  f  (x,  y,  z),  fj  (x,  y,  z),  oder  f  (x,  y,  z,  t), 
fi  (x,  y,  z,  t)  sind,  einzuführende  Reaction  normal  zur  Curve,  und 
der  Fall  ist  ganz  ähnlich  dem  früheren. 

Auch  hier  muss  bei  einer  virtuellen  Deplacierung  der  Punkt 
auf  der  Curve  verbleiben,  das  Deplacement  muss  verträglich  mit 
der  Liaison  sein,  das  ist,  die  Coordinaten  des  Punktes  müssen  auch 
in  der  neuen  Position  der  Liaison  entsprechen. 

Auch  hier  wird  man,  wie  aus  §  360  zu  ersehen,  die  Gleichung  5. 
haben 

(d^z  \ 

—  m  -pj-  -f-  Z  -f-  N  cos  V  I  8z  =  0, 

wo  X,  |i,  V  die  Winkel  der  Normale  mit  den  Achsen  sind, 
und  dazu  noch  zwei  Gleichungen 

cos  X^  -f-  cos  JJL^  -f"  ^^8  v^  =   1 

cos  X  8x  -}-  cos  (i-  8y  -[-  cos  v  8z  =  0, 

mithin  auch  hier  die  Glieder  N  cos  X8x  -f-  N  cos  (i8y  -f-  N  cosv8z, 
indem  deren  Summe  gleich  Null  ist,  entfallen,  und  die  Gleichung 
sich  auf  2.  oder  3.  reduciert. 

Also  auch  hier  erweist  sich  das  d'Alembert'sche  Princip  als 
richtig,  und  können  alle  Umstände  der  Bewegung  bestimmt  werden. 

Wie  man  sieht,  ist  das  Princip  bei  der  Bewegung  eines  Punktes 
nicht  schlechterdings  nothwendig,  und  reichen  vielmehr  schon  die 
Gleichungen  der  Bewegung  aus,  und  wollten  wir  nur  nachweisen, 
das8  das  Princip  sich  auch  hier  als  richtig  erweist. 
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Drei  und  sechzigstes    Capitel. 

Von  der  Reibung. 

Gleitende  Reibung^  rollende  Reibung^  Zapfenreibung. 

§  443.  Bei  allen  unseren  Untersuchungen  über  Gleichgewicht 
und  Bewegung  solider  Körper  haben  wir  diese  als  vollkommen  starr 
und  vollkommen  poliert  angenommen,  also  ideale  Körper  in  Betracht 
gezogen,  welche  in  der  Natur  nicht  vorkommen,  und  vorausgesetzt, 
dass  wenn  zwei  Körper,  in  Ruhe  oder  Bewegung  befindlich,  in  einem 
Punkte  im  Contacte  sind,  und  einer  auf  dem  anderen  gleiten  kann, 
ihre  wechselseitige  Wirkung  normal  auf  der  gemeinsamen  tangierenden 
Ebene  ist. 

Diese  Annahme  stimmt  nicht  mit  der  Erfahrung  überein,  alle 
natürlichen  Körper  sind  nicht  vollkommen  starr  und  nicht  voll- 
kommen poliert.  Sind  sie  im  Contact,  berühren  sie  sich  immer  in 
mehr  aU  einem  Punkte,  und  die  Körper  erleiden,  wenn  auch  im 
allgemeinen  sehr  kleine  Deformationen,  welche  beim  Gleichgewichte 
permanent,  bei  der  Bewegung  variabel  sind.  Es  entstehen  moleculare 
Schwingungen,  und  entwickelt  sich  Wärme  und  Elektricität,  wodurch 
die  Gleichgewichtsbedingungen  modificiert  werden.  Insbesondere  tritt, 
beim  Gleiten  sowohl  als  beim  Rollen  eines  Körpers  auf  einem  anderen, 
zur  normalen  Reaction  eine  tangentielle  hinzu. 

Die  gleitende  Reibung,  wie  auch  die  rollende  Reibung  und  die 
Zapfenreibuug  sind  von  Coulomb,  Memoires  pr6sentes  k  l'Academie 
de  Paris,  Rennie,  Experiments  on  the  friction,  und  Morin,  Nouvelles 
experiences  sur  le 
frottement ,  sehr 

genau  untersucht 
worden,  und  wir 
wollen  über  die  Rei- 
bung bloß  einiges 
anführen. 

§444.  Gesetzt 
ein  nur  von  der 
Schwere  sollicitierter 
Körper  vom  Ge- 
wichte P  sei  auf  einer 
horizontalen  Ebene  S  gestützt,  so  findet,  schon  infolge  der  normalen 
Reaction  N,  welche  dem  Gewichte  des  Körpers  P  gleich  und  direct 
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entgegengesetzt  ist,  Gleichgewicht  statt.  Lassen  wir  nun  in  einer 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehenden  verticalen  Ebene,  hart 
bei  der  horizontalen  Ebene  eine  sehr  kleine  Kraft  Q'  horizontal 
wirken,  so  würde  solche,  wenn  nur  die  normale  Reaction  vorhanden 
wäre,  das  Fortgleiten  des  Körpers  P  auf  der  Ebene  S  bewirken. 

Das  geschieht  aber  nicht,  weil  durch  den  Contact  nicht  bloß 
die  normale  Reaction  N,  sondern  auch  eine  tangentielle  Reaction  T, 
mithin  die  gesammte  Reaction  R  enstanden,  welche  mit  N  den 
Winkel  a  bildet,  dessen  Größe  durch  die  Gleichung 

T        T 

bestimmt  erscheint,  während  die  kleine  Kraft  Q'  mit  N  einen  kleineren 
Winkel  ol*  einschließt. 

So  lange  also  Q'  die  Größe  von  T  nicht  erreicht,  wird  Be- 
wegung nicht  erzeugt  und  P  bleibt  immer  im  Gleichgewichte. 

Vergrößern  wir  dann  Q',  bis  sie  zu  Q  =  T  wird  und  eigentlich 
diese  um  eine  sehr  kleine  Größe  übertrifft,  wo  dann  aber  auch  der 
Winkel  a'  zwischen  der  angesetzten  Kraft  Q  und  N  vergrößert  und 
zu  a  wird,  alsdann  wird  das  Gleichgewicht  aufgehoben,  es  tritt  Be-' 
wegung  ein,  P  beginnt  auf  S  zu  gleiten,  und  hat  man  dann 

tang  a  =  p  =  j^  =  -p. 

Diesen   Winkel  o,  dessen   tang  *  =  ^   ist,    nennt    man    den 

Reibungswinkel,  die  Größe  Q  nennt  man  die  Reibung  im 
Beginne  der  Bewegung. 

§  445.  Die  vielfachen  Versuche,  theils  durch  allmähliches  Ver- 
größern der  Kraft  Q',  die  man  sich  als  Gewicht  über  eine  Rolle 
vertical  abwärts  angreifend  denken  kann,  theils  in  der  Weise,  dass 
man  die  horizontale  Ebene  um  eine  Gerade  sich  drehen  ließ  und 
den  Winkel  der  schiefen  Ebene  so  lange  vergrößerte,  bis  P  zu 
gleiten  begonnen,  haben  nachstehende  Gesetze  für  die  gleitende 
Reibung  ergeben: 

1.  Die  Reibung  sowo*lil  beim  Beginne  als  während  der  Be- 
wegung ist  nicht  abhängig  von  der  Ausdehnung  der  sich  berührenden 
Flächen,  sondern  nur  von  deren  Natur  und  Glätte. 

2.  Die  Reibung  ist  auch  nicht  abhängig  von  der  Geschwindigkeit 
der  Bewegung. 

3.  Sie  ißt  proportional  der  normalen  Componente  des  Druckes. 
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Das  constante  Verhältnis 

^=^  =  tanga  =  F 

nennt  man  den  Beibungscoefficienten.  Dieser  Coefficient  ist 
unabhängig  vom  Drucke  P  und  ist  im  Beginne  der  Bewegung 
etwas  größer  als  während  derselben. 

Solange  also  der  Beibungswinkel  kleiner  als  a  ist,  besteht 
Gleichgewicht. 

Auch  bei  der  rollenden  Bewegung  bildet  der  Eeibungscoefficient 
F'  während  des  Bollens  constant  einen  gewissen  Theil  der  nor- 
malen Componente  der  Kraft  B,  und  ist  derselbe  unabhängig  von  R 
und  vom  geraden  Durchschnitte  des  rollenden  Cylinders. 

Die  Zapfenreibung  unterscheidet  sich  von  der  rollenden  Beibung 
dadurch,  dass  der  Zapfen  sich  zwar  dreht,  aber  das  Lager  stets  in 
denselben  Punkten  berührt  Auch  für  diese  hat  man  constante 
Beibungscoefficienten  festgestellt. 
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Fünfter  TheiL 

ALLOEMEINE  DYNAMIK 


Erstes  Capitel. 

Über  Vectoren. 

§  446.  Bevor  wir  zur  Dynamik  der  Systeme  schreiten,  wollen 
wir  noch  manches  zur  Dynamik  des  Punktes  nachtragen. 

Wir  wissen,  dass  eine  Kraft  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn 
durch  eine  Strecke  vorgestellt  wird.  Diese  Strecke  von  bestimmter 
Länge  wird  Vector  genannt,  an  dessen  Ende  ein  Pfeil  beigesetzt 
wird,  um  den  Lauf  der  Richtung  anzudeuten.  Auch  die  Geschwindi«:- 
keiten.  die  Accelerationen,  die  Rotationen,  die  Momente  der  Kräfte, 
die  Quantitäten  der  Bewegung  und  deren  Momente  werden  durch 
Strecken  vorgestellt,  Vectoren  genannt. 

Die  Resultante  R  mehrerer  Kräfte  P^,  P25  ist  bekanntlich  eben- 
falls durch  einen  Vector  vorgestellt,  und  schreibt  man 

R  =  (P.)  +  (P,)  +  (P3)  +  . . . 

Es  wird  dann  gesagt,  die  Resultante  ist  die  geometrische 
Summe  der  Kräfte,  der  Vector  der  Resultante  ist  die  geometrische 
Summe  der  Vectoren  der  Kräfte,  was  eben  durch  die  jedem  P  bei- 
gesetzten Klammern  angedeutet  wird,  dass  nämlich  die  geometrische 
Summe  verstanden  wird. 

Bezeichnet  man  die  Componenten  der  Kräfte  nach  den  recht- 
winkligen Achsen  mit  X^,  Y^,  Z^,  X2  .  .  .,  und  die  Componenten  von 
R  nach  denselben  Achsen  mit  X,  Y,  Z,  so  hat  man 

X  =  Xj  -"1-  X2  -|-  X3  -p  •  •  • 
Hier  ist  X  die  algebraische  Summe  der  Componenten  der 
Kräfte. 

WeisBtein,   Rationelle  Mechanik.  II.  1 


Dasselbe  ist  der  Fall  bezüglich  der  Geschwindigkeiten,  Accele- 
rationen,  Rotationen,  deren  respectiven  Resultanten  sind  die  geo- 
metrischen Summen  der  einzelnen  Geschwindigkeiten,  AccelerationeD. 
Rotationen,  die  Componenten  der  Resultanten  nach  den  rechtwinkligen 
Achsen  die  algebraischen  Summen  der  Componenten  der  verschiedenen 
Geschwindigkeiten,  Accelerationen,  Rotationen  nach  denselben  Achsen. 

Momente  der  Kräfte. 

§  447.  Wie  wir  wissen,  unterscheidet  man  Momente  der  Kräfte 
in  Bezug  auf  einen  Punkt,  in  Bezug  auf  eine  Gerade  oder  Achse, 
und  in  Bezug  auf  eine  Ebene.  Wir  wollen  sie  kurz  durchgehen, 
da  sie  uns  in  der  Folge  sehr  wichtig  sind. 

a)  Unter  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen  Punkt  B 
versteht  man  das  Product  der  Kraft  multipliciert  mit  der  kürzesten 
Distanz  derselben  vom  Punkte  B,  die  wir  mit  8  bezeichnen.  Dieses 


Fig.  1. 


Product  P  0  ist  gleich 
2  A  P  B  A,  das  heißt  gleich 
der  zweifachen  Fläche  des 
Dreieckes  P  B  A. 

Errichtet  man  in  B 
eine  Normale  BG  auf  der  Ebene  BAP,    deren   Länge    dem   Pro- 
ducte  P  8  gleichkommt,  so  repräsentiert  der  Vector  B  G  das  Moment 
der  Kraft  P,  in  Grüße.  Richtuuff  und  Sinn,  wie  bei  Rotationen. 

h)  Das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Gerade  oder 
Achse  ist  das  Product  der  Projection  der  Kraft  auf  eine  Ebene, 
welche  auf  jener  Geraden,  in  einem  darauf  willkürlich  gewählten 
Punkt,  senkrecht  steht,  multipliciert  mit  der  kleinsten  Distanz  der 
Projection  von  jener  Geraden  oder  Achse. 


Nennen  wir  das  Moment  der  Kraft  P,  in  Beziehuns^  auf  den 
Ursprung  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems  O,  G^,  vorgestellt 
durch  den  Vector  OG,  und  sucht  man  das  Moment  dieser  Kraft  in 
Bezug  auf  die  Achse  0  z,  so  ist  dieses  Moment  gleich  dem  Producte 
der  Projection  von  P  auf  die  Ebene  der  xy,  multipliciert  mit  der 
kürzesten  Distanz  dieser  Projection  vom  Punkte  0. 

Bildet  ferner  die  Ebene  POA  mit  der  Ebene  der  xy  den 
Winkel  0,  so  ist  das  Moment  von  P  in  Bezug  auf  die  Achse  Oz 
auch  gleich  2  A  P  O  A  cos  9. 

§  448.  Denselben  Winkel  ö  bildet  aber  auch  der  auf  der 
Ebene  POA  senkrecht  errichtete  Vector  O  G  =  Gj  mit  der  0  z, 
und  das  Moment  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  Oz  ist  daher 
auch  gleich  Gj  cos  9.  also  gleich  der  Projection  des  Momentes 
der  Kraft,  in  Bezug  auf  den  Punkt  O,  auf  die  Achse  Oz. 
Nennen  wir  dieses  Moment  der  Kraft  P,  in  Bezug  auf  die  Achse 
OzjNi,  so  ist  N,  gleich  der  Projection  von  Gi  auf  Oz,  und  in 
ähnlicher  Weise  wird  man  finden,  dass  die  Momente  der  Kraft  P 
in  Bezug  auf  die  Achsen  Oy,  Ox  gleich  sind  den  Projectionen 
von  Gl  auf  die  respectiven  Achsen  Oy,  Ox.  Wir  nennen  diese 
Momente  Mj,  Lj. 

Dieses  Moment  in  Bezug  auf  eine  Achse  hat  noch  einen  andern 
Ausdruck.  Nennen  wir  den  Winkel,  welchen  P  mit  der  Achse  Oz 
schließt,  6',  so  ist  das  Moment  gleich  P  sin  0'  8,  und  daraus  sieht 
man,  dass  das  Moment  gleich  Null  ist,  wenn  entweder  P  oder  8 
oder  sinO'  gleich  Null  ist,  also  wenn  P  gleich  Null  ist  oder  in 
derselben  Ebene  mit  der  Achse  liegt. 

Lj,  Ml,  Ni  sind  demnach  die  Projectionen  von  G^  auf  die 
Achsen  Ox.  Oy,  Oz,  daher 

§  449.  Bezeichnen  wir  das  Moment  einer  andern  Kraft  P'  in 
Bezug  auf  den  Punkt  O  mit  G2,  und  in  Bezug  auf  die  Achsen  mit 
L.^,  M2,  N2,  ferner  in  analoger  Weise  die  Momente  der  Kräfte 
P"  P"  . . .,  so  kann  man  alle  Vectoren  Gi,  G2,  G3  .  . .  zusammen- 
setzen, und  ebenso  die  Projectionen  auf  jeder  Achse,  und  nennt 
man  G  die  Resultante  von  G,,  G2  .  . .,  L  die  Summe  der  Projectionen 
auf  O  X,  M  die  Summe  der  Projectionen  auf  0  z.  N  die  Summe  der 

Projectionen  auf  Oz,  so  wird  man  haben 

1» 


]. 


G  =  {Go  +  (G,)  +  (G,)  + 
L  =  L,  +  Lj  +  Lj  + 
M=Mi    -f-M,    +Mj    +  +  -r 

N=:N,      +N2      +N3     +  +  .. 


Das  resultierende  Moment  aller  Kräfte  bezüglich  des 
Punktes  O  ist  die  geometrische  Summe  der  Momente  der 
einzelnen  Kräfte  bezüglich  desselben  Punktes  O. 

Das  Moment  der  Resultante  in  Bezug  auf  eine  Achse 
ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Momente  der  con- 
currierenden  Kräfte  in  Bezug  auf  dieselbe  Achse. 

§  450.  c)  Das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Ebene 
kennen  wir  aus  §§  39,  40,  und  bemerken  wir  nur  noch,  dass  dieser 
Satz  auch  bei  schiefwinkligen  Achsen  Geltung  hat.  Also  auch  bei 
schiefwinkligen  Achsen  nennt  man  das  Moment  einer  Kraft  in 
Bezug  auf  eine  Ebene,  das  Product  der  Kraft  P  multi- 
pliciert  mit  der  Coordinate  ihres  Angriffspunktes.  Auch 
in  diesem  Falle  gilt  der  Satz,  dass  das  Moment  der  Resultante 
paralleler  Kräfte  in  Bezug  auf  eine  Ebene  gleich  ist  der 
Summe  der  Momente  dieser  Kräfte  in  Bezug  auf  dieselbe 
Ebene. 

Denn  schließt  die  Achse  0  z  mit  der  Ebene,  worauf  dio 
Momente  bezogen  werden,  einen  schiefen  Winkel,  kann  man  eine 
Hilfsachse  Oz'  nehmen,  welche  auf  jener  Ebene  senkrecht  steht. 
Schließt  nun  die  Oz'  mit  der  Oz  den  Winkel  0  ein,  so  ist  jede 
schiefwinklige  Coordinate  mit  der  rechtwinkligen  durch  die 
Gleichung  verbunden  z'  =  z  cos  ö,  so  dass  es  genügt,  in  der  Gleichunj: 
(5)  des  §  40  statt  der  verschiedenen  z'  die  TVerte  z  cos  S  zu  setzen 
und  die  ganze  Gleichung  durch  cos  9  zu  dividieren,  wodurch  diese 
auf  schiefwinklige  Coordinaten  passt. 

Quantität  der  Bewegung  und  Momente  derselben. 

§  451.  Unter  Quantität  der  Bewegung  eines  Punktes  von  der 
Masse  m  versteht  man,  wie  man  weiß,  das  Product  mv,  wo  v  die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  bedeutet,  und  wird  dieses  vorgestellt 
durch  einen  Vector,  welcher  Richtung  und  Sinn  der  Geschwindig- 
keit angibt,  und  dessen  Länge  dem  Producte  mv  gleichkommt 


Gehen  wir  nun  von  den  Gleichungen   der  Bewegung  aus,  so 
hatten  wir 

d^x 


2. 


m 


m 


m 


dt2 

dt2 
d^ 
dt'' 


=  X  oder  in  anderer  Form 


=  Z 


dt 

dt 
d 


=  X 


dx\  _ 

dt/~ 

1 A  =  Y 

dt;         ' 

d 


Dabei  sind  X,  Y,  Z  die  Componenten   aller  den  Punkt  solli- 
citierenden  Kräfte,  und  respective  der  Resul- 
tante der  Kräfte  nach  den  Achsen. 

Indem    bekanntlich     die    Projectionen 


von  V  auf  die  Achsen 


dx 


dz 


und  die 


die   Achsen 


"^  dt' 


sind, 


so 


dt'    dV    dt' 
Projectionen  der  Quantität  der  Bewegung  auf 

dx        dy         dz 
dt'        dt 
drücken  die  Gleichungen  2.  aus,  dass: 

Die    Derivierte    der    Projection 
der    Quantität    der     Bewegung    des 

Punktes  auf  eine  Achse,  in  Bezug  auf  die  Zeit,  gleich  ist 
der  Summe  der  Projectionen  aller  den  Punkt  sollici- 
tierenden  Kräfte  auf  dieselbe  Achse. 

§  452.  Multiplicieren  wir  die  dritte  der  Gleichungen  2.  mit  y, 
die  zweite  mit  z,  und  ziehen  die  zweite  von  der  dritten  ab,  bilden 
in  ähnlicher  Weise  noch  zwei  andere  Gleichungen,  so  erhalten  wir 
drei  folgende  Gleichungen 


3. 


dt 
d_ 
dt 
jd^ 
dt 


m 


m 


m 


(dz  d  v\  r, 

"dt  dt/        ^ 


d 
dz^ 


Y  =  L 


/    dx  dz\ 

i^dT-^dtj 

( 


dv 
^dt 


dt 

dx\ 

dt/ 


2  X  —  X  Z  =  M. 


=  X  Y  —  V  X  =  N 


Diese  Gleichungen  drücken  Folgendes  aus.  wobei  man  über  die 
darin  vorkommenden  Größen   eine   klare  Vorstellung   haben  muss. 

Die  Quantität  der  Bewegung  mv  wird  als  Kraft  aufgefasst. 
Das  Moment  von  mv  in  Bezug  auf  den  Punkt  O  wird  durch 
einen  Vector  OG'  vorgestellt. 


d  X        d'v 
Die  Projectionen  von  niv  auf  die  Achsen   sind  m  -,    ,  m  ,% 
•^  dt'        dt' 

dz 
m   ,  -. 
dt 

Das  Moment  von  m  v  in  Beziehung  auf  eine  Achse,  sei  es 
die  z- Achse,  ist,  wie  wir  gesehen,  die  Projection  des  Vectors  auf  diese 
Achse,  das  ist  die  z-Achse,  und  hat  zum  Ausdrucke 

/    dy  dx\ 

'"i^dt    ydt> 

ganz  wie  bei  Kräften. 

Die  in  den  Parenthesen  der  Gleichungen  3.  eingeschlossenen 
Größen  sind  demnach  die  Momente  der  Quantität  der  Bewegung 
in  Bezug  auf  die  respectiven  Achsen,  oder  was  dasselbe  ist,  die 
Projectionen  des  Momentes  der  Quantität  der  Bewegung  in  Be- 
ziehung auf  den  Punkt  O,  vorgestellt  durch  den  Vector  OG',  auf 
die  respectiven  Achsen. 

Die  Gleichungen  3.  sprechen  demnach  den  Satz  aus: 

Die  Derivierte  des  Momentes  der  Quantität  derBe- 
wegung  des  Punktes  in  Beziehung  auf  ein'e  Achse,  in 
Bezug  auf  die  Zeit,  ist  gleich  dem  Momente  der  Resul- 
tante der  Kräfte,  in  Bezug  auf  dieselbe  Achse. 

Dass  die  zweiten  Glieder  in  den  Gleichungen  3.  die  Momente 
der  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Achse,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Pro- 
jectionen des  Momentes  der  Resultante  der  Kräfte,  in  Bezug  auf 
den  Punkt  O,  auf  die  Achsen  vorstellen,  dass  L,  M,  N  die  Pro- 
jectionen des  Momentes  der  Resultante  der  Kräfte  auf  die  Achsen 
sind,  wissen  wir,  und  wurde  das  Moment  der  Resultante  der  Kräfte, 
in  Bezug  auf  den  Punkt  0,  mit  G  bezeichnet. 

In  der  Figur  ist  CR  gleich  und  parallel  der  am  Punkte  ni 
wirkenden  Resultante  der  Kräfte;  OR'  das  Moment  derselben  in 
Bezug  auf  den  Punkt  0,  OG  gleich  und  parallel  der  Quantität  der 
Bewegung  des  Punktes  m,  OG'  das  Moment  der  Quantität  der  Be- 
\vegung  in  Bezug  auf  den  Punkt  0. 


Zwreites  Oax>iteL 
Theoreme  über  Bewegung  von  Systemen. 

a)  Quantitäten  der  Bewegung. 

§  453.  Man  theilt  die  auf  ein  System  wirkenden  Kräfte  in 
äußere  und  innere.  Letztere  sind  die  wechselseitigen  Actionen 
von  einem  Systempunkte  auf  den  andern.  Sie  sind,  wie  wir  wissen, 
infolge  des  Principes  der  Gleichheit  von  Action  und  Reaction  je 
zwei  einander  gleich  und  entgegengesetzt. 

Die  Kräfte  werden  auch  getheiit  inLiaisonskrUfte,  welche 
von  den  Liaisons  herrühren,  die  dem  Systeme  auferlegt  sind,  und 
direct  applicierte  oder  gegebene  Kräfte,  welche  man  auf 
das  System  asrieren  lässt.  Die  Liaisonskräfte  sind  nach  Verschieden- 
heit  des  Falles,  bald  innere,  bald  äußere.  Bei  einem  soliden  Körper 
beispielsweise  sind  die  Liaisonskräfte  innere.  Ist  ein  Punkt  ge- 
zwungen, auf  einer  Curve  oder  Fläche  zu  verbleiben,  ist  die  Liaison 
eine  äußere,  Kraft. 

§  454.  Seien  nun  X,,  yi,  z,,  X2  .  .  .  die  Coordinaten  der  Punkte 
von  den  Massen  m,,  m2  .  .  .,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem.  Unter  X,  Y,  Z  verstehen  wir  einstweilen  die  Pro- 
jectionen  einer  einzigen  Kraft,  welche  auf  einen  Punkt  wirkt,  und 
schreiben  X»  . .  .,  wo  die  Projection  von  einer  äußeren  Kraft,  und 
Xi . .  . .  wo  die  Projection  von  einer  inneren  Kraft  vorgestellt  wird. 
Dann  hat  man,   wenn  auf  den  Punkt   verschiedene  Kräfte  wirken, 

d^x 
m  1- V  =  SXa  +  SXi 

dt'  ' 

4.     .  m^'v  =  2Ya  +  £Yi, 
dt* 

m4-|^  =  SZa  +  2Zi 
dt^ 

wo  S  die  Summe  aller  äußeren  und  inneren  Kräfte,  welche  auf  einen 
Punkt  m  wirken,  bedeutet. 

Schreiben  wir  für  alle  Systempunkte  ähnliche  Gleichungen, 
und  setzen  wir  zusammen,  so  hat  man 

2  m  ^^  =  X  S  Xa  +  2  S  Xi, 
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wo  sich  S  Ii  anfalle  Kräfte  und  alle  Punkte  erstreckt.  Auch  werden 
wir  zwei  analoge  Gleichungen  bezüglich  Y  und  Z  haben. 

Um  aber  die  Zeichen  nicht  zu  vervielfältigen,  werden  wir 
unter  X  jetzt  die  Summe  der  Projectionen  aller  einen  Punkt  sollici- 
tierenden  Kräfte  verstehen,  wodurch  wir  einfacher  schreiben 

Bedenkt  man  ferner,  dass  je  zwei  innere  Kräfte  einander 
gleich  und  entgegengesetzt  sind,  so  ist  das  zweite  Glied  rechter 
Hand  gleich  Null,  und  hat  man,  indem  auch  das  Zeichen  a  wegge- 
lassen werden  kann, 

dt'  dt       \      dt/ 

dt'  '        dt       \      dt/  ' 


5. 


^        dz         ^„  d„/dz 

1  m  —^ —  =  1  Z        -T— 
dt  dt 


("  ^  - 


wo  X,  Y,  Z  die  Projectionen  aller  äußeren  an  einem  Punkte 
wirkenden  Kräfte  bedeuten,  und  £  sich  auf  alle  Punkte  bezieht. 

Diese  Gleichungen  sprechen  für  ein  System  denselben  Lehr- 
satz aus,  wie  solcher  im  §  451  für  einen  Punkt  hergeleitet  wurde, 
und  versteht  man  unter  Projectionen  aller  Kräfte  nur  die  äußeren 
Kräfte. 

Nehmen  wir  an,  es  sind  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden,  als- 
dann werden  die  zweiten  Glieder  in  den  Gleichungen  5.  gleich  Null, 
und  man  hat 

£  m    ,  -  =  const.,  S  m   ,     =  const,   S  m   ,  -  =  const. 
dt  dt  dt 

Bewegung  des  Schwerpunktes. 

§  455.  Bezeichnen  wir  die  Masse  des  ganzen  Systems  mit  M, 
und  seien  £,  tj,  C  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes,   so   hat  man 

S  m  X  =  M  S,  £  m  y  =  M  7j,  S  m  z  =  M  C, 

„       d^x       .,  d^£     ^      d*y        ^,dV^     ^       d=z        .-d'C 
1  m    ,-r  =  M    -    ,,   1  m  -,  *^   =  M  -,   'Im  -3---  =  M  -yr:. 
dV  dt'  dt-  dt'  dt*  dt 

Die  Gleichungen  5.  werden  daher,  wenn  man  darin  die^e 
Werte  einsetzt. 
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d'  £  d^  71  d2  C 

Diese  Gleichungen  enthalten  das  Theoreme: 

Der  Schwerpunkt  eines  Systems  bewegt  sich  wie 
ein  materieller  Punkt,  in  welchem  die  totaleMasse  des 
Systems  concentriert,  und  an  welchem  alle  äußeren 
Kräfte  des  Systems  parallel  verschoben  appliciert 
worden  seien. 

Sind  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden,  alsdann  bewegt  sich 
der  Schwerpunkt  gleichförmig  und  geradlinig. 

b)  Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung, 

§  456.  Gehen  wir  hier  von  den  Gleichungen  4.  aus,  betrachten 
anfangs  X.  Y,  Z  als  Projectionen  einer  Kraft,  scheiden  die  Kräfte 
in  äußere  und  innere,  und  behalten  die  früheren  Bezeichnungen  bei. 
Multiplicieren  wir  die  erste  mit  y,  die  zweite  mit  x,  und  ziehen 
die  erste  von  der  zweiten  ab,  so  wird 


[™  (^  df  ""  y  dl)]  =  ^  ™  (^  ^'  —  y  X.)  +  S  (x  Yi  —  y  X,). 


m 

oder 

d 
dt  _ 

Schreiben  wir  nun  ähnliehe  Gleichungen  bezüglich  der  anderen 
Pankte  des  Systems  und  setzen  zusammen,  so  hat  man 

|^Sm(x|f-y^^-^)  =  Sv:(xY.-yX.)  +  Si:(xY.-yX.). 

Das  zweite  Glied  rechter  Hand  enthält  die  Summe  der  Mo- 
mente aller  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Achse  Oz,  welche  je  zwei 
einander  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  und  ist  also  dieses  Glied 
gleich  Null.  Es  entfällt  demnach  das  a  beim  ersten  Gliede  als  über- 
flüssig. Ferner  bezeichnen  wir  jetzt  mit  X  die  Projectionen  aller 
an  einem  Punkte  wirkenden  äußeren  Kräfte  auf  die  x- Achse,  so 
dass  wir  unter  dem  Producte  y  X  verstehen,  dass  jede  X,  das  ist 
jede  Projection  einer  einzelnen  Kraft  mit  ihrem  correspondieren- 
den  y  multipliciert  wird,  und  fassen  wir  in  ähnlicher  Weise  es  bei 
den  Größen  Y,  Z  auf,  wie  wir  auch  unter  5^  verstehen,  dass  es  sich 
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auf  alle  Punkte   erstreckt,   so   erhält   man,   wenn  man    noch  zwei 
analoge  Gleichungen  bildet, 


7. 


dt 


H  m 


d  y 

--—  li  m 
dt 

-7—  L  m 
dt 


Diese  Gleichungen  sprechen  für  ein  Punktsystem  dasselbe 
Theoreme  aus,  das  wir  im  §  452  bei  einem  einzelnen  Punkte  kennen 
gelernt,  und  sind  unter  Kräften  die  äußeren  zu  verstehen. 

§  457.  Die  beiden  beim  Punkte  und  Systeme  ausgesprochenen 
Theoreme  haben  eine  geometrische  Repräsentation,  welche  aus  Figur  3 
zu  ersehen  ist. 

OR  stellt  die  Resultante  aller  äußeren  Kräfte  vor,  parallel 
verschoben  nach  dem  Ursprünge  des  Coordinatensystems  0,  deren 
Projectionen  auf  die  Achsen  sind 

Das  Moment  dieser  äußeren  Kräfte,  und  respective  deren 
Resultante,  in  Bezug  auf  0,  vorgestellt  durch  0  R',  hat  zu  Projectionen 
auf  die  Achsen 

S  (y  Z  —  z  Y)  =  L,  i:  (z  X  —  X  Z)  =  M,  S  (x  Y  —  y  X)  =  N. 

Die  Quantität  der  Bewegung  eines  jeden  Punktes  kann  durch 
einen  Vector  vorgestellt  werden.  Hier  beim  Systeme  nehmen  wir 
an,  dass  die  Summe  aller  Quantitäten  der  Bewegungen  der  einzelnen 
Punkte,  also  die  geometrische  Summe  aller  Vectoren  durch  den 
Vector  0  G  vorgestellt  wird,  so  dass  0  G  die  Resultante  aller  Quanti- 
täten der  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  ist.  Die  Projectionen 
dieses  Vectors  0  G  auf  die  Achsen,  wenn  wir  solche  mit  k^  \  C 
bezeichnen,  sind 

^       dx        .„       dy  „       dz        ^ 

dt         '  dt         ''  dt 

Endlich  stellen  wir  das  Moment  der  Summe  aller  Quanti- 
täten der  Bewegungen  der  einzelnen  Punkte,  in  Bezug  auf  0,  durch 
den  Vector  O  G'  vor,  dessen  Projectionen  auf  die  Achsen,  indem 
wir  solche  mit  X,  |jl,  v  bezeichnen,  sind 
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«        /dz  dy\        . 

y  dt  dt/ 

«       /    dx  dz\ 

V     dt  dt/        ^ 


m 


/    dv  dx\ 

i^di~ydtj  = 


Obige  beide  Theoreme  sprechen  demnach  aus: 

dt  dt  '    dt 

dX  d(JL  dv 

dt  '        dt  '       dt 


8. 


2Z 


cr- 


,-  ,   -~^j   -,-    stellen  gewisse   Projectionen   von   Geschwindig 

keiten  vor,  und  zwar  des  Endpunktes  G  des  Vectors  0  G,  indem 
i  Y],  C  die  Projectionen  von  OG,  und  respective  die  Coordinaten 
des  Punktes  G  sind. 

Die  erste  der  Gleichungen  8.  drückt  also  aus,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  G  in  jedem  Zeitpunkte  gleich  und  parallel 
ist  dem  Vector  OR. 

Ebenso  stellen  die  Größen  ^-,   -r^,   -r-  die  Projectionen  der 

Geschwindigkeiten  des  Punktes  G'  des  Vectors  O  G'  vor,  und  die 
zweite  der  Gleichungen  8.  spricht  aus,  dass  die  Geschwindigkeit 
dieses  Punktes  in  jedem  Zeitpunkte  gleich  und  parallel  ist  dem 
Vector  O  R'. 

Princip  der  Flächen, 

§  458.  Sind  die  Momente  der  äußeren  Kräfte  in  Beziehung 
auf  eine  Achse  constant  gleich  Null,  welcher  Fall  dann  eintritt, 
wenn  die  Resultante  der  am  Systeme  wirkenden  äußeren  Kräfte  mit 
der  betreffenden  Achse,  sei  es  Oz,  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegt,  so  gibt  die  dritte  der  Gleichungen  7. 

-T-  i-  m  1  X  -zr^  —  y  -  -  I  =  0,  Im  Ix-/  —  y  -   -  I  =  c. 

dt  \     dt        -^  dt/  '  \     dt        -^  dt/ 

Die  Summe  der  Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung  ist 
in  Bezug  auf  diese  Achse  constant. 

In  diesem  Falle  gibt  das  Theoreme  ein  erstes  Integral  der 
Gleichungen  der  Bewegung,    und  man  sagt  dann,  dass  das  Princip 
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Fig.  4. 


der  Flächen  angewendet  wird  auf  die  Projection  der  Bewegung  auf 
eine  Ebene,  welche  auf  dieser  Achse  senkrecht  steht. 

Projicieren  wir  die  Punkte  m,,  m2  .  . .  auf  die  Ebene  der  xy, 

welche  auf  der  Achse  Oz  senkrecht 
steht,  und  beschreiben  die  Projectionen 
der  Radienvectoren  Omj,  Om.2  .  •  •• 
nämlich  0  m',  0  m"  . . .,  während  eines 
Zeittheils  dt,  die  Flächen  S],  S2  .  .  •? 
so  weiß  man  aus  §  363,  dass  man  hat 

xdy  —  ydx 


dSi  = 


2 


Daher 


£  m 


2i:m 


dS 
dt 


( 


d  V 


dt       ■ 
const  =  C. 


dx 
dt 


\  =  21 


m 


dS 
dt' 


£  m 


(: 


Die  Summe    der  Producte   der  auf  der  Ebene  xv  von  Om', 

0  m"  beschriebenen  Flächen,  multipliciert  mit  den  respectiven  Massen 

der  betreflFenden  Punkte,   variiert   also    proportional  der  Zeit,    Die 

Constante  C  ist  das  Doppelte  der  Variation  von  S  m  S,  während  der 

Zeiteinheit,  sie  ist  das  mit  m  multiplicierte  Moment  der  anfänglichen 

Geschwindigkeit    in    Bezug    auf    O  z,    der  Wert,    den    die    Größe 

d  y  d  X  \ 

-Tj  —  y  j  f  )  ^^  Beginne  der  Bewegung  hat,  welcher  durch 

die  anfänglichen  Bedingungen  der  Bewegung  bestimmt  wird. 

§  459.  Sind  gar  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden,  alsdann  ist 
das  Princip  der  Flächen  anwendbar  auf  die  Projection  der  Bewegung 
auf  irgend  eine  Ebene  um  irgend  einen  Punkt  der  Punkte  dieser 
Ebene. 

Sind  die  Kräfte  central,  so  dass  die  Resultante  aller  Kräfte 
durch  einen  fixen  Punkt  O  geht,  und  nimmt  man  diesen  Punkt  zum 
Ursprünge  des  Coordinatensystems,  so  ist  das  Moment  der  Kräfte 
in  Bezug  auf  alle  drei  Achsen  gleich  Null,  und  alsdann  ist  das 
Flächenprincip  auf  die  Projection  der  Bewegung  auf  alle  drei 
Coordinatenebenen  und  mithin  auf  jede  beliebige  durch  den  Ursprung 
gehende  Ebene  anwendbar.  Die  Bahn  ist  dann  in  einer  Ebene, 
welche  durch  das  Centrum  der  Kräfte  passiert,  wie  wir  das  aus 
§  365  wissen. 
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§  460.  Im  Falle  die  Momente  der  äußeren  Kräfte  gleich  Null 
sind,  alsdann  sind  L  =  0,  M  =  0,  N  =  0,  und  dieser  Fall  tritt  ein, 
wenn  centrale  Kräfte  durch  einen  fixen  Punkt  O  gehen,  und  man 
diesen  Punkt  zum  Ursprünge  nimmt.  Alsdann  ist,  mit  Bezugnahme 

auf  §  457,  der  Vector  O  R'  gleich  Null,  und  auch  die  Größen  -^, 

Ht'  ~hT  8^®^^^  Null,  daher  X,  (jl,  v  constant,  wie  auch  die  Richtung 

der  Achsen  um  den  Punkt  O  sein  möge.  Das  Princip  der  Flächen 
findet  also  statt  bezüglich  der  Projection  der  Bewegung  auf  welche 
Ebene  immer,  welche  durch  den  Punkt  0  passiert. 

Um  nun  die  Constante  der  Flächen  auf  irgend  einer  Ebene 
zu  erhalten,  nehmen  wir  diese  Ebene  zur  Ebene  der  x  y,  und  wird 
dann 


m 


/    dy  dx\ 

V^dt-yd-tj=" 


Die  Constante  v  ist  die  Projection  des  Vectors  0  G'  auf  die 
Achse  der  z.  Die  Constante  der  Flächen  auf  irgend  einer  durch  0 
gehenden  Ebene  ist  also  die  Projection  des  Vectors  O  G'  auf  die 
Normale  dieser  Ebene. 

Daraus  ersieht  man,  dass  unter  allen  Ebenen,  welche  durch  0 
gehen,  die  Ebene,  welche  auf  OG'  senkrecht  steht,  diejenige  Ebene 
ist,  auf  welcher   die  Constante  der  Flächen   den  größten  Wert  hat. 

Diese  Ebene  wird  daher  die  Ebene  des  Maximums  der 
Flächen  genannt.  Dagegen  ist  diese  Constante  der  Flächen  gleich 
Null  für  jede  Ebene,  welche  durch  OG'  geht. 


Summe    der   Momente    der    Quantitäten    der   Bewegung    eines    soliden 
Körpers^  welcher  um  eine  Achse  sich  dreht ^  in  Bezug  auf  diese  Achse. 

§  461.  Dreht  sich  ein  solider  Körper  um  eine  Achse,  die  wir 
zur  z- Achse  nehmen,  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  w,  und  seien 
r,  8  die  Coordinaten  der  Projection  eines  Punktes  m  des  Körpers 
auf  die  Ebene  der  x  y,  die  cartesischen  Coordinaten  dieses  Punktes 
X.  V,  z,  so  hat  man 

X  =  r  cos  0,  V  =  r  sin  0. 

Bei  der  Drehung  variiert  bloß  0.  nicht  aber  r. 
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Der  Ausdruck  mix,-  —  Y   i—  i  wird  daher,  indem  o)  =  , 

\     dt        "^   dt/  dt 


ist,    ferner  -r—  =  —  r  sin  0   , 
dt  dt 


j  ri  d6 

Y  (Ö,   -- -  =  r  cos  H     ,        =:   X   tl) 

"     '  dt  dt 


sind,    mr^cü    oder   mr^^^ 


de 


dt* 


Daher 
9. 


^       /    dy  dx\         , 

\     dt        -^  dt/ 


dx\        .,  .,  dö 

-^   -^^  '  dt 


Nennen  wir  das  Moment  der  Trägheit  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Rotationsachse  Mk^,  so  hat  man  für  die  Summe  der  Mo- 
mente der  Quantitäten  der  Bewegung  aller  Punkte  des  Körpers  in 
Bezug  auf  die  Drehungsachse,  also  die  z-Achse 

10.     Sm  ('x^y-v^''WMk2cö  =  Mk2^^^, 
\     dt        "    dt/  dt' 

also  gleich  dem  Trägheitsmomente  multipliciert  mitder 
Winkelgeschwindigkeit. 

Wir  bemerken  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  man  im  Ausdrucke 
M  k^  für  das  Trägheitsmoment  k  als  Halbmesser  der  Gyration  be- 
zeichnet. 

Drittes  Capitel. 

(Fortsetzung.) 

c)  Pnnctp  der  lebendigen  Kräfte, 

§  462.  Gehen  wir  von  den  Gleichungen  4.  des  §  454  aus. 
wonach  wir  haben 

d^x 


1. 


m 

VI.        ^v 

1 

X. 

+  SX, 

m 

V 

Y. 

+  SY, 

m 

d'z 
dt^ 

V 

z. 

+  s  z, 

und  werden  unter  X,  Y,  Z  die  Projectionen  einer  Kraft  verstanden. 

Addieren  wir  diese  Gleichungen,  nachdem  wir  die  erste  mit 
dx,  die  zweite  mit  dy,  die  dritte  mit  dz  multipliciert  haben,  so 
hat  man 
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(d^xdx  +  d^ydy  +  d^zdz) 


=-^[(ify-'f.!) -i 


™ -di^^ ="-2-LVdt;  'Vdt;  "- 

+  föy]  =  cl-^'=S(X.dx  +  y.dy  +  Zadz)4-2(X.dx  + 

+  Y,  d  y  +  Z,  d  z). 

Schreiben  wir  nun  die  Gleichungen  für  alle  Punkte  des  Systems, 
nnd  setzen  zusammen,  so  wird 

dS^v'  =  SS(X»dx  +  Y.dy  +  Z,  dz)  +  Si:(X,  dx-f 

+  Y,  d  y  +  Zi  d  z), 

oder  wenn  wir  X,  Y,  Z  nunraehr  als  die  Summe  der  Projectionen 
der  an  jedem  Punkte  wirkenden  Kräfte  betrachten,  wo  also  das 
einfache  Zeichen  S  genügt, 

2.     d  S  -^  v'  =  S  (Xa  d  X  +  Ya  d  y  .f  Za  d  z)  +  S  (Xi  d  x  + 

+  Yi  dy  +  Z,  dz). 

Die  Summe  S  m  v'  der  lebendigen  Kräfte  aller  Punkte  des 
Systems  nennt  man  die  totale  lebendige  Kraft  des  Systems, 
und  die  Gleichung  2.  spricht  aus,  dass: 

das  Differential  der  halben  totalen  lebendigen 
Kraft  des  inBewegung  befindlichen  Systems  gleich  ist 
der  Summe  der  elementaren  Arbeiten  aller  Krüfte,  äußerer 
und  innerer,  direct  applicierter  Kräfte  und  Liaisonskräfte. 

Im  allgemeinen  hat  man  beim  Principe  der  lebendigen  Kräfte 
die  elementaren  Arbeiten  sämmtlicher  Kräfte,  äußerer,  innerer. 
Liaisonskräfte  und  gegebener  Kräfte  in  Rechnung  zu  bringen,  wie 
wir  das  gleich  zeigen  werden,  und  werden  wir  auch  die  Be- 
dingungen angeben,  wann  die  elementaren  Arbeiten  der  inneren  Kräfte 
oder  der  Liaisonskräfte  gleich  Null  werden,  in  welchem  Falle  diese 
Kräfte  entfallen. 

Die  Arbeiten  der  inneren  Kräfte. 

§  463.  Betrachten  wir  eine  wechselseitige  Action  zweier  Punkte 
von  den  Massen  m^  und  m.^  aufeinander,  sie  mögen  sich  anziehen 
oder  abstoßen.  Im  ersten  Falle  ist  die  Action  negativ,  im  letzteren 
positiv.  In  der  Figur  setzen  wir  voraus,  dass  die  Punkte  sich  an- 
ziehen. 
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Die  Action  von  m2  auf  mj  ist  gerichtet  nach  der  Geraden  mi  m2, 
die  von  m^  auf  nij,  nach  der  Geraden  m2,  ra^y  beide  wechselseitige 
Actionen  sind,  nach  dem  bekannten  Principe,  einander  gleich  und 
direct  entgegengesetzt.  Nennen  wir   den  gemeinsamen  Wert  k,  vor 

Ficr.  ^. 

/,^ •'- ^ V, 

welchem  das  Zeichen  -\-  oder  —  gesetzt  zu  werden  hat.  in  unserem 
Falle  ist  —  zu  setzen,  r  sei  die  Distanz  beider  Punkte. 

Beziehen  wir  diese  Kräfte  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system,  und  seien  die  Coordinaten  von  mj,  x^,  y,,  z^,  die  von  nii, 
x.,,  y2,  Z2,  so  werden  die  Projectionen  der  wirkenden  Kräfte,  deren 
Intensitäten  für  mj  auf  m.^,  und  von  m2  aufm,  wir  mit  kj  und  k» 
bezeichnen,  auf  die  Achsen  sein 

(k.)     k  — \  k  -"- ^-,  k- \ 

V  r  r 

(kj)   k-^-"^""-,  k-''-^,  k^^l^A 

kl  und  ko  haben  eine  gemeinsame  Intensität,  die  wir  mit  k 
bezeichnen. 

Um  nun  die  elementaren  Arbeiten  zu  bilden,  muss  man,  wie 
man  weiß,  jede  Projection  der  Kraft,  welche  die  Richtung  von  r  hat. 
mit  der  Projection  des  Elementes  der  Bahn  auf  die  Projection 
der  Kraft  multiplicieren,  also  hier  mit  dx,,  respective  dxo,  mit  dy,. 
respective  dy2,  mit  dz^,  respective  dz.,,  da  diese  Elemente  mit  der 
Projection  der  Kraft  zusammenfallen.  Dann  wird  man  die  Summe 
der  elementaren  Arbeiten  der  wechselseitigen  Action  beider  Punkte 
nehmen,  die  wir  mit  T  bezeichnen,  und  diese  ist 

k 

T  =  — ■  -  [(x,  —  X,)  (d  X2  —  d  xO  +  (y2  —  yt)  (d  y2  —  d  yO  -\ 


+  (Z2  — Zi)  (dz2  — dzi), 
da  wir  die  gemeinsame  Intensität  k  als  negativ  aufgefasst. 

Da  wir  ferner  haben 

r'  =  (X,  -  x.y  +  (y,  -  y,)'  +  (z>  -  z.)', 
SO  hat  man 

r  d  r  =  (X2  —  Xi)  (d  x.,  —  d  x,)  +  (y2  —  yO  (d  72  —  d  y^)  + 

+  (z2  —  z,)  (d  Z2  —  dz,). 
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Obige  Gleichung  rednciert  sich  demnach  anf 


T=— --rdr  =  — kdr. 

r 

Man  sieht  also,  dass  bei  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft 
die  Arbeiten  der  inneren  Kräfte  nicht  verschwinden,  indem  diese 
vielmehr  eine  bestimmte  Größe  haben,  die  bei  einer  anziehenden 
wechselseitigen  Action  den  Ausdruck  —  k  d  r  hat. 

FäUe^  tüo  innere  Kräfte  oder  Liaüonskräfte  entfallen, 

§  464.  Diese  FäUe  wollen  wir  hier  anführen. 

I.  Ist  das  System  ein  solider  Körper,  wo  also  die  Distanzen 
zwischen  allen  Punkten  des  Systems  unveränderlich  sind,  alsdann 
ist  d  r  =  0,  und  daher  sind  die  elementaren  Arbeiten  aller  inneren 
Kräfte,  welche  zum  Ausdrucke  haben  —  I  k  d  r,  oder  bei  einer 
wechselseitigen  Abstoßung  2  k  d  r,  gleich  Null,  und  die  Gleichung  2. 
wird,  da  die  Arbeiten  der  inneren  Kräfte  entfallen,  und  auch  das 
beigefügte  a  als  überflüssig  entfällt, 

6.     d  S  ^-  v2  =  S  (X  d  X  +  Y  d  y  4-  Z  d  z). 

^lan  hat  daher  in  diesem  Falle  den  Satz: 

Die  halbe  Variation  der  lebendigen  Kraft  eines 
soliden  Körpers  in  Bewegung  ist  gleich  derSumme  der 
elementaren  Arbeiten  der  äußeren,  am  Systeme  appli- 
cierten  Kräfte. 

IL  Ist  das  System  vollkommen  liquid,  dann  ist  k  gleich  Null, 
und  die  elementaren  Arbeiten  der  inneren  Kräfte  sind  gleich  Null, 
daher  auch  hier  entfallen,  und  die  Gleichung  wird  wie  bei  6.,  daher 
das  Theoreme,  dass: 

die  halbe  Variation  der  lebendigen  Kraft  eines 
vollkommen  liquiden  Körpers  in  Bewegung  gleich  ist 
der  Summe  der  elementaren  Arbeiten  der  äußeren,  am 
Systeme  applicierten  Kräfte. 

§  465.  III.  Ist  das  System  mit  Liaisons,  und  sind  diese  Liaisons 
von  der  Zeit  nicht  abhängig,  alsdann  ist  das  reelle  Deplacement 
d  X,  d  y,  dz  compatibel  mit  den  Liaisons,  dann  ist  die  Summe  der 
elementaren  Arbeiten  der  Liaisonskräfte  gleich  Null  für  jedes  reelle 
Deplacement  und  entfallen. 

Welasteini   Rationelle  Mechanik.  II.  2 
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Wir  haben  daher  für  diesen  Fall  das  Theoreme: 
Die  halbe  Variation  der  lebendigen  Kraft  für  ein 
System,  dessen  Liaisons  nicht  mit  der  Zeit  variieren, 
ist  gleich  der  Summe  der  totalen  Arbeiten  der  Kräfte, 
welche  anf  das  System  wirken,  wobei  die  Kräfte,  welche  die  Liaisons 
erzeugen  außeracht  gelassen  werden. 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  alle  Kräfte  nur  von  der  Position. 
nicht  aber  von  der  Geschwindigkeit  der  Punkte  abhängen,  und  die 
Liaisons  ohne  Reibung  stattfinden.  Ist  das  System  gleichzeitig  ein 
solider  Körper,  figurieren  in  der  Gleichung  2.  nur  gegebene  Knlfte. 

Fall,  wo  das  Princip  ein  Integral  gibt. 

§  466.  Alle  bisherigen  Theoreme  sind  an  sich  sehr  nützlich^ 
und  namentlich  verhelfen  sie,  wie  wir  sehen  werden,  zur  Theorie 
der  Maschinen.  Sie  verhelfen  aber  nicht  zur  Integrierung  der 
Gleichungen  der  Bewegung. 

IV.  Ist  die  Summe  der  elementaren  Arbeiten  aller  Kräfte, 
äußerer  und  innerer,  das  exacte  Diffierential  einer  Function  ü  (Xj, 
yi,  z,  . . .)  der  Coordinaten  des  Systems,  in  welcher  also  die  Zeit 
explicite  nicht  enthalten  ist,  alsdann  lassen  sich  beide  Seiten  der 
Gleichung  2.  integrieren  und  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte 
gibt  ein  erstes  Integral. 

Wir  werden  übrigens  die  Gleichung  2.  stets  in  der  Form 
schreiben 

7.     d  2  m  y'  =  2  (X  d  X  +  Y  d  y  +  Z  d  z), 

wo  unter  X,  Y,  Z  die  Projectionen  aller  Kräfte,  äußerer,  innerer, 
gegebener  Kräfte  und  Liaisonskräfte  verstanden  werden,  und  im 
Falle  welche  Kräfte  entfallen,  dieses  ausdrücklich  hervorheben. 

§  467.  Unter  oben  vorausgesetzter  Bedingung  ist  also  die 
Gleichung  7.  integrierbar,  und  man  hat,  wenn  man  das  Integral  dieser 
Gleichung  7.  für  die  Zeit  von  to  bis  t  nimmt, 

8.     2  m  (^  -  -^^l)  ^  j'^  I  (X  d  X  +  Y  d  y  +  Z  d  z). 

und  bezeichnet  man  den  Wert  von  U  für  die  Zeit  von  t  =  t^  mit 
Uo,  so  wird 


'•     -'"(2--I")=U-U. 
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welche  Gleichung  auch,  wenn      "  —  Uo  =  h  gesetzt  wird,  unter  der 

iL 

Form  gegeben  wird 


v' 


9.     Sm  '    =:U  +  h. 

ü  wird  die  Function  der  KrUfte,  h  die  Constante  der 
lebendigen  Kräfte  genannt. 

In  einem  solchen  Falle  sagt  man,  die  Function  U  existiert. 
Dazu  ist  es  erforderlich,  genügt  aber  nicht,  dass  sämmt liehe  Kräfte 
nur  von  den  Lagen  und  nicht  von  den  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  des  Systems  abhangen. 

Da,  wie  wir  gesehen,  die  Arbeiten  der  inneren  Kräfte  zum  Aus- 
drucke haben  S  k  d  r,  so  muss,  damit  die  rechte  Seite  der  Gleichung  7. 
das  exacte  Differential  einer  Function  U  sei,  k  eine  Function  von  r 
sein,  so  dass  man  hat 

T  =  k  d  r  =  ?  (r)  d  r,  1  T  =  X  k  d  r  =  X  cp  (r)  d  r. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Punkte  sich  wechselseitig  propor- 
tional   den  Massen   und    umgekehrt  dem  Quadrate   ihrer  Distanzen 

anziehen,  so  dass  k  = ^- — -  ist  und  nennt  manU'  die  Function 

r 

der  inneren  Kräfte,  so  hat  man 

U'  =  S  ji:iI^L_™i  d  r  =  1  ^™»  °'^-  +  Constante. 

§  4G8.  Existiert  eine  Function  der  Kräfte  U.  alsdann  wird  die- 
selbe so  oft  das  System  eine  und  dieselbe  Position  passiert,  immer 
denselben  Wert  haben,  da  die  Geschwindigkeit  nur  von  den  Coor- 
dinaten  abhängt.  Die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  wird  in  beiden 
Epochen  dieselbe  sein,  was  alles  aus  der  Gleichung  8.  zu  ersehen 
i.st  und  kann  auch,  in  diesem  Falle,  der  Zuwachs  der  lebendigen 
Kraft  jedesmal  bestimmt  werden.  Es  gibt  indessen  Ausnahmen,  wenn 
nflmlich  die  Function  mehrere  Determinationen  hat.  wo  die  Ge- 
schwindigkeit V  nicht  in  beiden  Epochen  denselben  Wert  hat.  Ist 
beispielsweise  im  Ausdrucke 

i:(Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 

eine  Partie  —  ,  -,--    ,  -  ,    wo  also    dieser  Theil    das  Differential 

X-  +  y» 

X  X 

von  arc  tang  ist  und  man    für    diesen  Theil  U'  =  arc  tang 

2» 
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hätte,  und  kommt  das  System,  das  sich  etwa  um  eine  Achse  dreht 
in  eine  Lage,  die  es  früher  occupiert  hat,  so  wird  alsdann  der  Winkel 

dessen  Tangente  ist,  um  2  tc  vermehrt  sein,  so  dass  die  Function 

U,   von  welcher  dieser  Winkel  einen  Theil  bildet,  nicht  mehr  den- 

selben  Wert  haben  wird. 

§  469.     Für   den   Fall,   wenn   X  =  0,   Y  =  0,   Z=0   sind. 

verschwindet  die  rechte  Seite   der  Gleichung  7.,    und   die  Summe 

der  lebendigen  Kräfte  wird  constant 

v^ 
10.     S  m     -  =  const. 

Hierin  besteht  das  Princip  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kräfte. 

Wirkt  nur  die  Schwere  auf  alle  Punkte  des  Systems,  alsdann 
hat  man,  wenn  die  z-Achse  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Schwere 
gerichtet  ist,    und  Zj  das  z  des  z  Schwerpunktes  bedeutet, 

X  =  0,.Y  =  0,  Z  =  -gin, 

und  dann  wird  die  Gleichung  8..  indem  U  =  — ,  g  M  z, ,  Uq  =  —  g  M  Zj 
werden, 

11.       V    m    ^,_v^vj^_gjj^^    _^^^ 

Die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  ist  also  nur  von  der  Hohe 
des  Schwerpunktes  abhängig,  und  wird  immer  dieselbe,  sobald  der 
Punkt  durch  dieselbe  Niveaufläche,  das  ist  durch  dieselbe  Horizontal- 
ebene geht. 

§  470.  Im  Falle  der  Ausdruck 

S(Xdx-f-Ydy  +  Zdz) 

das  exacte  Differential  einer  Function  U  (x,  y,  z)  ist,  muss,  wie  man 
aus  der  Analysis  weiß, 

dx'  dy '  dz 

sein. 

Die  Gleichgewichtslage  eines  Systems  erhält  man,  wie  man 
aus  Gleichung  8.  sieht,  wenn  man 

dx  dy  dz 

setzt   und   gleichzeitig   annimmt,   dass   die   Anfangsgeschwindigkeit 
gleich  Null  war. 


21 

Man  erhält  also  die  Gleichgewichtslage  eines  Systems,  wenn 
man  die  Maxima  oder  Minima  von  U  aufsucht. 

In  diesem  Falle  des  Gleichgewichtes  eines  Systems  wird  man 
für  alle  virtuellen  Deplacierungen  haben 

S(X8x4-Y8y  4- Z8z)  =  0, 

wo  man  aber,   da  hier  die  Liaisons   von  der  Zeit   nicht  abhängen, 
statt  der  virtuellen  Deplacierungen  die  reellen  setzen  kann,  so  dass 

man  hat 

S(Xdx-fYdy  +  Zdz)  =  0. 

Geht  demnach  das  System  durch  Positionen,  wo  es  im  Gleich- 
gewichte sein  würde,  wenn  seine  Punkte  ohne  Geschwindigkeit 
dahin  gebracht  wären,  so  erlangt  die  Summe  der  lebendigen  Elräfte 
daselbst  ihren  größten  oder  kleinsten  Wert. 


Viertes  Oapitel. 
Theorie  der  relativen  Bewegung. 

Begriffe, 

§  471.  Wir  haben  bereits  bemerkt,  dass  man  in  der  Natur 
nur  relative  Bewegungen  beobachtet.  Dennoch  können  wir  uns  drei 
absolut  fixe  Achsen  vorstellen,  und  wird  alsdann  die  Bewegung 
eines  Körpers  in  Bezug  auf  diese  Achsen  als  absolute  Bewegung 
bezeichnet  Die  absolute  Bewegung  ist  also  in  der  That  reine  Ab- 
straction.  Wir  werden  aber  sehen,  dass  alle  relative  Bewegung  auf 
eine  absolute  Bewegung  zurückgeführt  werden  kann.  Auch  sieht 
man,  wie  wichtig  diese  ganze  Theorie  ist. 

§  472.  Es   sei   ein   invariables  Punktsystem  S  »in   Bewegung. 
Es   befinde  sich  zur  Zeit  t  in  S,  und   zur  Zeit  t  -j-  dt  in  S^.     Ein 
Punkt  A,  der  mit  dem  Systeme  S 
nicht  invariabel  liiert  ist,    nehme  **^'    • 

an  dieser  Bewegung  theil,  habe 
aber  auch  seine  eigene  Bewegung. 
Die  Bewegung  von  S  habe  die 
Richtung  SS|,  A  habe  die  Bewe- 
gung von  S  und  gleichzeitig  seine 
abgesonderte    Bewegung    in    der 

Richtung  A  Vr .  Zur  Zeit  t  sei  A  in  A  und  würde,  wenn  er  nur  seine  eigene 
Bewegung  hätte,  im  Zeittheile  dt  nach  Vr  kommen.     Beispielsweise 


^(^e) 
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sei  S  die  Erde,  der  Punkt  A  ein  auf  der  Oberfläche  der  Erde  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit  vertical  follender  schwerer  Punkt.  Der 
Punkt  A  wird,  vermöge  seiner  beiden  Geschwindigkeiten,  am  Ende 
der  Zeit  t  -f-  d  t  in  Va  sein.  Die  Geschwindigkeit  von  S  nach  S^  ist 
durch  den  Vector  SS,  vorgestellt,  die  eigene  Geschwindigkeit  des 
A  durch  den  Vector  Avr,  die  zusammengesetzte  Geschwindigkeit 
von  A  durch  den  Vector  Av». 

§  473.  Bei  dieser  Bewegung  hat  man  nun  Folgendes. 

Die  Bewegung  vom  Systeme  S  nach  Sj  wird  Entrainements- 
bewegung  genannt.  Wir  bezeichnen  die  Geschwindigkeit  dieser 
BcAvegung  mit  Ve. 

Der  Punkt  A  hat  eine  relative  Bewegung  (scheinbare Be- 
wegung) in  der  Richtung  Avr  =  A'vÄ.  Ein  Beobachter,  der  sich 
zur  Zeit  t  auf  S  befunden  und  mit  dem  Systeme  S  nach  S,  fort- 
geschleppt wurde,  indem  er  die  Bewegung  von  S  nach  Sj  nicht 
beobachtet,  wird  dem  Punkt  A  eine  Bewegung  von  A'  nach  v» 
beilegen. 

Der  Punkt  A  hat  demnach  eine  relative  Trajectorie,  eine 
relative  Geschwindigkeit  und  eine  relative  Acceleration. 
Das  System  S  wird  Vergleichungssystera  genannt. 

Der  Punkt  A  hat  aber  eine  absolute  Bewegung,  die  durch 
den  Vector  Av»  vorgestellt  wurde,  hat  also  eine  absolute  Tra- 
jectorie, absolute  GeschAvindigkeit,  absolute  Acceleration. 

Die  relative  Geschwindigkeit  bezeichnen  wir  mit  v,,  die  ab- 
solute Geschwindigkeit  mit  v». 

§  474.  Die  absolute  (wahre)  Bewegung  des  Punktes  A  ist  zu- 
sammengesetzt aus  der  Bewegung  von  S  und  seiner  abgesonderten 
Bewegung.  Die  wahre,  absolute  Geschwindigkeit  von  A  ist  die 
Resultante  der  Geschwindigkeit  von  A  und  seiner  abgesonderten 
Geschwindigkeit,  der  Vector  Av»,  also  die  Diagonale  des  Parallelo- 
grammes  (Fig.  6),  ist  die  geometrische  Summe  der  beiden  Vectoren 
Avr  und  SS,. 

Nach  unserer  Bezeichnung  haben  wir  also 

1.  Va  =  (Vr)  +  (Ve), 

aus  dieser  Gleichung  ist  auch  zu  ersehen,  dass  man  hat 

2.  Vr=(Va)  —  (Vo), 

was  auch    aus  Fig.  6  zu  ersehen  ist,    indem  Vr  die  Resultante   von 
Vä  und  —  Ve  ist. 
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Dabei  können  die  Vectoren  SSi,  Av^,  Av,  Translationen, 
Rotationen  oder  Combinationen  beider  vorstellen,  indem,  wie  wir 
aus  dem  ersten  Band  wissen,  solche  in  gleicher  Weise  zusammen- 
gesetzt werden,  und  kann  jede  Translation  durch  ein  Drehungs- 
paar ersetzt  werden. 

Wie  es  mit  den  Accelerationen  sich  verhalt,  werden  wir 
bald  sehen. 


i^ünftes  Capitel. 
Analytische  Theorie  der  relativen  Bewegung. 

§  475.  Es  sei  das  Comparaisonssystem  S  in  Bewegung,  in  Be- 
ziehung auf  welches  die  relative  Bewegung  des  beweglichen  Punktes 
M  untersucht  wird.  Denken  wir  uns  drei  rechtwinklige  fixe  Achsen 
0  X,  O  y,  O  z  im  Räume  errichtet.  Ferner  auch  drei  rechtwinklige 
bewegliche  Achsen  0  x,,  Oy,, 


Fig.  7. 


*z 


^z. 


M 


f 


X/ 


/ 


/ 


0  Zj,  welche  invariabel  mit  S 
verbunden  sind.  M  sei  der  mo- 
bile Punkt. 

Die  Coordinaten  von  M 
in  Beziehung  auf  die  beweg- 
lichen Achsen  seien  Xj.  y^,  z^, 
und  in  Beziehung  auf  die  fixen 
Achsen  x,  y,  z,  0  der  Ursprung 
des  fixen  Achsensystems,  O^  der 
Ursprung  des  beweglichen 
Achsensystems,  die  Coordinaten 
des  Punktes  0^,  in  Bezug  auf  die  fixen  Achsen,  seien  Xq,  yo,  Zq. 

Die  beweglichen  Achsen  schließen  mit  den  fixen  Achsen 
Winkel  ein.  deren  Richtungscosinus  wir  mit  a,  b,  c,  a',  b',  c',  a'\ 
b",  c"  bezeichnen. 

§  476.  Die  beweglichen  Coordinaten  sind  mit  den  fixen  Coor- 
dinaten durch  nachstehende  Gleichuno:en  liiert 


1. 


X 

V 

z 


Xo  -f  a   Xi  +  b   y,  +  c   z, 
Vo  +  a'  xi  -r-b'  y,  -(- c'  z,. 
zo  +  a"  X,  -f  b"  y,  +  c"  z, 
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Dabei  sind 
cos  X  O  x^  =  a  5   cos  x  O  y^ 


b  ,   cos  X  O  z,  =  e 


cos  y  0  Xi  =  a' ,   cos  y  O  y,  =  b' .  cos  y  0  z,  =  c* . 
cos  z  0  X,  =  a",   cos  z  O  y^  =  b",  cos  z  0  z,  =  c" 

Zwischen  den  Richtungscosinas  bestehen  nachfolgende  Formeln 

a2  -I-  a'2  ^  a"2  =  1 
2.       b2  +  b'2  +  b"2=l. 
c2  _j-  e'2  4-  c"2  =  1 

b  c  +  b'  c'  +  b"  e"  =  0 
a  c  -f  a'  c'  +  a"  c"  =  0. 
ab-j-a'b'-[-a"b"  =  0 

a2   +b2   +c2    =1 
a'2  +  b'2-|-c'2=L 


3. 


4. 


a 


'  2 


+  V'2 


"2 


Femer  bestehen  die  Gleichungen  für  den  Fall,   wenn  0^  mit 

0  zusammenfallen, 

f  Xi  =  a  X  -f-  ä'  y  +  a"  z 

5.    I  yi  =  bx-i-b'y +  b"z, 

z,  =  c  X  -|-  c*  y  -(-  c"  z 

dann  für  unseren  Fall  bestehen  auch  die  Gleichungen. 

a  a'  -f  b  b'  +  c  c'  =  0 

6.     {  a  a"  +  b  b"  -f  c  c"  =  0. 

a'a"-f  b'b"-f  c'e"  =  0 

Der  Punkt  M  deplaciert  sich  gleichzeitig  im  Systeme  S  und 
im  absoluten  Räume.  Bei  der  Bewegung  werden  seine  beweglichen 
Coordinaten  sieh  ebenso  verändern  wie  seine  fixen  Coordinaten, 
beide  sind  Functionen  der  Zeit,  und  differenziert  man  die  Gleichungen  1., 
so  muss  man  x^,  y^.  z^  ebenso  wie  die  Cosinus  als  veränderlich  be- 
trachten. 

Ferner  haben  wir  noch,  wenn  man  die  Gleichungen  2.  und  3. 
in  Beziehung  auf  die  Zeit  differenziert, 


7. 


da    .      ,  da'          „  da" 
^dt  '^^  "dt  +*     dt 

—  0 

"dt^      dt  ^        dt 

—  0. 

de         ,dc'         „de" 
•^dt"*   '^    dt  +*^     dt 

—  0 
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8. 


pdt  =  cdb-f  c'db'  +  c"db'  =  — (bdc  +  b'dc'  +  b"dc") 
qdt  =  adc-i-a'dc'-|-a"dc"  =  — (cda-i-c'da'-l-c"da"). 
rdt  =  bda  +  b'da'4-b"da"  =  — (adb-|-a'db'-i-a"db") 

§  477.  Differenzieren  wir  die  Gleichungen  1.,  so  hat  man 

dx dxj,        da,         db.        de,        dx, 

"dt 


9. 


dt 


=  ^-  +  =', 


dt  "'"^^  dt 


db     ,        de    , 


dt 


+ 


+  b 
da' 


dz, 


dt 


db' 


dt 


^  —  ~dt~  +  "^^  "dt  "^  y*  dl  "♦"  ^1 

'         dt      '         dt 


dt  ^        dt    ^ 


dz         dzo    ,        da"    ,        db" 

=  -AT-  +  »i  -j-r  +  yi 


dt 


dt 


dt 


dt 


de" 
dt 


+  zi  ~/r  +  a"  -Y^  -  + 


dt 


Dabei  sind 


+b"AyL4_e.iA 

'  dt      '  dt 


dx     dy     dz 
dt'     dt'     d^ 


als   totale  Derivierte   von   x,   y,   z   die  Projectionen   der  absoluten 
Gesehwindigkeit  des  Punktes  M  auf  die  fixen  Achsen. 

Die  Quantitäten 

Tt"  +  ""»  cu  +  y^  d^  "^  ^'  dt 


dvo    ,         da*  db'  de' 

dT  +  ^^-dF+y^  dT+^^  dT 

dzo    ,         da"    ,        db''    ,        de" 

dT  +  ^^"dt""  +  y^^  +  "* 


dt 


dt 


sind  die  Deri vierten  von  x,  y.  z,  aus  dem  Gesichtspunkte  genommen , 
als  wären  x,,  y,,  z,  mit  der  Zeit  unveränderlich.  Diese  Quantitäten 
sind  demnach  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes, 
welcher  invariabel  mit  den  beweglichen  Achsen  liiert  ist,  und  welcher 
mit  dem  Punkte  M  zur  Epoche  t  coincidiert.  Mit  anderen  Worten, 
diese  Quantitäten  sind  die  Projectionen  der  Entrainements-Ge- 
schwindigkeit  des  Punktes  M,  der  mit  S  diese  Geschwindigkeit  ge- 
meinsam hat,  auf  die  fixen  Achsen. 
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Die  Quantitäten 

.  ^. + b 

dy,              dz, 
dt                dt 

'■  -t;- + '■ 

dt      '          dt 

-■  '^  +  "'■ 

dt      '    '^      dt 

sind  die  Derivierten  von  x,  y,  z,  indem  Xq,  Vq,  z^,  a,  b,  c,  a',  b'.  c', 
a",  b",  c"  als  constant  betrachtet  wurden.  Diese  sind  also  die  Pro- 
jectionen  der  Geschwindigkeit,  welche  ein  Punkt  besitzen  würde, 
der  in  Bezug  auf  die  zur  Epoche  t  mit  den  mobilen  Achsen  0  x,, 
Oji,  Ozj  zusammenfallenden  fixen  Achsen  dieselben  Coordinaten 
wie  M  auf  die  beweo^lichen  Achsen  hat.  Mit  anderen  Worten,  die 
obigen  Quantitäten  sind  die  Projectionen  der  relativen  Geschwindig- 
keit auf  die  fixen  Achsen. 

Die  P'ormeln  9.  sprechen  demnach  aus,  dass  die  Projectionen 
der  absoluten  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  auf  die  fixen  Achsen 
gleich  sind  den  Summen  der  Projectionen  der  Entrainements-Ge- 
schwindigkeit  und  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  die  fixen 
Achsen,  und  daraus  ist  zu  ersehen,  dass: 

Die  absolute  Geschwindigkeit,  die  Resultante  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  greometrische  Summe  ist  derEntraine- 
ments-Geschwindigkeit  und  der  relativenGeschwindigkeit. 

Dieses  Theoreme  haben  ^vir  im  geometrischen  Wege  gefunden 

Va  =  (Vr)  +  (Ve). 

Seclistes  Capitel. 

(Fortsetzung.) 

§  478.  Differenziert  man  die  Gleichungen  9.  von  neuem  nach 
allen  darin  vorkommenden  Größen,  so  hat  man 

^  ^  d^  X d-  x„  ^^  ^  _i  d^  b  ^       d*-^  c  ^^     d^  x^ 

^"-  df^  -  Tt=~  +  ^'  dl2"  +  y^  dt^  +  ^'  d^t"^  +  ^  "df^"  "^ 

^      dt^    "^  ^   dt^    ^^  \dt   dt  ^  dt   dt    ^  dt   dt  ) 

und  zwei  anaiotre  Gleichungen  für 

d2y        ^  d^z 
dt^  ^^^  dt"^- 
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Die  Quantitüten 

d^x     d^y     d^z 
'dt2"    dt^'    dt'' 

repräsentieren    die    Projectionen    der    absoluten    Acceleration 
Punktes  M  auf  die  fixen  Achsen. 


des 


Die  Quantitäten 


d-  x,)  j^       d^  a 
It^    +  ""'  dt^ 


d^b 


^''  dF  +  ^' 


d^c 


dt2 

df^'+'''"dt2'  +yi  dti"  +^'  ~dti 


"     70 


d'^z 


d'a' 


d'b" 


d'c" 


dt"  + ""'  "dF  +  y^ ~di»"  +  ^'  "dt» 

repräsentieren  Derivierte  von  x,  y,  z  genommen,  indem  x,,  y,,  Zi 
als  constant  betrachtet  wurden,  sind,  aus  denselben  Gründen  wie 
es  für  die  Derivierten  bei  der  Geschwindigkeit  dargelegt  wurde, 
die  Projectionen  der  Entrainements- Acceleration  auf  die  fixen  Achsen. 


Die  Quantitäten 


a 


d*X| 


a 


dt' 

,   d'x, 

dt» 

d'x, 

'dt'" 

d'yi 


-{-  c 


d'z, 
df 


dt»   ^       dt^ 


+v^.^^ +  «""■■ 


dt2     '    "^      df^     '    ^    df^' 

als  Derivierte  von  x,  y,  z,  indem  x^,,  yo;  z^,  a,  b.  c,  a',  b',  c',  a",  b",  c" 
als  constant  belassen  wurden,  sind  die  Projectionen  der  relativen 
Acceleration  auf  die  fixen  Achsen. 


Endlich  die  Quantitäten 

da  dx, 

dt   dt 

dx, 

"dl 

dx, 


11. 


( 

/da' 
\  dt 


d b  d y,   1   de  d 


+ 


< 


da" 


dt   dt 


dt 
dt 

_  AZl 

dt   dt 


dt 
db' 

dt 
db" 


+ 


+ 


dt 

de' 

dt 

de" 


d 
dz 


dt 
dz 


■) 


dt   d 


dz,  \ 
dt  / 


sind  die  Projectionen  einer  Geraden,  respective  eines  Vectors,  dem 
man  den  Namen  zusammengesetzte  centrifugale  Accelera- 
tion oder  auch  complementäre  Acceleration  beigelegt  hat. 
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Die  Gleichung  10.,  zu  welcher  zwei  analoge  Gleichungen  für 

rr-T  und  -TT7  gehören,  sprechen  denmach  das  Theoreme  von  Corio- 
dt^  dt^  ^  '    ^ 

lis  aus. 

Die  absolute  Acceleration  des  Punktes  M  ist  die 
Resultante  oder,  was  dasselbe  ist,  die  geometrische  Summe 
der  Entrainements-Acceleration,  der  relativen  Accelera- 
tion  uAd  der  zusammengesetzten  centrifugalen  Acce- 
leration. 

§  479,  Für  die  Acceleration  führen  wir  folgende  Bezeich- 
nungen ein. 

Die  absolute  Acceleration  des  Punktes  M  bezeichnen  wir  mit 
Ja,  ihre  Projectionen  auf  die  fixen  Achsen  sind 

d^x     d2y      d^z 
dt^'     dt^'     dt2- 

Die  relative  Acceleration  des  Punktes,  deren  Projectionen  auf 
die  fixen  Achsen  obangegebene  Werte  haben,  bezeichnen  wir  mit  Jr. 

Der  Punkt  M  ist  auch  begabt  mit  einer  Entrainements-Acce- 
leration, deren  Projectionen  auf  die  fixen  Achsen  obige  Werte  haben, 
und  diese  Entrainements-Acceleration  bezeichnen  wir  mit  J«. 

Endlich  besitzt  der  Punkt  M  noch  die  zusammengesetzte  centri- 
fugale  Acceleration.  Diese  bezeichnen  wir  mit  J'.  Ihre  Projectionen 
auf  die  fixen  Achsen,  welche  obangegebene  in  11.  ersichtliche  Werte 
haben,  bezeichnen  wir  mit  J'x,  J'y,  J'«- 

Das  Theoreme  von  Coriolis  wird  demnach  in  Zeichen  dar- 
gestellt 

12.       J.  =  (JO  +  (Je)  +  (J'). 

§  480.  Um  die  Größe  und  die  Lage  von  J'  zu  erhalten,  proji- 
cieren  wir  dessen  Projectionen  auf  die  fixen  Achsen,  deren  Werte 
in  11.  ersichtlich  sind,  auf  die  mobilen  Achsen,  bezeichnen  diese 
Projectionen  mit 

T'  T'  T' 

so  hat  man  evident 

J',^  =  aJ',  +  a'JV  +  a"J', 

13.        J'y.  =  bJ',  +  b'JV  +  b"J'«. 
J',^  =:cJ'x  +  c'JV  +  c"J', 

Aus  §  i^A   Jcennt  man  die  Bedeutung  der  Größen  «,  p,  q,  r, 
und  weiß  a,^^      ^^^^  dass  w'  =  p"  -f  q2  -f  r^. 
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Effectniert  man   nun  die  in  13.  angegebenen  Mrdtiplicationen, 
beachtet  dabei  die  Gleichungen  7.  und  8.,  so  erhält  man 


14. 


Jx.-'S^^q  dt        r   dtj 


dt 
dz 


dt 

p  -dt- 

Quadriert  man  jede  dieser  Gleichungen,  setzt  zusammen,  und 
beachtet,  dass  man  hat 

so  erhält  man 

dzi 

q 


■' = 4('  '^  - '  '^)' + (^  ^T  -  P  '^)' + 


+(p'^ 


dx 
dt 


')'] 


oder  in  anderer  Form 


15.  a.>=4[,p.  +  ,.+4(4/.y  +  (^^?.)=  +  (i^)'] 


Cia\n_ 


( 


dx,    ,       dy, 

p  ^  +  q  -A  +  r 


'  m 


dt    '   ^  dt 

Aus  §  124  weiß  man  auch,  dass  co  die  momentane  Winkel- 
geschwindigkeit des  Punktes  M  zur  Zeit  t  bedeutet,  dass  deren  Pro- 
jectionen  auf  die  beweglichen  Achsen  durch  p,  q,  r  ausgedrückt  sind. 

Wir  haben  auch  gesehen,  dass  man  hat 

Endlich  wissen  wir,  dass  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen 
der  momentanen  W^inkelgeschwindigkeit  und  der  Geschwindigkeit 
Vr  ausgedrückt  wird  durch 

co8(a.,v,)_  ^    dt  -t-  j^    dt   +a>    dt- 
Die  Gleichung  15.  wird  daher,  nach  Einsetzung  der  angegebenen 

16.       J'  =  2ü)V,  ^^^(ö»,Vr^.  . 

§  481.  Alle  in  dieser  Gleich,^^      vO^^^^^^^^^f'^t  t.W- 


essentiell  positiv,  man  muss  daher 


^-.3 


I   d^a.^  ^L^<^ 


^ 
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Belangend  die  Bichtung  der  zusammengesetzten  centrifugalen  Acce- 

leration,   so  findet   man  solche  aus  den  Gleichungen   14.     Man  hat 

nämlich  daraus 

pJ',.  +  qJV.  +  rJ',.=0 


17. 


'"'J'.  +  -Z'JV.+.^J'.  =  o- 


1. 


dt        •    'dt      ^^    '     dt 

J'  ist  daher  normal  1.  zur  Momentanachse  der  Rotation. 
2.  auch  auf  der  relativen  Geschwindigkeit. 

Es  ergibt  sich  ferner  aus  16.,  dass  J'  gleich  Null  wird,  wenn 
einer  der  Factoren  co,  Vr,  sin(a),  Vr)  Null  ist. 

Siebentes  Oapitel. 

(Fortsetzung.) 
Relative  Beioegung. 

§  482.  Halten  wir  die  früheren  Bezeichnungen  bei.  und  gehen 
von  den  gewonnenen  Gleichungen  aus 

Va  =  (Vr)  +  Ve 

J,    =  (Jr)  +  (Je)  +  (JO' 

SO  wissen  wir,  dass  eine  Kraft  gleich  ist  dem  Producte  der  Acce- 
leration  multipliciert  mit  der  Masse,  und  man  hat  daher,  wenn  man 
die  Resultante  der  auf  den  Punkt  m  wirkenden  Kräfte  mit  R  be- 
zeichnet, und  deren  Projectionen  auf  die  mobilen  Achsen  mit  X^, 
Yj,  Z,,  vor  allem  die  Gleichung 

2.  (R)  =  (m  Jr )  +  (m  Je)  —  (m  J') 
und  daraus 

3.  (m  Jr)  =  (R)  —  (m  Je)  —  (m  J'). 

Die  Projectionen  von  Jr   auf  die  mobilen  Achsen  sind 

d"^X|      d-v,       d^Zj 
"df-^'     dt2'     dt^* 

Die  Projectionen  der  Entrainements-Acceleration  J«  auf  die 
mobilen  Achsen  bezeichnen  wir  mit 

Je,  Jej  Je 

^i  Vi  *i  ' 

Die  Projectionen  der  zusammengesetzten  centrifugalen  Acce- 
leration  J'  auf  die  mobilen  Achsen  haben  wir  schon  mit 

T'  T'  T' 

bezeichnet. 
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Wir  leiten  daher  aus  der  Gleichung  3.  folgende  drei  Gleichungen 
ab,  welche  sich  auf  die  mobilen  Achsen  beziehen. 


4. 


'■"^;?==^. 

-—  m  Je 
«1 

m  J'at^ 

"T?-  -'• 

—  mJe 

mJ'y, 

m  Je 

«1 

-  m  J',, 

Wir  bemerken,  dass  in  den  Gleichungen  2.  und  3.  die  geo- 
metrischen Summen,  bei  den  Gleichungen  der  Projectionen  4.  die 
algebraischen  Suramen  verstanden  werden. 

Die  Projectionen  der  Größen  Je  und  J'  sind  bekannt,  da  man 
die  Bewegung  des  Vergleich ungs-Systems  S  kennt.  Durch  die  Inte- 
grierung der  Gleichungen  4.  erhält  man  daher  die  Coordinaten  x,, 
y^,  Zj  in  Function  der  Zeit  t,  also  die  Gleichung  der  relativen  Be- 
wegung in  finaler  Form. 

§  483.  Den  Großen  — (mJe),  — (niJ'X  deren  Projectionen 
in  den  Gleichungen  4.  vorkommen,  hat  man  Namen  beigelegt. 

Man  nennt  die  Größe  und  respective  den  Vector  — (mJe), 
welcher  dem  Producte  der  Entrainements-Acceleration  multipliciert 
mit  der  Masse  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  die  centrifugale 
Kraft,  und  den  Vector  — (mJ'j,  welcher  dem  Producte  der  com- 
plementären  Acceleration  multipliciert  mit  der  Masse  gleich  und 
entgegengesetzt  ist,  centrifugale  zusammengesetzte  Kraft. Die 
in  4.  ersichtlichen  Gleichungen  geben  folgendes  Theoreme. 

Die  Gleichungen  der  relativen  Bewegung  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Achsen  Oxj,  Oyi, 
Ozi  sind  dieselben,  als  wenn  diese  Achsen  fix  wären, 
und  man  zu  den  auf  das  Mobile  wirklich  agierenden 
Kräften  zwei  fictive  Kräfte  hinzufügen  würde,  nämlich 
die  Centrifugalkraft  und  die  zusammengesetzte  centri- 
fugale Kraft. 

Wir  werden  aber  sehen,  dass  bei  gewissen  Combinationen 
eine  oder  beide  fictive  Kräfte  verschwinden  können. 

§  484.  Wir  wollen  nun  die  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
ein  Achsensystem  betrachten,  das  von  ^iner  geradlinigen  und  gleich- 
förmigen Bewegung  der  Translation  belebt  i»^- 

Die  mobilen  Achsen  Ox^,  Oy       ^^     seveu  deix  fc^eu  Xcliaen 
Ox,  Oy,  Oz  parallel,  die  Coordinat^'      .Js  be^^^\\c\^^^^^^^^^^^^^ 
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O'  in  Bezug  auf  die  fixen  Achsen  seien  x^,  yo?  ^oj  ^^^  Coordinaten 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Achsen  Xj,  ji,  z,,  in 
Bezug  auf  die  fixen  Achsen  x,  y,  z,  so  hat  man 

X  =  Xi  4-  Xo,     y  =  yt  -f-  yo,     z  =  Zi  +  Zq. 

Ist  die  Bewegung  von  O'  geradlinijr  und  gleich  förmig,  so  wird 
man  haben 

d^Xp  _  d^o  _  dH,  _ 

dt2  —^'        dt2  "-^'        dt2   ~^' 

d^  X d^  X,       d^  y d^  y^       d^  z  d^  z^ 

dt2~Tt2"'     Tt2~drt2"'      dt"^"!^' 

Die  Projectionen  der  Kräfte  auf  die  mobilen  und  fixen  Achsen 
sind  dieselben. 

Die  Gleichungen    der  Bewegung    des   ganzen  Systems  haben 
also  dieselbe  Form,  als  wenn  die  mobilen  Achsen  fix  wären. 


Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung  bei  der  relativen  Bewegung  wm 

den  Schwerpunlct, 

§  485.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  eines  Punktes,  wie 
früher,  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Achsen  mit  Xj,  y^,  Zj,  in 
Bezug  auf  die  fixen  Achsen  mit  x,  y,  z.  Die  beweglichen  Achsen 
6x,,  Gyi,  Gz,  führen  wir  parallel  den  fixen  Achsen  durch  den 
Schwerpunkt  G,  also  in  der  Weise,  dass  diese  beweglichen  Achsen 
fixe  Richtungen  haben,  mithin  während  der  Bewegung  parallel  den 
fixen  Achsen  bleiben.  Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  G,  in 
Bezug  auf  die  fixen  Achsen  seien  S,  irj,  C,  so  dass  man  hat 

X  =  £  -f  Xi,       y  =  7]  +  yi,       z  =  C  +  Zp 
Wir  gehen  von  der  Gleichung  aus 

wobei  wir  unter  X,  Y,  Z  die  Projectionen  aller  äußeren  Kräfte  ver- 
stehen, und  erstreckt  sich  das  Zeichen  S  auf  alle  Punkte  des 
Systems, 

Setzt  xn^      jjx  diese  Gleichungen  obige  Werte  ein,  so  hat  man 
r  das  Iinl^Q  /vti'öd,  bevor  man  es  von  neuem  nach  t  differenziert. 


ai^ 
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ZmC 


dt 


^'  d  tj 


Sm($  +  x 


■'( 


dYj       dy 
dt  "^  dt 


) 


=  S  m  I 

-j-  2  ni  X, 


_.„„+„,  (-^^. + ^ = 


i 


d7) 
dt 

dir) 
dt  ■ 


dj 
dt 


•^^   dt    '  dt  '   dt 


Fig.  8. 


Die  letzten  vier  Glieder  sind  aber  gleich  Null,  weil  die  Quanti- 
täten Smx^,  Smyi,  indem  der  Schwer- 
punkt G  für  die  mobilen  Achsen  der 
Ursprung  ist,  Null  sind,  und  auch  die 
Derivierten  dieser  Quantitäten  gleich 
Null  sind. 

Obige  Gleichung  wird  demnach 


„       /    dy  dx\ 

Sm(^x-^^--y-j  = 

\     dt         '  dt/^ 


0 


mir 


m 


+  ""!"'  dt-y^dt> 


oder  auch,  da  man  im  ersten  Gliede  rechter  Seite,  wo  die  Quantität 
I  c  — '  —  7]  - ,  1  nur  den  Schwerpunkt  betrifit  und  als  Factor  ge- 
setzt werden  kann,  und  man  auch  £  m  =  M  setzen  kann,  da  man 
sich  die  ganze  Masse  des  Systems  im  Schwerpunkte  concentriert 
denken  kann. 


'.     Sm(^ 


,dy 
dt 


dx 
^d 


■)  =  m(^ 


+  -m^x,   -^^  -y,  ^-y 


d7] 
dT 

dx| 
df 


•h 


d€ 
dt 


)+ 


w^elche  ausspricht,  dass: 

die  Summe  der  Momente  der  Quantitäten  der  Be- 
wegung, in  Bezug  auf  eine  fixe  Achse,  gleich  ist  der  Summe 
der  Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung,  in  Bezug 
auf  eine  der  ersten  parallele    und  durch  den  Schwerpunkt 

Weisstein,  lUtionelle  Mechanik.  II.  3 
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des  Mobile  gehende  Achse,  vermehrt  um  das  Moment  der 
Quantität  der  Bewegung  der  totalen  Masse  des  Systems. 
diese  concentriert  im  Schwerpunkte  gedacht. 

Die  erste  Summe  muss  in  der  relativen  Bewegung  in  Bezug 
auf  Achsen  berechnet  werden,  welche  durch  den  Schwerpunkt 
des  Systems  geführt,  fixe  Richtungen  haben. 

§  486.  Berechnen  wir  jetzt  das  zweite  Glied  rechter  Hand 
der  Gleichung  6.,  indem  für  x,  y,  z  ihre  obigen  Werte  eingesetzt 
werden,  so  hat  man 

8.     S(xY-yX)  =  S($Y-r]X)  +  2(xiY-yiX). 

Vollzieht  man  die  Dififörentiation  der  Gleichimg  6.,  nachdem 
darin  die  Werte  aas  7.  und  8.  eingesetzt  worden,  so  hat  man 

-./.d^Tj  d-$\    ,     d  ^       /     dy,  dxA 

=  $  S  Y  -  r,  2  X  +  S  (X,  Y  -  y,  X), 

und  daraus,  mit  Beachtung  der  Gleichung  6.  des  §  455  bezüglich 
der  Bewegung  des  Schwerpunktes, 

In  Worten  ausgedrückt: 

Das  Theoreme  der  Momente  der  Quantitäten  der 
Bewegung  wird  auch  auf  die  relativeBewegung  desSystems 
in  Bezug  auf  Achsen  angewendet,  welche  von  fixen  Rich- 
tungen durch  den  Schwerpunkt  geführt  sind. 

Momente  der  lebendigen  Kraft  bei  der  relativen  Bewegung  um  den 

Schwerpunkt. 

§  487.  Behalten  wir  die  früheren  Bezeichnungen  bei,  so  dass 
auch  hier  die  Transformationsformeln  sind 

X  =  Xi  +  S,     y  =  yj  -f  r^,     z  =  Zi  +  C 

und  geht  man  von  der  Gleichung  7.  des  §  466  aus 

10.     d  X  m  -^^-  =  I  (X  d  X  +  Y  d  y  +  Z  d  z), 

wo  wir  unter  X,  Y,  Z  die  Projectionen  aller  an  einem  Punkt  des 
Systems  wirkenden  Kräfte,  äußerer,  innerer  und  Liaisonskräfte,  ver- 
stehen, und  das  Zeichen  S  sich  auf  alle  Punkte  des  Systems  er- 
streckt, und  ist 
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•' = m- + m + (^- 


Setzt  man  im  letzten  Ausdrucke  für  x,  y,  z  obige  Werte  ein, 
so  hat  man 


+  iiY   ,    /dy, +djy_^/dz^-f  dCV 


-C-^t^T+(  .. 


=(^-y+ei)'+(-v;y+Cä^y+a;)'+ 


4 

und  daher 


/dCV    ,    „/dx^dS 
VdV   "^     \dt   dt 


-i  -^    I    pdyi  dT)    ■   gdzidC 
*   -^t  "*"      dt  dt  "^     dt  dt 


> 


1 


m  v 


+  dTi\2   ,    /dz,  4-dC\' 


^  -[{^^'-"y + (^i^y + ( 


dt 


n 


wenn    wir  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes   mit  V  und  die 
relative  Geschwindigkeit  mit  v,  bezeichnen, 

11.     Vniv2  =  5:mVi2  +  MV2  +  2m-^^  +  2m^-,'! 

*     '  '  dt      dt      '  dt    dt 


+  2m 


dzt   dC 
dt     dt' 


Die  letzten  drei  Glieder  rechter  Hand  sind  Null,  weil 
2  m  X,  =  0,  S  m  yi  =  0,  2  m  Z|  =  0  und  deren  Derivierten  gleich 
Null  sind,  da  der  Schwerpunkt  der  Ursprung  des  mobilen  Achsen- 
systems ist.  Daher 

12.     5:mv2  =  5;mv,2-f-MV^. 

Diese  Gleichung  spricht  das  Theoreme  von  König  aus,  wienach 
die  lebendige  Kraft  eines  Systems  gleich  ist  der 
lebendigen  Kraft  des  Systems  in  der  relativen  Be- 
wegung inBezug  auf  Achsen,  welche  durch  denSchwer- 
punkt  geführt  und  von  fixen  Richtungen  sind,  ver- 
mehrt um  die  lebendige  Kraft,  welche  die  totale  Masse 
des  Systems,  concentriert  im  Schwerpunkte  gedacht, 
haben  würde. 

§  488.  Transformieren  wir  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
10..  so  hat  man 

> 

13.       2  (Xdx  +  Ydv  +  Zdz)  =  V  ^x.dxv  -\-  Y  dy^  +  ZdxO  ^ 

4-d4SX  +  dT,v^^^d;^Z. 
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Bei  den  letzten  drei  Gliedern  rechter  Seite  sind  die  Pro- 
jectionen  nur  äußerer  Kräfte  zu  verstehen,  da  die  Summen  der  Pro- 
jectionen  der  inneren  Kräfte,  wie  wir  oben  hervorgehoben,  gleich 
Null  sind.  Aus  Gleichungen  6.  des  §  455  ist  aber  zu  ersehen,  wenn 
man  mit  denselben  wie  im  §  462  vorgeht,  dass  die  Summe  der 
letzten  drei  Glieder  der  rechten  Seite  gleich  ist 

dMV2. 

Setzt  man  alle  hier  gewonnenen  Werte  in  Gleichung  10.  ein. 
so  hat  man 

14.     dS^^^  =  S(Xdxi+Ydyi+Zdz,\ 

eine  Gleichung,  welche  relative  Geschwindigkeiten  und  relative 
Deplacements  enthält  und  ganz  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kräfte  mit  absoluten  Geschwindigkeiten  und  ab- 
soluten Deplacements. 

Unter  X,  Y,  Z  sind  hier  die  Projectionen  sämmtlicher  Kräfte 
zu  verstehen. 

Aclites  Capitel. 

Anwendung  der  vorigen  Theoreme. 

§  489.  Wir  kehren  vor  allem  zu  den  Gleichungen  4.  des  §  482 

zurück. 

d.  Xj        __  ^         ^^ 

m  -^fTö"  =  A^  —  m  Je  —  J  xi 

1. 


dt2 

d^y, 

dt» 

d^z, 

m  -^^  =  Yi  —  m  Je  —  JV, . 
m     ,  i    =  Z,  —  m  Je  —  J' 


dt» 


l  -ui.  uo    O   Z, 


Multiplicieren    wir   die   erste   der  Gleichungen    mit    dxj,   die 
zweite  mit  d  y^,  die  dritte  mit  d  z^,  und  setzen  zusammen,  so  erhält  man 

d  m  V 
~-~j-^=X,dx^  +Yi  dy,  +  Zj  dzj  — 

—  m  Je  d  Xi  —  m  Jedvi  —  m  Je  d  z^  —  m  J'x»  d  x^  —  m  J  y,  d  y,  — 

^i  j'i  «1 

—  m  J'z^  d  Zj. 

Die  letzten  drei  Glieder  rechter  Hand  sind  jedoch  gleich  Xully 
weil,  wie  aus  Gleichung  17.    des  §  481  zu  ersehen.  J'    normal  auf 
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der  relativen  Geschwindigkeit  Vr   steht,  mithin  auch  normal  zu  d  x^, 
dy^.  dzj  ist.    daher   die   elementare   Arbeit   dieser   Kraft,   bei    Be- 
rechnung der  lebendigen  Kraft,  gleich  Null  ist. 
Die  Gleich unff  wird  demnach 


2. 


dra 


—  m  Je  dz^. 


m  Je  d  Xi  —  m  Je  d  y^  — 


Das  Differential  der  halben  relativen  lebendigen 
Kraft  ist  gleich  der  elementaren  Arbeit  der  auf  den 
Punkt  agierenden  Kräfte  mit  Hinzufügung  bloß  der 
elementaren  Arbeiten  der  Centrifugalkraft. 

§  490.  Ist  das  mobile  Achsensystem  Ox^,  Oyi,  Ozj  belebt 
von  einer  Bewegung  der  Translation,  alsdann  ist  die  momentane 
Rotation  w  gleich  Null,  und  daher  die  zusammengesetzte  Centrifugal- 
kraft J\  welche  auf  dieser  normal  zu  stehen  hat,  ebenfalls  Null. 
Man  hat  daher  bei  den  Gleichungen  der  relativen  Bewegung  zu 
den  agierenden  Kräften  bloß  die  Centrifugalkraft  hinzuzufügen. 

Dabei  weiß  man,  dass  alle  Punkte  des  Comparaisonssystems 
dieselbe  Acceleration  haben.  Mithin  ist,  bei  der  Bewegung  der  Trans- 
lation, die  Entrainements-Acceleration  J«  gleich  der  Acceleration  J 
des  Mobile  S.  Ist  also  die  Bewegung  der  Translation  der  mobilen 
Achsen  geradlinig  und  gleichförmig,  alsdann  ist  J  gleich  Null,  mit- 
hin auch  die  Centrifugalkraft  gleich  Null. 


Relatives   Gleichgewiclit, 

§  491.  Nehmen  wir  an,  ^  das  System  befinde  sich  im  relativen 
Gleichs^ewuchte.  alsdann  ist 

dt'' 

dz, 


dt2 


_0    ~~K  —  Q   AZl=o 


dt 


dt 


-df = »■ 


und  daher,  w^ie  aus  16.  des  §  480  zu  ersehen,  J'  =  0.  Die  Gleichungen  1. 

werden  daher 

Xj  —  mJe  =  0 


3. 


Y,-mJ 


0 


Z,  - 


in;j 


0. 
.0 


e 
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Man  erhält  daher  die  Gleichungen  des  relativen  Gleichge- 
wichtes, indem  man  ausdrückt,  dass  die  agierende  Kraft  R  Gleich- 
gewicht macht  der  Centrifugalkraft. 

Über  die  Richtung  der  Verticale,  Relatives  Oleichgewicht  auf  der 

Oberfläche  der  Erde. 

§  492.   Betrachten    wir   die   Erde    als   einen   soliden   Körper, 

begabt  mit  einer  Rotationsbewegung  um  ihre  Achse,  mit  einer  con- 

stanten  Winkelgeschwindigkeit  o),  lassen  dabei  außeracht   den  Ein- 

fluss  der  Translation  der  Erde  um  die  Sonne.  Die  Winkelgeschwindig- 

2  IC 
keit  ü)  ist  durch   .,  ,,r-r-,  also  durch  eine  sehr  kleine  Größe  aosge- 

24-602 ' 

drückt,  wenn  man  die  Secunde  der  Sternzeit  als  Einheit  nimmt. 

Wäre    die    Erde    sphärisch    und   unbeweglich,   so    würde  die 

Verticale,   das   ist    die  Resultante  aller  auf  den  Körper  agierenden 

Kräfte,  gegen  einen  Erdhalbmesser  gerichtet  sein.  Da  die  Erde  aber 

von  der  Rotation  o)   um   die  Linie    der  Pole  belebt  ist   wird  diese 

Richtung  eine  andere  sein. 

§  493.  Betrachten  wir  einen  Punkt  M  von  der  Masse  in, 
placiert  auf  der  Erde,   welcher  sich   demnach  in    relativer  Ruhe 

befindet.  Ziehen  wir  durch  diesen 
Punkt  M  drei  rechtwinklige  Achsen^ 
Mz,  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde 
gerichtet,  Mx^  gerichtet  nach  der 
Tangente  des  Parallels  gegen  Osten, 
Myj  gerichtet  vom  Norden  nach 
Süden,  tangierend  den  Meridian, 
r  sei  der  Halbmesser  der  Erde,  p  der 
Halbmesser  des  Parallels,  wo  der 
Punkt  M  sich  befindet. 

Die  Kräfte,  welche  wir  hier 
zur  Bildung  des  relativen  Gleich- 
gewichtes zu  verwenden  haben,  sind  die  Schwere  m  G,  ferner  die 
hinzuzufügende  Entrainements-Acceleration  Je  multipliciert  mit  ni. 
J'i  ist  Null,  wie  wir  bei  den  Gleichungen  3.  gesehen,  da  die  relative 
Geschwindigkeit  Null  ist.  Mit  X  bezeichnen  wir  die  Ortsbreite.  Die 


Fig.  9. 


Centrifugalkraft  ist  m 


m  ü)2p  =  m  (1)2  r  cos  X.  Die  Componenten 
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dieser  Centrifugalkraft,  die  wir  mit  4>  bezeichnen,  nach  den  Achsen 
sind  0,  m  0)2  r  cos  X  sin  X,  —  m  co^r  cos^  X.  Die  Componente  nach  M  Zj 
wird  negativ  genommen,  weil  der  Cosinus  des  Winkels  4>M0  zu 
nehmen  ist 

Daraus  sieht  man,  dass  die  Componenten  der  Kräfte,  welche 
den  Punkt  M  in  seiner  relativen  Ruhe  nach  den  Achsen  sollici- 
tieren,  sind 

4.     0,  mo)2r  cosX  sin),     mGr  — mto^rcos^X. 

Die  Resultante  der  beiden  den  Punkt  M  sollicitierenden 
Kräfte  mG  und  — (mJe)  liegt  offenbar  in  der  Ebene  des  Meridians 
und  macht  mit  dem  Erdhalbmesser  einen  sehr  kleinen  Winkel,  den 
wir  mit  s  bezeichnen,  und  darin  liegt  eben  die  Deviation  der  Verticale. 

§  494.  Den  kleinen  Winkel  e  können  wir  aus  4.  berechnen. 
Man  hat  nämlich,  wie  man  aus  der  Figur  leicht  sieht. 

m  ü)2  r  cos  X  sin  X     (o^rtiingX 

^  mG  —  moD-^r  cos^X         Gsec-X  —  co'^r 

oder,  wenn  man  im  Nenner  das  Product  mw^rcos'-^  X.  welches  sehr 
klein  ist,  da  cd  durch  eine  sehr  kleine  Größe  ausgedrückt  ist,  weglässt, 
und  statt  der  Tangente  des  sehr  kleinen  Winkels  s  den  Winkel  8 


nimmt, 


0)2  r 


6.     e  =  ^^  sin  2X. 

Aus  den  Gleichungen  5.  und  6.  sieht  man  vor  allem,  dass 
die  Deviation  am  Äquator  Null  ist,  da  X  daselbst  gleich  Null  ist, 
mithin  e  gleich  Null  ist.  Aber  auch  an  den  Polen  ist  die  Deviation  e, 
wie  aus  5.  zu  ersehen,  gleich  Null,  da  das  darin  vorkommende 
Product  r  cos  X  =  p  an  den  Polen  Null  ist. 

Ferner  sieht  man,  dass  s  mit  der  geographischen  Breite  sich 
ändert.  Diesen  Winkel  s  nennt  man  die  Deviation  der  Verti- 
cale infolge  der  Rotation  der  Erde.  Nach  dem  Ausdruck  6. 
kann   man  s   für  jede  Breite    berechnen    und   findet   man    für   die 

Breite   von  45^  e  =  -.^^ .     Ein   materieller   Punkt,    aufgehängt  an 

einem  Faden  (fil  a  plomb),  welcher  sich  in  die  Richtung  der  schein- 
baren Verticale  zu  placieren  strebt,  wird  eine  Deviation  von  zwei 
llillimeter  bei  einem  Meter  bezüglich  der  wahren  Verticale  haben, 
welche  Richtung  demnach  mit  dem  Erdhalbmesser  diesen  kleinen 
Winkel  s   bildet. 
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Endlich  sieht  man  aus  4.»  dass,  infolge  der  Componente 
in  to'-^  r  cos  X  sin  X,  die  auf  der  Erde  placierten  Körper  nach  dem 
Äquator  gleiten  müssen,  welche  Bewegung  nicht  bemerkbar  sein  kann. 


Relative  Bewegung  eines  schweren  Punktes ^  welclier  von  großer 

Höhe  fällt, 

§  495.  M    sei    der   fallende   Punkt   von   der  Masse   1,   h  die 
Ilühe,  von  der  er  fällt.  \  die  geographische  Breite  des  Beobachtungs- 
ortes   s,    0    das    Centrum    der    Erde. 
Fig.  10.  P.P'  die  Linie  der  beiden  Pole,  O  s  =  r 

der  Erdhalbmesser  des  Ortes,  wo  OM 
die  Oberflilche  der  Erde  trifft,  (o  die 
Winkelfreschwindigkeit  der  Rotation 
der  Erde  um  ihre  Achse  P  P'.  x,.  v,.  z. 
seien  die  Coordinaten  des  Punktes  M, 
und  abstrahieren  wir,  wie  früher,  von 
der  Bewegung  der  Translation  der  Erde 
um  die  Sonne. 

Zur    zp Achse    nehmen    wir   die 
Verticale   0  s  z^    des    Punktes  M,   nach 
oben    gerichtet,    als  Achse  der  x,   die 
Tangente  des  Parallels  sxj,   als  Achst* 
der  ji  die  Tangente  des  Meridians  von  s,  sy^ 

Fällt  nun  ein  schwerer  Punkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
im  leeren  Räume  von  großer  Höhe  h,  so  beobachten  wir  nur  seine 
relative  Bewegung,  und  werden  w^ir  die  Gleichungen  dieser  Be- 
wegung finden,  wenn  wir  die  Erde  als  unbeweglich  ansehen,  unter 
der  Bedingung,  dass  wir  die  erwähnten  zwei  fictiven  Kräfte  hinzu- 
fügen, so  dass  wir  zu  den  Gleichungen  1.  gelangen. 

§  4^^ 6.  Bei  dieser  Bewegung  wirken  also  die  Kraft  der  Schwere 
und  die  hinzuzufügenden  zwei  fictiven  Kräfte. 

Bezeichnen  wir  die  Attraction  der  Erde  für  einen  Punkt,  der 
auf  der  Erde  in  s  placiert  ist,  mit  G,  so  wird  diese  Attraction 
auf  M  sein 

Gr^ 


'•-rzi/^ 


oder 
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O  (l  -  2  ^^), 

wenn  Potenzen  vom  sehr  kleinen  Bruche  -  --  vernachlässigt  werden. 

r 

Die  Projectionen   dieser   Kraft   auf  die  Achsen,   die    wir  mit 

X,,  Yj,  Zj  bezeichnen,  sind 

Xi=0,  Y,=0,  Z,  =  g(i-2  '-'). 

Die  Centrifugalkraft  wird  sein,  da  der  Punkt  sich  sehr  wenig 
von  der  Verticale  entfernt  und  die  Masse  des  Punktes  als  Einheit 
angenommen  wurde,  fast  genau 

<ü2  (r  -[-  z^)  cos  X. 

Die  Componenten  dieser  Kraft  nach  den  Achsen  sind 

0,  ö>2  (r  -|-  z^)  cos  X  sin  X,     ü)2  (r  -|-  z{)  cos^  X. 

Die  Componenten  von  o)  sind  p,  q,  r,  und  man  hat  für  diese,  wie 
aus  der  Figur  10  und  auch  aus  Figur  9  zu  ersehen,  da  der  Vector  to 
fast  parallel  der  Linie  PP'  der  Pole  ist, 

p  =  0,     q  =  CD  cos  X,     r  =  —  co  sin  X. 

Die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft  ist  senkrecht  auf  der 
relativen  Geschwindigkeit,  also  fast  horizontal,  und  ist  auch  senk- 
recht auf  die  Rotationsachse  PP',  sie  ist  daher  tangierend  am 
Parallel. 

Die  Größen  der  Componenten  dieser  kennen  wir  aus  den 
Gleichungen  14.  des  §  480,  und  sind  diese,  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  genommen, 

9(n^^^'  ^dyi'i  P^r^''^  r.^^'\ 

-H^dt— ^-dt-^   ~"H^~dT-P"dt7' 


(dy,  dxA 

p  dt  -  'i  dvj- 


Bedenkt  man   ferner,   dass  -.^K    -v—  fast  Null  sind,   so   hat 

'  dt'     dt  ' 

man  für  die  Componenten  der   zusammengesetzten  Centrifugalkraft 

dz 

—  2ü)cosX -r-^,     0.     0. 

dt  ' 

Endlich  haben  wir  im  §  493,  Gleichung  4.  gesehen,  dass  die 
Intensität  der  scheinbaren  Schwere  für  einen  auf  der  Erde  placierten 
J-*unkt   s   ausgedrückt   wird   durch    G  —  co-^rcos^X,   wenn   nämlich 
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die  Masse  als  Einheit  angenommen  wird,  wir  wollen  diese  Quantität 
mit  g  bezeichnen.  Setzt  man  alle  diese  gewonnenen  Werte  in  die 
Grleichung  1.  ein,  so  erhält  man 

d^x,  dzi 

—       2  0)  cos  X 


7. 


dt2  "     "         dt 


d^v 


—-^  r=  tt)2  (r  -[-  Zi)  sin  X  cos  X  =  co^  r  sin  X  cos  X, 


dt2  o    I    -a   j. 

indem  wir  das  Product  von  co^  mit  Zj  vernachlässigen. 

§  497.  Diese  GleichuDgen  können  integriert  werden,  und  zeigt 
die  zweite  Gleichung  der  Gleichungen  7.,  dass  in  unserer  Hemi- 
sphäre eine  unmerkliche  Deviation  gegen  Süden  stattfindet. 

Setzt  man  vor  allem  in  der  dritten  Gleichung  der  Gleichungen  7., 

r 

um  sie  auf  die  Normalform  zu  bringen,  z^  =  z'  -f-  -    ,      integriert 

r 
und  setzt  dann  wieder  statt  z*  die  Größe  z^  —  -^  ein,   so  hat  man. 

wenn  man  bedenkt,  dass  zur  Zeit  t  =  0,  die  Fallhöhe  gleich  h,  und 
die  Geschwindigkeit  gleich  Null  war, 

'.  =  f+(y-I-)(«^-''+»-'^''> 

Entwickelt   man   die  Exponentialgrößen   in   Reihen,   vernach- 

hff  t^ 
lässigt  das   Glied  — — ,  so  bekommt  man 

8.     Zi  =  h  —   — . 

dZ| 
In  der  ersten  Gleichung  von  7.  kann  man  den  Wert  von  v^ 

aus  8.,  das  ist  gt  setzen,  und  man  erhält 


und  daraus 


d^x 

9.     -j— =  2(ö  cosXfft 
dt^  ^ 


10.     Xj  =  --  ö)  gt^  cos  X, 

o 


wobei  eine  Constante   nicht  beigesetzt   wird,   da  für  t  =  0,  Xj  =  0 
war,   und  sieht   man,   dass   man  eine  kleine  Deviation   nach  Osten 
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bat,  die  man   erhalten  kann.   Setzt  man  nämlich  in  8.  z,  =  0,  so 

'     - .  Setzt  man  diesen  Wert  von  t  in  10.  ein,  so  hat 
g 
man  für  die  Deviation 


3 


^  /'ShX-l 
gcosX(^-gj«. 


Neuntes  Oapitel. 
Das  Princip  von  d'Alembert. 

Generalgleichung  der  Dynamik, 

§  498.  Wir  haben  im  ersten  Bande  das  Princip  von  d'Alembert 
angeführt.  Mit  Hilfe  dieses  Principes  können  Fragen  der  Dynamik 
von  Systemen  auf  Fragen  der  Statik  zurückgeführt  werden.  Es 
lautet: 

Es  findet  in  jedem  Zeitpunkte  Gleichgewicht  statt 
zwischen  den  Kräften,  welche  ein  in  Bewegung  befind- 
liches System  sollicitieren,  und  den  Kräften  der  Trägheit 
der  verschiedenen  Punkte  dieses  Systems,  also  zwischen 
den  gegebenen  Kräften,  den  Kräften  der  Liaisons  und  den 
Kräften  der  Trägheit. 

In  der  That,  die  Kraft  der  Trägheit  ist  eine  Kraft,  welche 
gleich  und  entgegengesetzt  ist  derjenigen  Kraft,  welche  die  Be- 
wegung des  Punktes  erzeugt,  und  würde  also  diesen  Punkt  im 
Gleichgewichte  erhalten,  wenn  sie  wirklich  auf  ihn  im  gegebenen 
Zeitpunkte  wirken  würde.  Jeder  Punkt  des  Systems  und  daher  auch 
das  ganze  System  würde  demnach  im  Gleichgewichte  sein,  wenn 
diese  Kräfte  der  Trägheit  wirken 
sollten. 

§  499.  Dies  Princip  wird 
noch  in  anderer  Weise  dargelegt. 

Wir  setzen  hier  ein  Punkt- 
system in  Bewegung  voraus.  Die 
Punkte  seien  M',  M",  M"' . . . 
von  den  Massen  m,,  m2,  m^ . . .  die 
Kräfte  R',  R",  R'". .  .  .  Zwischen  den  Punkten  dieses  Systems  haben 
Liaisons  statt,  welche  durch  Gleichungen  ausgedrückt  sind.  Alsdann 


Fig.  11. 


B: 


—7^ 


Ö' 
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werden  aber  die  auf  die  Punkte  wirkenden  Kräfte^  denselben  nicht 
dieselbe  Bewegung  ertheilen,  als  wenn  diese  Punkte  frei  wären. 

Betrachten  wir  einen  einzelnen  Punkt  des  Systems  M  von  der 
Masse  m,.  auf  welchen  die  Kraft  R  wirkt.  Wäre  dieser  Punkt  frei, 
so  würde  er  sich,  während  des  unendlich  kleinen  Zeittheiles  dt. 
nach  N  bewegen.  Infolgedessen  aber,  dass  der  Punkt  im  Systeme 
gewissen  Bedingungen  unterworfen  ist,  wird  er  sich  innerhalb  des 
Zeittheiles  d  t  thatsächlich  in  der  Richtung  M  0  bewegen,  gleichsam 
als  wäre  er  von  einer  anderen  Kraft  soUicitiert.  Sei  nun  Q'  die  Kraft, 
die  erforderlich  wäre,  um  dem  Punkte  M,  wenn  er  getrennt  und 
frei  wäre,  während  des  Zeittheiles  d  t,  die  Richtung  M  O  zu  ertheileu. 
das  ist,  ihn  von  M  nach  0  in  der  Richtuno:  M  0  zu  treiben,  so  zer- 
legen  wir  die  Kraft  R'  in  zwei  Componenten  derart,  dass  eine 
Componente  mit  der  thatsächlich  wirksamen  Kraft  Q'  zusammen- 
fällt, welche  die  thatsächlich  vorhandene  Bewegung,  im  nämlichen 
Zeittheile  dt,  dem  Punkte  ertheilt,  und  wo  alsdann  die  andere  Com- 
ponente P'  heißen  möge. 

§  500.  In  dieser  Weise  werden  wir  die  Kräfte  R",  R'"  • . .. 
welche  auf  die  anderen  Punkte  agieren,  in  die  Componenten  Q". 
Q'"  .  .  .,  welche  die  thatsächliche  Bewegung  der  Punkte  bewirken, 
und  P",  P"'  .  .  .  zerlegen,  und  nun  geschieht  die  Bewegung  aller 
Punkte  des  Systems,  auf  welche  die  gegebenen  Kräfte  R',  R",  R'" 
wirken,  in  derselben  Weise,  als  wenn  diese  Punkte  ganz  frei,  und 
nur  von  den  Kräften  Q',  Q",  Q'"  .  .  .  soUicitiert  wären,  und  als 
wenn  die  Kräfte  P',  P",  P'"  .  .  .  nicht  vorhanden  sein  würden. 
Dieses  ist  aber  nur  dadurch  möglich,  dass  diese  Kräfte  P',  P". 
P'"  .  .  .  sich  Gleichgewicht  machen.  Man  nennt  diese  Kräfte  die 
verlorenen  Kräfte,  sie  sind  den  Kräften  der  Liaisons  gleich  und 
direct  entgegengesetzt,  sind  im  Gleichgewichte  Kraft  der  Liaisons, 
die  Kräfte,  die  wir  mit  Q',  Q",  Q"  .  . .  bezeichnet,  nennt  man  die 
effectiven  Kräfte. 

Fügen  wir  aber  zu  den  gegebenen  Kräften  je  zwei  einander 
gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  Q',  —  Q',  Q",  —  Q"  .  .  .,  ^ 
wird  dadurch  das  System  nicht  modificiert,  und  da  Q',  Q"  ...  die 
vorhandene  Bewegung  erzeugen,  so  müssen  die  Kräfte  R',  R"  .  .  • 
und  —  Q',  —  Q"  .  .  .  sich  Gleichgewicht  machen,  indem  die  Be- 
wegung durch  deren  Unterdrückung  nicht  geändert  wird,  und  ist 
auch  aus  der  Figur  zu  ersehen,  dass  P'  die  Resultante  von  R'  und 
—  Q'   ist.   Ebenso   gut  wie  die  verlorenen  Kräfte  P',   P"  .  .  .  sich 
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Gleichgewicht  machen,  ebenso  kann  man  sagen,  dass  R'.  R"  .  .  . 
und  —  Q',  —  Q '  .  .  .  sich  Gleichgewicht  machen. 

Wir  gelangen  also  zu  dem  Satze: 

Die  bewegendeu  Kräfte  eines  beliebigen  Systems 
machen  in  jedem  Zeitpunkte  Gleichgewicht  jenen  Kräften, 
welche  den  effectiven  Kräften,  das  ist  den  Kräften,  welche 
die  Bewegung  erzeugen  würden,  wenn  jeder  Punkt  des 
Systems  frei  wäre,  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 

Diese  Kräfte  —  Q',  —  Q"  .  .  .  sind  eben  die  erwähnten  Träg- 
heitskräfte, und  sind  die  Componenten  der  Trägheitskräfte  nach 
den  Achsen  ausgedrückt  durch 

d"^  X  d^  y  d*^  z 

Allgemeine   Gleichung  für  ein  System  mit  Liaisons. 

§  501.  Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  aus  obigem  Principe  die 
Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  hergeleitet  werden. 

Es  sei  ein  Liaisons  unterworfenes  System  in  Bewegung  von 
n  Punkten  von  den  Massen  m^  m2  .  .  .,  deren  Coordinaten  Xi,  y^, 
z,,  X2,  y-i,  Z2  .  .  .  sind,  und  setzen  wir  voraus,  dass  die  Bewegung 
ohne  Reibung  realisiert  ist.  Die  Liaisons  mögen  übrigens  von  der 
Zeit  abhängig  sein.  Die  Resultanten  der  Kräfte,  die  an  jedem  ein- 
zelnen Punkte  wirken,  seien  R',  R"  .  .  .,  die  Componenten  der  an 
m^  wirkenden  R'  nach  den  Achsen  seien  Xi,  Yj,  Zj,  der  an  m2 
wirkenden  totalen  Kraft  R"  seien  Xj,  Y2,  Zj  u.  s.  w.  Es  muss  also 
bei  diesem  System  in  Bewegung,  nach  obigem  Principe,  Gleich- 
gewicht herbeigeführt  werden,  wenn  man  für  jeden  Punkt  die  ent- 
sprechende Kraft  der  Trägheit  hinzufügt,  das  heißt,  es  muss  in  jedem 
Zeitpunkte  Gleichgewicht  stattfinden  zwischen  den  gegebenen  Kräften, 
den  Kräften  der  Liaisons  und  den  Trägheitskräften  eines  jeden 
Punktes. 

Da  nun  das  System  sich  nunmehr  im  Gleichgewichte  befindet, 
so  findet  dabei  das  Princip  der  virtuellen  Deplacierungen  Anwendung. 
Man  weiß  aber  auch,  dass,  wenn  man  dem  System  ein  mit  den 
Liaisons,  welche  ztf  irgend  einem  Zeitpunkte  t  statthaben,  compa- 
tibles  Deplacement  ertheilt,  die  Summe  der  Arbeiten  der  Kräfte  der 
Liaisons  für  sich  Null  sind,  und  alsdann  ist  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  der  gegebenen  Kräfte  und  der  Kräfte  der 
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Trägheit  Null,  abstrahiert  von  den  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte 
der  Liaisons,  welche  ja  für  sich  gleich  Null  sind. 

Man  weiß  auch,  was  man  unter  Ertheilung  eines  virtuellen 
mit  den  Liaisons  compatiblen  Deplacements  versteht,  wenn  nämlich 
den  Punkten  des  Systems  in  irgend  einem  Zeitpunkte  virtuell 
Deplacements  ertheilt  werden,  die  man  ertheilen  kann,  ohne  die  Be- 
dingungen des  Systems  zu  verletzen,  sowie  sie  gerade  in  diesem 
Zeitpunkte  der  Bewegung  sind,  und  wo  die  Zeit  keinen  Einfluss 
hat  auf  das  Deplacement. 

§  502.  Es  seien  nun  die  Gleichungen  der  Liaisons 

1.     L|  =  0,     L2  =  0,     Ljj  =  0  .  .  ., 

wobei  jede  dieser  Gleichungen  die  Coordinaten  aller  oder  mehrerer 
Punkte    des    Systems   und    die  Zeit   t   enthalten,   und   L|,  L.2  .  . 
Functionen  dieser  Größen  sind. 

Ertheilen  wir  nun  dem  System  eine  virtuelle  Deplacierung. 
welche  mit  den  Liaisons  compatibel  ist,  seien  die  Componenten  der 
den  Punkten  ertheilten  Deplacements  nach  den  Achsen  8  x,  8  y. 
8  z,  wobei  wir  alles  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  be- 
ziehen, so  werden  wir  die  Gleichung  haben 

Dabei  erstreckt  sich  2  auf  alle  materiellen  Punkte  des  Systems 
und  alle  gegebenen  Kräfte,  in  X,  Y,  Z  sind  Componenten  bloß 
der  gegebenen  Kräfte,  die  Kräfte  der  Liaisons  sind  darunter  nicht 
begriflfen.  Für  Punkte,  an  welchen  keine  Kräfte  angebracht  sind, 
sind  die  betreffenden  X,  Y,  Z  Null. 

Die  Liaisons  können  von  der  Zeit  abhängen,  also  t  explicite 
enthalten,  was  beispielsweise  der  Fall  ist,  wenn  ein  Punkt  des 
Systems  der  Bedingung  unterworfen  ist,  auf  einer  Curve  oder  Fläche 
zu  gleiten,  welche  mit  einer  bekannten  Bewegung  begabt  ist. 

§  503.  Wie  für  das  Gleichgewicht,  wird  die  Zahl  der  Liaisons- 
gleichungen niedriger  als  3n  sein.  Wäre  die  Zahl  3n,  so  wäre  die 
Bewegung  des  Systems  bestimmt.  Nehmen  wir  also  an,  die  Zahl 
dieser  Gleichungen  seien 

h  =  3  n  —  k. 

Man  sagt  alsdann,  es  finden  im  System  k  Grade  von  Frei- 
heit statt. 


47 

Ertheilen  wir  also  dem  System  eine  mit  den  Liaisons,  welche 
zur  Zeit  t  statthaben,  compatible  Deplacierung  S  x^,  8  y^,  8  z^,  8  x^  . . .,  so 
muss  diese  Deplacierung  derart  gestaltet  sein,  dass  die  Gleichungen  1., 
in  welcher  t  den  numerischen  Wert  hat,  welcher  dem  betrachteten 
Zeitpunkte  entspricht,  befriedigt  seien.  Man  wird  daher,  bei  der 
Differenzierung  der  Gleichungen  1.,  t  als  constant  betrachten,  weil, 
wenn  auch  die  Liaisonsgleichungen  die  Zeit  t  explicite  enthalten, 
die  virtuellen  Deplacierungen  auf  eine  und  dieselbe  Epoche  sich 
beziehen,  mit  anderen  Worten,  nicht  unter  dem  Einflüsse  der  Zeit 
stehen  und  von  derselben  unabhängig  sind. 

§  504.  Differenziert  man  daher  die  Gleichungen  1.,  so  hat 
man,  indem  man  jede  Gleichung  nach  allen  darin  vorkommenden 
Variablen,  mit  alleiniger  Ausnahme  von  t,  welche  als  constant  be- 
lassen wird,  differenziert, 

'8  Li  5^         ,    6Li   y  8L^  ,     SLj  3,        ,     , 

-y— ^  8  x^  +  --3,  -—  0  y^  +  -  -  '-  ö  z^  -\-  -r— ^  5  xj  +  +  ...  =  0 
Sxj  öy^      •'^     '     8zi         ^     '     8x2        -«    •      ' 

Q    <J  8  L.,  «.         ,    8  L«  ^         ,     8  L^  -.        ,     8  Lo  «,        ,     ,  ^ 

++.,.=0 

Dabei   wird  wiederholt   darauf  hingewiesen,    dass,   wenn    die 
Liaisons  die  Zeit   explicite   enthalten,   das   reelle  Deplacement  mit 
dem  virtuellen  Deplacement  nicht  über- 
einstimmt, ^«f-  12. 

Bewegt   sich   der   Punkt  M    auf  m^  _.--- ^ 

der  Curve  C,  welche  selbst  mit  einer 
Bewegung  begabt  ist,  so  ist  das  mit  den 
Liaisons  zur  Zeit  t  compatible  virtuelle 
Deplacement,  die  Deplacierung  M  M' 
auf  der   Curv^e  C,   in   der  Lage,    wie 

diese  zur  Zeit  t  ist,  zur  Zeit  t  -|-  d  t  ist  die  Curve  C  nach  C  ge- 
kommen, und  der  Punkt  M  nachM,.  Das  reelle  Deplacement  M  M^ 
coincidiert  also  im  allgemeinen  nicht  mit  dem  virtuellen  Deplace- 
ment MM'.  Hier  ist  auch,  wenn  man  das  reelle  Deplacement 
nimmt,  dessen  Componenten  dxj,  dy^,  dzj  sind,  und  eine  Liaisons- 
gleichung differenziert,  die  Differentialgleichung 

^-^'  d  xi  +  ^^'  dy.  +•+  ^^'  dt  =  0, 

dxi  dyi       •'^    '      '      dt 

welche  Gleichung  mit  den  Gleichungen  des  virtuellen  Deplacements 
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3.  nicht   übereinstimmt.  Nur  in   dem  Falle,  wenn  die  Curve  C  fix 
ist,  wenn  also  die  Liaisonsgleichung  die  Zeit  t  explicite  nicht  enthftlt, 

dann  ist     ,   '     Null,    und    die    letzte    Gleichung    stimmt    mit   den 
dt 

Gleichungen  3.  überein,  in  diesem  Falle  kann  man  statt  des  virtuellen 

Deplacements   das    reelle   Deplacement,   also   statt   8x.  8y,  8  z  die 

reellen  d x,  d v,  dz  setzen,    weil  auch  diese  mit  den  Liaisons  com- 

patibel  sind. 

§  505.  Aus  den  Gleichungen  3.  ist  zu  ersehen,  dass  unter  den 
3  n  Variationen  k  Variationen  willkürlich  sind,  und  können,  mit 
Hilfe  der  h  =  3n  —  k  Gleichungen  3.,  aus  der  Gleichung  2. 
h  Variationen  eliminiert  werden,  so  dass  die  noch  verbliebenen 
3  n  —  h  =  k  Variationen  ganz  willkürlich  und  voneinander  unab- 
hängig sind.  Setzt  man  ihre  Coefficienten  gleich  Null,  so  wird  man 
3  n  —  h  Gleichungen  haben,  welche  in  Vereinigung  mit  den  h  Glei- 
chungen 1.  zusammen  3n  Gleichungen  geben,  und  geben  diese  die 
Werte  der  3n  Coordinaten  in  Function  der  Zeit. 

§  506.  Um  diese  Rechnungen  zu  effectuieren,  kann  man  die 
Methode  der  Multiplicatoren  von  Lagrange  anwenden. 

Wir  multiplicieren  jede  der  h  Gleichungen  3.  mit  einem 
unbestimmten  Factor,  die  erste  mit  X^,  die  zweite  mit  X^  u.  s.  w., 
und  addieren  dann  dieselben  zu  der  Gleichung  2.  Wir  setzen  dann 
die  Coefficienten  derjenigen  Variationen,  die  man  eliminieren  will, 
gleich  Null,  mit  anderen  Worten,  wir  bestimmen  die  unbestimmten 
h  Factoren  in  der  Weise,  dass  wir  die  Coefficienten  von  h  Varia- 
tionen gleich  Null  setzen.  Die  Coefficienten  der  verbliebenen  ganz 
willkürlichen  k  Variationen  müssen  also  auch  Null  sein.  Man  wird 
demnach  in  der  Gleichung,  die  wir  eben  in  obiger  Weise  zu  bilden 
beabsichtigen,  die  Coefficienten  aller  Variationen  gleich  Null  setzen, 
und  man  wird  in  dieser  Weise  nachstehende  3  n  Gleichungen  haben, 

Y  -m  — y^  -4-X    ^^^  4-X«^^-^  -4^X  —»-4-4-       0 
Z,-mi-^-,  +X,  g_  +  X.,-g^^   +X3-g-^+  +  .  .0. 

X,-m,  ^^^  +^i-8-x,  +^^^-Sx;"^^^^  8x;  +  +  -° 
=0 
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Zu  diesen  3n  Gleichungen  wird  man  die  h  Gleichungen  1. 
nehmen,  und  man  wird  aus  diesen  3  n  -f-  h  Gleichungen  die  3  n 
Coordinaten  und   die  h  Faetoren   in  Function  der  Zeit    bestimmen. 

Die  mechanische  Bedeutung  von  X  ist  dieselbe  wie  in  der 
Statik,  die  Liaisonskraft,  welche  von  der  Liaison  L,  =  0  herrührt, 
auf  den  Punkt  m^  hat  zu  Projectionen  auf  die  Achsen 

SL,  8Lt  5Lt 


8xi'       '    8y,  '      '•    8z,' 
und    in   dieser    Weise    auf  alle    anderen    Punkte,    und    ebenso    die 
Liaisonskräfte,   welche   von    den   anderen  Liaisonsgleichungen    her- 
stammen. 

Zehntem  Cai^itel. 
Anwendung  des  Principes  von  d'Alembert. 

Ableitung  des  Principps  der  lebendigen  Kraft. 
§  507.  Gehen  wir  von  der  Gleichung  2.  des  §  502  aus 

-(»^^l?-z)8z]  =  o. 

In  dieser  Gleichung  figurieren  die  Variationen  8  x,  8  y,  8  z,  wo 
die  virtuellen  Arbeiten  der  durch  die  Liaisons  erzeugten  Kräfte 
Null  sind,  und  daher  unter  X,  Y,  Z  nur  gegebene  Kräfte  begriffen 
sind,  und  man  kann  daher  im  allgemeinen  statt  der  virtuellen 
Deplacements  8x,  6y,  6  z  nicht  die  reellen  Deplacements  dx,  dy, 
dz  setzen.  Würde  man  in  der  Gleichung  \.  statt  8x,  8y,  8z 
die  Größen  dx,  dy,  dz  setzen,  so  würde  die  Gleichung  nur  dann 
giltig  sein,  wenn  man  unter  X,  Y,  Z  nicht  bloß  die  gegebenen 
Kräfte,  sondern  auch  die  Kräfte  der  Liaison  mitinbegriffen  sich 
denkt,  deren  Summe  der  Arbeiten  nicht  mehr  Null  ist. 

In  dem  Falle  aber,  wenn  die  Liaisons  von  der  Zeit  unabhängig 
sind,  die  Gleichungen  derselben  t  explicite  nicht  enthalten,  alsdann 
sind  auch  die  reellen  Deplacements  dx,  dy,  dz  compatibel  mit  den 
Liiaisons  und  können  statt  der  Variationen  8x,  8y,  8  z  gesetzt 
werden,  die  Arbeiten  der  Liaisonskräfte  sind  auch  dann  Null,  und 
X,  Y,  Z  begreifen  dann  nur  gegebene  Kräfte. 

Setzen  wir  nun  diesen  Fall  voraus,  setzen  in  Gleichung  1. 
statt  8  X,  8  y,  8  z  die  Größen  d  x,  d  y,  d  z,  und  ordnen  diese  Gleichung 
in  anderer  Form,  so  erhält  man 

Weisatein,  Bailonelle  Mechanik.  II.  4 
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=  S(Xdx  +  Ydy  +  Zdz) 
oder,  wenn  man  wie  im  §  462  vorgeht, 

+  Ydy +  Zdz). 

Dies  ist  eben  die  Gleichung,  welche  das  Princip  der  leben- 
digen Kräfte  ausspricht,  und  daraus  werden  alle  Consequenzen 
hergeleitet,  welche  im  dritten  Capitel  entwickelt  wurden. 

Bewegung  zweier  durch  einen  unausdehnbaren  Faden  verbundener 
schwerer  PunJcte  auf  zioei  geneigten  Ebenen, 

§  508.  m,   und  nio  seien  die  Massen  zweier  schwerer  Punkte. 

welche,  verbunden  durch  einen  inextensiblen  Faden,  auf  zwei  ge- 
neigten Ebenen  A^  B,  A^  B  placiert 
sind,  deren  Durchschnitt  hori- 
zontal liegt. 

Ihr  System  befinde  sich  bei 
der  Bewegung  in  einer  und  der- 
selben, auf  der  Schnittlinie  senk- 
recht  stehenden  Ebene.  Die  zwei 
Theile  des  Fadens  seien  parallel 

den  respectiven  Ebenen,  die  Bewegung  finde   ohne   Reibung   statt. 

Die  beiden  Winkel  der  Ebenen  mit  der  Verticalen  B  B^  seien  81,  Oi. 

B  mj  =  Xi,    B  m2  =  X2,   x^  -|-  Xj  =  L,   nämlich   gleich    der  Länge 

des  Fadens. 

Die  bewegende  Kraft  für  den  Punkt  m,  nach  dessen  Richtung 

Bmi  ist  mi  g  cos  0i,  und  die  bewegende  Kraft  des  Punktes  m^  nach 

der  Richtung  Bm.2  ist  m2  g  cos  02-  Fügt  man  aber  für  jeden  Punkt 

d-x 
die  entsprechende  Trägheitskraft,  also  die  beiden  Kräfte  — m^ -*.,': 

—  HLj     ,  ,^   hinzu,   so  würde   das  System    nach  dem  Principe  von 

d^Alembert  im  Gleichgewichte  sein. 

§  509.  Ertheilen  wir  nun  den  beiden  Punkten,  die  mit  den 
Liaisons  compatiblen  virtuellen  Deplacierungen  8  x^,  8  X25  also  in  der 
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Art,  dass  die  Punkte  aus  der  Ebene  A^  B  A^  nicht  herauskommen, 
so  hat  man 


4.  (migcosOi  —  mi -j^M  8xi -[-^m2ge2  — 


m< 


d^x. 


J6x2=  0. 


2     ^^2 

Femer  hat  man 

Xt  -|-  ^2  =  L.     8  Xi  -}-  8  X2  =  0,     6  X,  =  —  8  Xj. 
Auch  hat  man 

d  Xj  4"  d  X2  =^  0,     d  X,  =  —  d  X2, 


5. 


daher 


d^Xj 

dt2" 


d2x2^ 
d  t2  • 


Multiplicieren  wir  die  zweite  der  Gleichungen  5.  mit  X^,  ad- 
dieren solche  zur  Gleichung  4.,  und  setzen  die  Coefticienten  der 
Variationen  jeden  für  sich  gleich  Null,  so  hat  man 


6. 


(12  X 

mi  g  cos  e,  -    mi  -^-2^-  4-  Xi  =  0 


mo  ff  cos  6o  —  nie 


d^x. 


1-2? 


t^+^^ 


0 


und  daraus 


d^x 

7.     Xj  =  mi  -^  ^2^  —  mi  g  cos  e^, 


d    X  Q    X 

8.     m^  g  cos  ©i  —  m2  gcos  ©2  —  ^i  -^[2  +  ™2  -^  ^2'  =  ^ 

oder  nach  5. 

d^x 

9.     g  (m^  cos  ©i  —  m2  cos  ö,)  =  (mi  -f-  m^)  -wj2"  5 

^  -      .  (ra.  cos  0,  —  m.)  cos  O.^)  ^ 

10.     Xi  =  mi  g  ^-! -J^  -.-J-  -  -''-  -mis  cos  6,  = 

m^  -j-  m2 


—  mi  m2  g 


11. 


d^Xj 


^ 


(cos  0^  -)-  cos  02) 
nii  -f  m2        ' 

(m^  cos  01  —  ni2  cos  02 ). 


d  t*-^         mi  -(~  ™2 
Integriert  man  die  Gleichung  11.,  so  hat  man 


12. 


dxt 
"dT 


ff  t 

V  =  — -, (m.  cos  01  —  mo  cos  0.,)  4-  c. 

rai  +  m^  ^    ^  ^  ^  -/    1 


wo  c  die  Constante  der  Integration  bedeutet 


4* 
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Integriert  man  dann  von  neuem,  so  wird 

_  gt'^  (m,  cos9t  —  mj  cos  «,)    ,„.,. 

WO  c'  eine  neue  Constante  ist. 

Die   Constanten   lassen    sich   durch    die  Anfangsposition   uod 
Anfangsgeschwindigkeit  des  Systems  bestimmen.  Sei  zur  Zeit 

t  =  0,       Xi   =  Xo,       V  =  Vo, 


so  ist 


e  —  v„,     c  —  Kq. 


Xj,  die  Tension  des  Fadens  ist,  wie  aus  10.  zu  ersehen,  constant. 

§  510.  Es  sei  jetzt  auf  den  Ebenen  eine  homogene  schwere 
Kette  von  der  Länge  L  gelegt,  die  ohne  Reibung  gleitet.  Halten 
wir  die  früheren  Bezeichnungen  bei,  die  Masse  einer  Längeneinheit 
der  Kette  sei  s,  mithin  die  Massen  beider  Th eile  ex^  und  8X2  und 
die  Gewichte  der  beiden  Theile  gex,,  gexj  sind,  welcher  letztere 
auch  gegeben  werden  kann  durch  den  Ausdruck  ge  (L  —  xj.  Dann 
haben  wir  hier  zunächst  die  Gleichungen  5.  vom  vorigen  Fall. 

Nach  dem  Principe  von  d'Alembert  hat  man  auch  hier,  wenn 
man  die  Kräfte  der  Trägheit  hinzufügt,  welche  zu  Ausdrücken  haben 

d^  Xj  d*^  x.2 

~^'''     dt2'       ~^^'^Tt2' 

und   dem  System   eine   virtuelle   mit    den  Liaisons   compatible  De- 
placierung  ertheilt,  die  Gleichung 

14.     (gsx,  cos  e,  —  6X1  -j^^-)  8  Xi  + 


f  (s  e  X2  cos  82  —  s  X2  -^|f  j  8  X2 


=  0, 


und  wenn  man  die  Gleichung  8  Xj  -j"  8  Xo  =  0  mit  X^  multipliciert, 
zur  Gleichung  14.  addiert,  und  dann  die  Coefficienten  der  Varia- 
tionen gleich  Null  setzt,  die  Gleichungen, 


15. 


(12  X 

gexi  cosÖ,  —  exi  -^  +X,  =0 

d'^x. 
g  s  X2  cos  ö.^  —  e  X2    ,  j  -|-  ^M  =  0 


Zieht  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  ab,   setzt  für 

^2  Xrt  (][2  X 

,"  "  den  Werth ^  ,}   ein.  so  hat  man.  da  x,  +  x.,  =  L  ist 

d  t^  dt-'         '  II- 
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16.  -  .'^  =  f  -  COS  01  +  cos  02)  (  Xi - — ^-^  ). 

dt^    L      ^  '       \     cos  Hl  -f-  cos  9o  / 


Setzen  wir  ^   (cos  ö^  -f-  cos  62)  =  ft'^ 

Ij 


so  hat  man 


X| 

L( 

cos  ö, 

dx, 

d^x, 
dt2 

;os 

«2 
COS  02 

dv. 

d2y 

dt2' 

7 

17. 

d^V 

dt2' 

0. 

Durch  Integration  hat  man,  wie  man  weiß 

y  =  Ae»»  +  Be-"  . 
and  daher 

x  =  A  e«^'  +  B  e-«^'  ~] ^  ^-''-  -  -  -. 

'  ^  cos  0,   -(-  cos  02 

Die  Constanten  A  und  B  bestimmen  sich  nach  dem  Anfangs- 
zustand.  Waren  zur  Zeit 

t  =  0.      Xi  =  Xy,      V  =  Vo, 

so  hat  man 

"  ^        ^  COS  e,  +  COS  «2' 

'^^^  =  Vo  =  a  (A  -  B). 

woraus  man  A  und  B  finden  kann. 

Aus  16.  sieht  man,  dass  für 

L  cos  0.» 

'  ^        cos  H,  -f-  cos  02 

d^x 
,~-  Null  wird,  und  ist  alsdann,  da  x.,  =:  L  —  x,   ist. 
dt''  '  '  " 

L  cos  0, 

^  cos  01   -f-  cos  02' 


also 


L  cos  0-2  :  L  cos  0,  =  x,  :  X2 
Xj  :  X2  =  cos  02  •  cos  0|  =  sin  B  A2  A,  :  sin  B  Aj  A-. 
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Das  heißt  ^j— «-  wird  Null,  wenn  die  beiden  Größen  x,,  Xo  den 
dt^  '  "     - 

Längen  der  beiden  Ebenen  proportional  sind.  Am  Ende  einer  ge- 
wissen Zeit,  die  man  bestimmen  kann,  wird  die  Kette  sich  ganz 
auf  derselben  Ebene  befinden,  die  Bewegung  ändert  dann  ihre 
Natur,  und  wird  gleichförmig  beschleunigt. 

Klftes  Capit<4. 
Gleichungen  von  Lagrange. 

§  51L  Gehen  wir  von  der  Generalgleichung  aus,  die  wir  mit 
rechtwinkligen  Coordinaten  gefunden, 


+  („^^._z)s.]  =  o, 


oder  in  der  Form 

2.Sm(|'^^8x+^y8y  +  g8z)=S(X5x+Y8y  +  Z84 

WO  alle  in  dieser  vorkommenden  Quantitäten  einen  bekannten  Sinn 
haben.  Denken  wir  uns  jetzt,  dass  man  den  verschiedenen  Coor- 
dinaten x^,  Yj,  Zi,  X2  . .  .  andere  Coordinaten  q^,  q.2,  qs  . . .  substituiert, 
welche  mit  den  früheren  Coordinaten  derart  verbunden  sind,  dass 
man  die  letzteren  in  Function  der  neuen  Coordinaten  ausdrücken 
kann.  Die  neuen  Coordinaten  werden  in  geringerer  Zahl  als  Hn 
sein.  Man  kann  sogar  die  neuen  Coordinaten  so  wählen,  dass  die 
Liaisons  von  selbst  befriedigt  sind. 

Sei  beispielsweise   ein  Punkt   der  Bedingung  unterworfen  auf 
einer  Sphäre  zu  bleiben,  deren  Gleichung 

x^  -[-  y2  -|-  z2  =  r*-^ 

ist,  so  kann  man  zwei  Variable,  gewöhnlich  Parameter  genannt 
qi,  q2  wählen,  welche  mit  den  alten  Coordinaten  durch  die  Glei- 
chungen verbunden  sind 

X  =  r  sin  qi  cos  q2,     y  ^  r  sin  qj  sin  q2,     z  =  r  cos  qt, 

alsdann  ist  die  Liaison  schon  befriedigt,  und  die  beiden  verbliebenen 
Parameter  sind  unabhängig.  Das  ist  durch  passende  Wahl  der 
Parameter  geschehen,   der   Punkt  ist   schon    dadurch  unterworfen. 
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auf  einer  Sphäre  zu  verbleiben.  Nicht  immer  werden  aber  die  Trans- 
formationsformeln so  klar  angezeigt  sein.  Dennoch  können  immer 
die  Coordinaten  auf  eine  geringere  2^hl  reduciert  werden,  indem 
ein  Theil  derselben,  vermittelst  der  Liaisonsgleichungen,  in  Function 
der  anderen  gerechnet  und  derart  eliminiert  werden. 

§  512.  Wir  kehren  nun  zum  allgemeinen  Fall  zurück.  Es  sei 
ein  System  von  n  Punkten,  welche  Liaisons  unterworfen  sind,  und 
dies  in  der  Weise,  dass  die  Lage  des  Systems,  vom  geometrischen 
Gesichtspunkte  aus,  von  k  geometrisch  unabhängigen  Parametern,  q^ 
qo  .  . .  qk  abhängt.  Man  kann  also  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes 
des  Systems  in  Function  dieser  Parameter  ausdrücken.  Enthalten 
die  Gleichungen  der  Liaisons  explicite  die  Zeit,  werden  die  Aus- 
drücke der  Coordinaten  der  Systempunkte  in  Function  von  qi, 
([o  .  .  .  qk  auch  die  Zeit  enthalten. 

Es  sei  nun 

'  Xi  =  ?i  (qt,  q2  .  .  .  qk  t) 

yi  = '%  (qii  q2  •  •  •  q^  t) 
zi  =  ö>i  (qi,  q-i  •  •  •  qk  t). 
xo  =  (f2  (qi5  q2  •  •  •  qt  t) 


3. 


Ferner   seien    die  Gleichungen    der   Liaisons    wie   im    §  502, 
3  n  —  k  =  h  an  der  Zahl. 

Li  (xi,  yi,  zi,  x^  .  .  .  z„,  t)  =  0 


4. 


[  Lh(xi,  yi,  z,,  Xj  .  .  .  z„,  t)  =  0 


Nach  unserer  Annahme  also  werden  die  Liaisonsgleichungen, 
im  Falle  man  darin  die  Ausdrücke  der  Coordinaten  der  verschiedenen 
Systempunkte  in  Function  von  q^,  q2  .  .  .  qk,  t  setzen  würde, 
identisch  befriedigt,  wie  auch  immer  diese  Großen  beschaffen  sein 
mögen,  und  sind  q^,  q2  .  .  .  qk  unabhängig. 

§  513.  Ertheilt  man  nun  dem  Systeme  eine  mit  den  Liaisons 
zur  Zeit  t  compatible  virtuelle  Deplacierung,  also  wo  t  als  constant 
betrachtet  wird,  so  werden  die  unendlich  kleinen  unabhängigen  Zu- 
wachse von  qi,  q^  •  •  •  qk  sein  Sq^,  8q2  .  .  .  8qk.  Differenziert 
man  daher  die  Gleichungen  3.,  so  wird  man  für  die  virtuellen  De- 
placements haben. 

0  q,  0  q.,  0  qk 


+  +  + 
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und  zwei  analoge  Gleichungen  für  dy,  und  dzj,  wie  auch  analoge 
Gleichungen  für  alle  anderen  Coordinaten.  Dabei  haben  wir  zur 
Abkürzung  (p,  statt  tp,  (q,,  qj  .  .  .  q,  t)  geschrieben. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  1.,  ordnet  dieselbe 
nach  den  Variationen,  so  hat  man 

Pv       /d|^x   8'^    ,     d^y    H^    .     d^z    8a)\ 
^-     L~  ""  V  dt^    H,   "f   d"t2    5q,   ^   dt2  8q,  j 

\      oq,      '        8qi     '        8q, /J 

[y       /d'^x    8'f  d^y   ot{(     ,     d^  z    8(ü\ 

"  "^  V~dt2  "oq,;    '    "cU2' 8^  "^  ~dt^  8^kj 

-s(xll+Yll-fzA^)l8q.  =  0. 

Die  Gleichung  6.  hat  statt,  welche  8q,,  Sq^  .  .  .  dqk  immer 
seien,  da  sie  statt  hat  für  alle  mit  den  Liaisons  compatiblen  virtuellen 
Deplacierungen  und  Sq^.  Sq2...8qk  willkürlich  und  voneinander 
unabhängig  sind,  mithin  die  Coefticienten  jeder  für  sich  gleich 
Null  sind. 

§  514.  Die  Gleichung  6.  können  wir  condensierter  schreiben, 
wenn  wir  unter  8  q  uns  alle  einzelnen  Variationen  8  q^,  6  q.^  .  .  . 
8  qit  inbegriften  denken,  und  wir  dann,  am  Schlüsse  der  Rechnung, 
die  Gleichung  in  die  einzelnen  Partien  nach  den  verschiedenen 
Variationen  theilen.  Um  sie  noch  einfacher  zu  machen,  schreiben 
wir  statt  8  «,  8  ']>.  8  cd,  8  x.  8  y,  8  z  und  denken  uns  unter  den  Größen  x. 

y.  z    deren   Werte    aus    8..   ferner  werden  wir  -.— ,     ,",    -,   ,     . 
•^  '  dt      dt'     dt      ot 

d~  X       d*^  V        d^  z 
mit  x',  y',  z\  q'  .  .  .,      ,-4,-»      ■■  '.■  ,    -3-^  mit  x",  y",  z"  bezeichnen. 

dt-        dt-        dt- 

Eiidlich    setzen    wir   die  Glieder    rechter  Hand   in  den  Parenthesen 

der  Gleichung  6..   I  (x  p-  +  Y  P^  +  Z  |~\  =  S  Q.    so    dass  die 

\      8q  6q     '        8q/ 

Summe  aller  Glieder  wird 

Die  Gleichung  6.  nimmt  alsdann  folgende  Form  an 

S.     2  m  {  X''    -    -f  y"     .     4-  5,/'  --    }  8  q  —  1  Q  ö  q  =  0. 
\       8q    '    -^      8q  ^^^[/ 
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Das  Zeichen  £  erstreckt  sich  hiebei  auf  alle  n  Punkte  des 
Systems   und  auch  bezüglich  der  Variationen  auf  8  q^,  8  q.j  .  .  .  8  q^. 

§  515.   Jetzt  bezeichnen  wir  die  lebendige  Kraft  mit  2T  und 

haben 

T^        o        r^rt^        X-       /dx^    ,    dy2        dz2\ 
9.     Smv^  =  2T  =  £m(^  +  -^y,  +  d,2)  = 

=  £  m  (X'2  -f  y'2  _|.  z'2). 

Nach  3.  sind  ferner  x,  y.  z  Functionen  der  Größen  qj,  q2  .  •  . 
qt  und  der  Zeit  t.  Diflferenzieren  wir  nun  die  Gleichungen  nach 
allen  darin  vorkommenden  Größen,  so  hat  man 

* 

8x,8x,,8x  8x 

8 1         oq,       '     '     oq.^      ^         öqk 
8  y    ,     d  V      , 

y  =  di  +  8t'^' 

8z         8z     , 

^   =8t  +  8l-^' 

8q 
wobei  wir.  wie  oben  erwähnt,  für  >^   ,  0'  oreschrieben. 

Aus  diesen  Gleichungen  hat  man 

,^      8x'         8x  8x'         Sx       5y'  8v 

8q\        8qi''"8q'k        8  qk'    8q\        8q/ 

Betrachtet  man  nun  2T  als  Function  von  qt  .  .  .  qk,  q'i  •  •  •  q'k?  t. 
und  differenziert  diese  Größe  einmal  nach  q,  die  anderen  Größen 
constant  belassend,  das  anderemal  nach  q',  so  hat  man 


11. 


8T        „        /   ,8x'    ,        8v'   ,      ,  3z'\ 
8q  \      Oq'^öq'        oq/ 


8T  _^ 


/   ^8x'    ,      ^8v'    ,     ,  8z^- 
\      öq'    '    "    oq'    '         öqy 


8q' 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  wird  auch,  vermöge  10. 

^2-     Sq^^-'^i^S^  +  y    5q+^-8q> 

Differenziert  man  diese  Gleichung  nach  t,  so  wird 

1.^   d  /8T\  „   /  ,8x'  ,   ,8y'  ,   ^8z'  , 

dtyoqy  \   oq  '  -^  oq  '    8q  ' 

'  oq  '  -   oq  '     oq/ 
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Zieht  man  von  13.  die  erste  der  Gleichungen  11.  ab,  so  hat  man 
d    /8T\       8T        ^       /   ..  8x    ,      ..8v    ,      ..8z\ 


14. 


dt  \8q'/         oq  \       8q'''8q' 

Man  kann  demnach  die  Gleichung  8.  schreiben 


H 


oder 


16.     S 


( 


d  8T 
dt  8 q' 


^^«) 


8q  =  0. 


Da  nach  unserer  Hypothese  die  Größen  q^,  q2  •  •  •  <lk  vonein- 
ander unabhängig  sind,  so  spaltet  sich  die  Gleichung  16.,  welche 
man  Lagrange  verdankt,  in  so  viele  einzelne  Partien  als  Varia- 
tionen da  sind,  indem  die  Goefficienten  aller  einzelnen  Variationen 
gleich  Null  gesetzt  werden  müssen. 

Man  hat  demnach 

d  /  8  T  \       8  T 

8q, 
8T 

8q2 


17. 


dt 
_d_ 
dt 


(f) 


—  Q.  =  0 


t  \8"^k/        S'qk 


—  Qjc  =  0 


§  516.  Betrachten  wir  den  Fall,  wo  die  Liaisons  von  der  Zeit 
unabhängig  sind,  alsdann  kann  man  auch  die  Ausdrücke  3.  für  die 
Coordinaten  derart  erhalten,  dass  sie  ebenfalls  die  Zeit  nicht  ent- 
halten, und  dann  wird  auch  T  eine  homogene  Function  vom 
zweiten  Grade  in  Bezug  auf  q'^,  q'2  ...  q'k  sein. 

Belangend  die  Werte  von  Q,  welche  in  den  Gleichungen  17. 
vorkommen,  so  hat  man  sie  in  7.  Bildet  man  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  aller  gegebenen  Kräfte  für  das  allgemeine  mit  den 
Liaisons  compatible  Deplacement,  so  wird  diese,  wie  aus  6.  und  7. 
zu  ersehen,  von  der  Form  sein 

Qi  S  qi  +  Qa  S  q.2  +  +  Qk  5  qk. 

Will  man   nun  ein  Q  bestimmen,  es  sei    beispielsweise  Q»  zn 

bestimmen,  wo  wir  unter  a  eine  der  Zahlen  von  1  bis  k  verstehen. 

so    wird    man    das    virtuelle  Deplacement  nehmen,    indem  man  nur 

das    betreflfende  q»    variieren   lässt,    alle    anderen  q  und  t   aber  als 
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constant  betrachtet,  die  Summe  der  Arbeiten  der  gegebenen  Kräfte 
wird  alsdann  Q^Sq«  sein. 

§  517.  Nehmen  wir  an,  es  existiere  eine  Function  der  Kräfte 
U(x,  y,  z),  alsdann  wird  diese  Function U  in  Function  von  q^  q2  . .  .  qt 
ausgedrückt  werden  können.  Vermöge  Annahme  wird  man  also  haben 

j,  SU  _  ^  r5U 8^    I    in  iZ    I    ?il  ^ll 
8q         '^LSx   8q  8y8q~'8z    8qJ* 

Ferner  wird  auch  sein  fUr  alle  X,  Y,  Z 

Y-2U      v-^U      5,_8U 
^~  5x'      ^  ~  8y'      ^~  6z' 

so  dass  die  Gleichung  7.  wird 

., /8U8x    ,   8U8y    ,    8U8z\        ^8U        vr^ 
\ox  oq         8y  oq     '     oz   öq/  oq 

und   dementsprechend   in    den  Gleichungen  17.  jedes  Q  durch  das 

^     ^     SU 
entsprechende  ^ —  zu  ersetzen  ist. 

Dasselbe  wird  auch  der  Fall  sein,  wenn  X,  Y,  Z,  in  Bezug  auf 
X,  y,  z  die  partiellen  Derivierten  einer  Function  U  (x,  y,  z,  t)  sind, 
welche  die  Zeit  explicite  enthält,  auch  dann  werden  die  Gleichungen 
17-  dieselbe  Form  haben,  nur  kann  man  dann  nicht  sacken,  U  sei 
eine  Function  der  Kräfte. 


Z\völft<*s  Oipitel. 

Bleichlingen  der  Bewegung  in  Polarcoordinaten. 

§  518.  Gesetzt,  wir  haben  die  Bewegung  eines  Systems,  wo 
die  Liaisons  die  Zeit  t  explicite  nicht  enthalten,  wo  also  auch  die 
reellen  Deplacements  mit  den  Liaisons  compatibel  sind  und  statt 
der  virtuellen  gesetzt  werden  können,  und  setzt  man 

X  =  r  sin  8  cos  <}),     y  =  r  sin  Ö  sin  <J>,     z  cos  6. 

Die  Parameter  q^  q2,  q.j  sind  hier  r,  9,  ^\  qV    q'.2»  q'3    sind 

8t  '      8t  '      3t        ^' 

Vermöge  dieser  Gleichnngen  verwandelt  sich  nun  die  Gleichung 


y  m    /d  x'^    I    d  y^    ,    d  z^  \ 
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in  nachstehende 

^  ^,  m   fS^H- r^ 8 02  +  r^sm^ 08^) 

=  2  -™-  (r'2  +  r^  9'*  +  r^  sin^  0  <y% 

Daraus   leitet   man    nachstehende  Gleichungen,    wenn   man  T 
diflferenziert.  her. 

l-  =  S  (m  r  «'2  _[_  m r  sin^  6  ij^'^) 
ö  r 

g  m 

«r>r  =  2  m  r^  sin  ^  cos  0  6'^ 
0  H 

|I  =  o 

Die  Gleichungen  17.  des  §  515  von  Lagrange  werden  demnach 


(''  -st)  -  ■" ''  ='■■■ » c-  9  (st)'  -  «=  =  0 


82  r 

d 
m  - 

dt 


Die  Größen  Qi,  Q.2,  Q3  können  nach  dem  Früheren  berechnet 
werden. 

Im  Falle  die  Punkte  sich  in  einer  Ebene  bewegen,  sind  die 
Gleichungen,  indem  man  6  constant  setzt 

,820    ,    ^  3r  86 

mr2-^-.^-  +  2mr-g--^-Q,=0 


82  r 
mg-^-mr 


/8e\2 


Integral  der  lebendigen  Kräfte. 

§  519.  Wenn  die  Liaisons  von  der  Zeit  nicht  abhängen,  und 
Reibung  nicht  vorhanden  ist  dann  hat  man  das  Theoreme  der 
lebendigen  Kräfte,  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 

dT  =  dSm-^^-  =  S(Xdx4- Ydy  +  Zdz), 
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wo  nur  die  elementaren  Arbeiten  der  gegebenen  Kräfte  vorkommen, 
da  hier,  wo  das  reelle  Deplacement  mit  den  Liaisons  corapatibel  ist, 
die  Summe  der  Arbeiten  der  Liaisonskräfte  Null  ist.  Derivieren 
diese  Kräfte  von  einer  Function  der  Kräfte  U  (x,  y,  z),  so  hat  man 
das  Integral  der  lebendigen  Kräfte 

T  =  U  +  h, 
-vvo  h  eine  Constante  ist. 

§  520.  Diese  Theoreme  lassen  sich  aus  den  Gleichungen  von 

Lagrange   herleiten.    Da   die  Liaisons   die  Zeit   nicht  enthalten,   so 

kann   man   auch    die  Parameter   q^,  q^  •  •  •  ^"t    so  wählen,    dass  die 

Ausdrücke  der  x,  y.  z  in  diesen  Parametern  ebenfalls  die  Zeit  nicht 

enthalten.  Unter  diesfen  Voraussetzungen  hat  man 

dx  dx     ,  dx 

d  X  =  -= —  d  qi  -= d  q.2  +  +  ^ d  qk. 

dq,  dq2       ^  dq>c 

Ferner  haben  wir  nach  7. 

oder 

2(Xdx  +  Ydy+Zdz)  =  Qidq,  +  Qodq^  .  .  .  Q^dq^. 

Man  hat  daher 

dT  _^,  /^  dx    ,   ^  dy    ,    r,  clz\  _^    ^^I    i 


\      dt  ^      dt  ^      dt/        ^ 


also 


dt  V      dt     '        dt     '        dt/         ^^    dt 

+  ^^    dt  +  +  ^'   dt' 

1-   ^^  =  Qi  q'i  +  Qi  q'2  +  +  Qk  q'^. 


Setzt  man  aber  im  Gliede  rechter  Hand  dieser  Gleichung  die 
AVerte  von  Q,,  Q2,  Qu  aus  den  Gleichungen  17.  des  §  516  ein,  so 
erfault  man  für  dieses  Glied  rechter  Hand  folgende  Gleichung 

2.   Q.  q'.  +  Q,q'.  +  +  Q.q'.  =  -1^  -,^  q' +  ^,  a^  q'.  4- 

,   ,  d  dT  ,    dT  .    dT   ,    dT  ,     <iT  ,  _ 
-"^rtd^^''~"d7i7l^~d^^  ~  dq^"^^  d^^"- 

d  /dT  ,  ,  dT  ,  .  ,  dT   A    „  dT 


„  dT     „  dT    ,  dT    ,  dT    ,  dT 
-^  ^  d^  -  ^1  "d^-^'d-q.--^^^-'!'' d^ 


^2 

Man  hat  aber,  infolge  eines  bekannten  Theoremes  von  Euler 
bei  homogenen  Functionen,  in  Beachtung,  dass  T  eine  homogene 
Function  von  q',,  q'2  •  •  •  q'k  vom  zweiten  Grade  ist, 

-        ,    dT     .  ,     dT     ,     ,      ,     dT 

^  ^  d  q'i     '  d  q'o                     d  q'k 

Anderseits  ist,  indem  T  die  Zeit  t  explicite  nicht  enthält. 

.       dT          dT     ,,     ,  ,     dT     ,,     .     dT     ,     .      ,     dT     , 

^'     -  d  t-    =  d  qS  ^  ^  +  +  d-q^;  ^  ^  +  -d  qT  ^^  +  +  "d^q^  ^  " 
daher  wird  die  Gleichung  2. 

und  wenn  man  beide  Glieder  mit  dt  multipliciert,  wird 

6.     d  T  =  S  m  ^  =  Qi  d  q,  +  Q.>  d  q,  +  Q„  d  qk  =  S  (X  d  X  -f 

+  Ydy +  Zdz). 

Dies  ist  eben  die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte.  Ist  die 
rechte  Seite  das  exacte  Differential  einer  Function  der  Kräfte 
ü  (x,  y,  z)  oder  von  qi,  q>  . . .  qk,  so  hat  man  alsdann 

dT  =  dU,     T  =  U^h. 


Drei>^(  dm tes  Capitel. 
Ganonische  Gleichungen. 

§  521.  Wir  setzen  bei  den  Fragen,  mit  welchen  wir  uns  jetzt 
befassen,  ausdrücklich  voraus,  dass  man  das  Integral  der  lebendigrn 
Kräfte  schreiben  kann,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Gleichungen 
der  Liaisons  zwischen  den  Punkten  des  Systems  die  Zeit  t  nicht 
explicite  enthalten,  und  dass  die  Summe  der  Arbeiten  der  Kräfte 
das  exacte  Differential  einer  Function  der  Kräfte  U  ist  Dies 
ist  der  Fall  bei  Fragen,  welche  die  Mechanik  des  Himmels  betreffen 
und  auch  bei  einer  großen  Zahl  von  Fragen  aus  der  mathematischen 
Physik.  Auch  haben  wir  früher  und  im  §  467  gesehen,  dass,  wenn 
die  Kräfte,  welche  ein  System  soUicitieren,  sich  auf  wechselseitige 
Actionen  oder  auf  Attractionen  von  fixen  Punkten  reducieren,  die 
Summe  der  Arbeiten  innerer  Kräfte  stets  das  exacte  DiflFerential  der 
Coordinaten  des  Systems  ist.  In  allen  diesen  Fragen  kann  man  aus  den 
Gleichungen  von  Lagrange  ein  System  von  Gleichungen  deducieren. 
welche  Poisson  canonische  Gleichungen  genannt. 
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§  522.  Gesetzt,  wir  haben  die  halbe  lebendige  Kraft  T  aus- 
gedrückt als  Function  von  n  voneinander  unabhängigen  Parametern 
q,5  q^  . . .  qn  und  deren  Deri vierten,  und  setzen  wir 

dT  _  dT   _  dT  _ 

dq\  ~P"      dq'j  -P2---        dq'n-P"- 

Zieht  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werte  von  q'j,  q'2  •  • 
q'n,  und    substituiert   diese   in  T,  so  wird  T  eine  Function  von  qi, 
qo  .  .  .  qn.  Pi5  P2  •  •  •  Pn  werden. 

Statt  also,  dass  bis  zu  dieser  Transformation  die  unabhängigen 
Variablen  qi  .  .  .  qn,  q'i  •  •  •  q'n  waren,  werden  wir  jetzt  als  unab- 
hängige Variable  qj  .  .  .  qn,  Pi  . .  .  pn  haben. 

Wir  werden  nun  vor  allem  die  verschiedenen  q«.  q'n  mit 
q,  q'.  und  alle  pn  mit  p  bezeichnen,  so  dass  wir  unter  q,  q\  die 
verschiedenen  q^  q'n  und  unter  p    die  verschiedenen  pn  verstehen. 

Ferner  werden  wir  die  partiellen  Derivierten,  wenn  die  unab- 
hängigen Variablen  qn,  q'n  sind,  in  Klammern  einschließen,  um  sie 
von  den  Derivierten  zu  unterscheiden,  wo  man  als  unabhängige 
Veränderliclie  die  qn  und  die  pn  nimmt.  Es  handelt  sich  nun,  die 
Relationen  zu  finden,  welche  zwischen  beiden  Systemen  der  partiellen 
Derivierten  der  halben  lebendigen  Kraft  T  vorhanden  sind. 

§  523.  Das  totale  Difierential  von  T  kann  man  in  zweifacher 
Weise  nehmen,  je  nach  dem  System  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen, das  man  betrachtet,  so  dass  man  hat, 

=  -(d— )dq  +  Spdq'. 

dT  dT 

2.     dT  =  £^dq  +  S^  dp. 

dq     ^  dp      ^ 

Wir  wissen  ferner,  dass  T  in  dem  betrachteten  Falle  eine 
homogene  Function  vom  zweiten  Grade  von  q'  ist,  und  dass  man  hat 


^T=-'i'Q=^i"'' 


Daher 

d2T  =  Spdq'  +  2dpq'. 

Setzt   man    die  Gleichungen    1.  und  2.    zusammen    und    zieht 
davon  die  letzte  Gleichung  ab,  so  wird 
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-  ^[G-l)+^a^'+K^^'■)''^=«■ 


•  Q = 


Die  Diflferentiale  dq  und  dp,  2n  an  der  Zahl  sind  willkürlich, 
und  die  Coefficienten  aller  Variationen  müssen  ein  jeder  für  sich 
Null  sein. 

Daher  wir  für  alle  Werte  von  n  haben 

dT 
dq' 

,        dq        dT 
^  dt         dp 

und  wiederholen,  dass  man  für  jedes  dq  die  Größen  dqj,    dq^..« 
dqn,  ebenso  für  q'  die  Größen  q',,  q'2  •  •  •  qu,  und  schließlich  für  dp 
die  Größen  dp^,  dp2  .  . .  dpn  setzen  kann,  so  dass  in  den  Gleichungen 
!  4.  und  5.  2  n  Gleichungen  enthalten  sind. 

Die  Function  der  Kräfte  U  (x,  y,  z)  enthält  bloß  x.  y,  z,  und 
infolge  der  Transformation  die  neuen  Parameter  q^,  q2  •  •  •  qn,  nicht 
aber  die  Größen  q',  und  daher  auch  nicht  die  Größen  p,  und  bleibt 
daher  ungeändert,  nach  welchem  der  beiden  Systeme  wir  die  par- 
tiellen Derivierten  der  Größe  T  nehmen,  so  dass  man  hat 

dU      du 
dq'     dp 

Die  Gleichungen  von  Lagrange  sind,  vermöge  §  515,  mit  Be- 
achtung des  §  517, 

cü(d^)-(di)-(di)  =  °' 

wo  wir  die  Größen  dieser  Gleichung  in  Parenthesen  gegeben,  indem 
die  Derivierten  nach  den  Variablen  q,  q'  genommen  wurden. 
Diese  Gleichung  wird  nun  nach  5.  und  6. 

dp       dT_dU 
dt     '    dq         dq 

Hamilton  hat,  im  Zwecke  der  Transformiernng  dieser  Glei- 
chungen, eine  Function  H  eingeführt,  nämlich 

H  =  T  —  U. 

Die  Gleichung  5.  können  wir  in  Beachtung  von  6.  auch 
schreiben 

8     iq^dT_dU_dH 
dt         dp        dp        dp 


«■  Q="-'  --»• 


,.    ^  +  :;^_^=o. 
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und  Gleichang  7.  wird 


-      dp  dT       dU  dH 

dt  dq         dq  dq' 

Die  Gleichimgen  8.  und  9.  enthalten  ein  System  von  2n 
Gleichungen,  die  man  die  canonischen  nennt,  nämlich 

[dq^_dH      dq2_d^         d  qn  _  d  H 
J    dt         dpi'      dt         dp2  "  '  '    dt         dp„ 
^0-     ]dpi^__dH      dp2__dH         dpn^       dH 
Idt  dq^'      dt  dq2'*dt  dqn 

Die  2n  Simultangleichungen  der  Bewegung  lassen  2n  Inte- 
grale zu,  welche  soviele  willkürliche  Constanten  haben,  und  im 
Falle  sie  integriert  werden  können,  gelangt  man  zur  Bestimmung 
der  2n  Veränderlichen  in  Function  der  Zeit.  Um  die  Bewegung 
des  Systems  zu  haben,  genügt  es,  die  Werte  von  qj,  q^  •  •  .  qn  in 
Function  der  Zeit  zu  finden,  da  diese  allein  bei  Bestimmung  der 
Lage  des  Punktes  intervenieren. 

Oleichung  mit  partiellen  Derivierten  von  Jacobi. 

§  524.  Die  in  den  canonischen  Gleichungen  vorkommende 
Function  H  ist  eine  gegebene  Function  vom  zweiten  Grade  von 
den  Parametern  qi,  q2  •  •  •  qn,  Pi,  P2  •  •  •  Pn?  und  sei  also 

11.     H  =  cp  (qi,  q^  .  .  .  qn,  Pi,  P2  •  •  •  Pn). 

Hamilton  hat  nun  gezeigt,  dass,  wenn  man  die  allgemeinen 
Integrale  der  unter  canonischer  Form  gebrachten  Gleichungen  der 
Bewegung  kennt,  man  die  in  H  enthaltenen  Variablen  in  Function 
der  Zeit  bestimmen  kann.  Das  Jacobische  Theoreme  will  uns  dazu 
verhelfen,  die  canonischen  Gleichungen  zu  integrieren. 

Sei  h  die  Constante  der  lebendigen  Kräfte,  derart,  dass 
man  hat 

._..n..  :::;::>,  ..a..,.. 

^  dq 

Gleichung  11.  nachstehende  Form  haben 

<o  /  ds       ds  ds\        ,        ^ 

12.  T (^qi,  q2 . • . q»,  ^^,  ^...-^— j-ii  =  o. 

Dies  ist  eine  Gleichung  mit  partiellen  Derivierten,  welche  eine 
Unbekannte  s  in  Function  von  q^,  q2  .  •  •  qn  bestimmen  kann. 
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and  der  aaUer  b  noch  n  —  1  willkOrliche  Constanten,  and  zwar 
solche  enthält,  welche  man  nicht  durch  einfache  HinzafUgong  ein- 
führen kann,  also  von  der  Form  sei, 

Si  =  *  (qi>  qi  ■  ■  ■  qn,  a,,  Sj  . . .  a,_,,  h), 
man   alsdann   die  Integrale  des  canonischen  Systems  10.  anter  der 
Form  schreiben  kann 

ds, 

■  da,,. 

ds, 


13. 


14. 


da, 
ds, 
3?,  =  " 


dq, 


=  Pi- 


d»| 

dh  ' 

dB, 

d,.= 


■wobei  ßi,  ßs  -  ■ .  ßn— 17  'o  neiie  Constanten  sind. 

Das  System  der  Gleichungen  13.  und  14.  enthält  in  der  Tbst 
^n  Constanten,  welche  die  allgemeinen  Integrale  des  canonischen 
Systems  enthalten  müssen,  und  hat  man  zu  verificieren,  dass  die 
Integrale  von  13.  und  14.  zu  den  Gleichungen  10.  führen. 

§  526.  Differenziert  man  die  Gleichungen  13.  in  Bezog  auf 
die  Zeit,  so  erhalten  wir  folgende  n  Gleichungen 

d'',     <i<l_o 
da,  dq   dt  ~ 
_d'  .,_  dq  _ 
daj  dq  dt 


16. 


=  0 


d's 


_4a 


^  =  0 


da^  d  q  dt 

dhdc[    dt 

wobei  unter  q,  wie  bereits  bemerkt,  alle  in  de»  Gleichungen  vor- 
kommenden n  Grüßen  q,,  q^  . .  .  qn  verstanden  werden,  und  er- 
streckt sich  S  auf  alle  diese  Größen. 

Kehrt  man  ferner  in  1 5.  die  Ordnung  der  Derivation  um,  so  hat  man 
(    v_di3j_dq_fv 
"    dqda,    dt 


16.     f 


P      d^  s,     d  q  _ 
"  dqdan_i  dt 
..      d^s,      dq_ 
dqdh    dt  " 


i  D  Ideatitätea  hat, 


dip 


E—iS— 


dq  da, 


dqda, 


dqdh 


Beachtet  man  aber  die  Gleichungen  14-,  wird  die  Function  f 
wieder   werden    wie    die  Gleichung  11..  und  deren  partiellen  Deri- 

vierten  in  Beza?  auf  -^  werden  ~,    •■""  ■'"*  "-''    •'•'■  "'"■' 

°  dq  dp 

chungeQ  17.  werden  demnach 


dp' 


dH 


dq  da,    dp 


dqdan- 

„     d^s, 


dH 
dp  = 

dH 


dq  dh    dp 
Dieses  System  von  n  Gleichungen  unterscheidet  sich  nicht  y 


System  16.,  nur  mit  der  einzigen  Änderung   von 


dq.. 


dt        dp' 

lann  daher  die  beiden  Systeme  18.  und  16.  als  dasselbe  System 
linearer  Gleichungen  befriedigend  betrachten,  je  zwei  sind  einander 
gleich,  und  die  erste  der  Gleichungen  10.  erscheint  demnach  veri- 
fieiert 

dp 


die  erste  der  Gleichungen  14.,  so  hat  man 

dp,  V      d^S)        d  q  ^ 

dt    ~        dq,  dq      'üi  ' 


19. 


dt^dqv 


dq 

dt' 


daher 

20.    l£L  =  £  Jla-.<|H, 
dt  dqdq,      dp 

Differenziert  man  anderseits  die  Gleichung  12.,  nachdem 
man  darin  den  Wert  von  s  durch  s,  ersetzt,  in  Bezug  anf  q,,  so 
hat  man 


(^) 


dqdq, 


ds, 

zurück  H  geworden, 

22.     ^H        dH     d.^ 
d q,         dp    dqdq, 
oder 

d  H  d  H         dl  8, 


dq,  dp     dq  .  dqi' 

Aus  Entgegenhaltung  der  Gleichungen  20.  und  22.  sieht  nun 
also,  dass 

23.  ^;-!=-^« 

dt  dqi 

iat,  wodurch  also  die  zweite  Gruppe  der  Gleichungen  10.  veri- 
ticiert  erscheint,  da  die  ganze  Gruppe  in  obiger  Weise  bewiesen 
werden  kann. 

Die  Integrierung  des  canonischen  Systems  ist  mithin  zurück- 
geführt auf  das  Äufsucheo  eines  completen  Integrals  einer  Gleichonj 
mit    partiellen    Derivierten    von    der    ersten  Ordnung,   aber  nicht 


Vicrzchntoö  OaiDitel. 

Anwendiingeii  des  canonischen  Systems  und  der  Olelotiiuig  von 
Jacobi. 
§  528.  Wir    haben    die    Bewegung    eines    Punktes    in    ein« 
Ebene,    unter   der  Action   einer  Centralkraft,  welche  Function  der 
Distanz  ist. 


gesetzt  wird,  ferner  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogen, 
T  =  hx»  +  f  +  z''}. 


Wenn   man   nnn   x  = 
wird  man  haben 


L  (r'>  +  r=  »'). 


r  nnd  Ö  spielen  hier  die  Rolle  von  q,  und  q^,  r'  und  0'  sind 
hier  q'i  und  q'j.  Die  Function  der  Kräfte  U  ist  eine  Function  der 
Distanz,  also  eine  Function  von  r  und  wir  setzen  U  =  i[i  (r).  Dann  ist 

H  =  T-U=^(r'=  +  r"e'')-<Kr). 

dT        dT         ,  dT        dT         ,  „, 

i''=d^  =  d7  =  ''  P'  =  dir.=  =r»='- "■ 


•^  r- 

Es  wird  demnach 


H  =  -2(p,'+'^^)-tW. 


Die  canonischen  Grleichungen  10.  des  §  515  sind  demnach 
d  r  den, 


1. 


dt        P"      dt         r'^ 
dt  r»  ^*  ^^^'       dt 


Diese  Gleichungen    bestimmen    r,  8.  p,    und   pj    in  Function 
von  t. 

Die  letzte  der  Gleichungen  1.  gibt  pj  =  c,  und  setzt  man  diesen 

Wert  iu  •j.L^  Ä.Y.^L„,^,   DU  Kuiuiub  1-    ,     - 

dt 

der  Flüchen.   Eliminiert   man  p,    zwischen    der  ersten    und  dritten, 
BD  kommt 

d^  r         c- 

m'  =  r>  +  '!■' '' 


die  Gleichung 

H  =  T  —  U  =  h. 

§  529.  Als  Beispiel  für  die  Gleichung  von  Jacobi,  nehmen 
wir  die  parabolische  Bewegung  eines  schweren  Punktes  im  leeren 
Räume,  die  wir  im  §  367  besprochen. 

Setzen  wir  m  =  1,  x  =  q„  y  =  qj,  also  q',  =  x',  q'j  =  y*. 
T  ist,  da  der  Punkt  aus  der  Ebene  nicht  herauskommt,  wir  daher 
bloß  die  beiden  Achsen  der  x  und  der  j  genommen,  und  z  =  0  ist, 

gleich  -^  (^'^-\-j'%  U  ist  gleich,  indem  die  j-Aohse    nach  oben 


gerichtet  ist,  — gy.  Man  hat  daher 

dT        dT 

_  dT_ 

_  dT 

P'=d7;  =  dl?  =  '''  r- 

dq', 

y' 

Daher 

T  =  i(p,'+P,'), 
H  =  T-U  =  -|^(p,'  +  p,')+gj. 
Die  Gleichung  von  Jacob!  wird  demnach 

-  H(dO"+(i^.y]+"--«- 

Da  z  unter  den  Coefficienten  nicht  vorkommt,  so  ist  su  ver- 
mutben,  dass  die  Auflösung  dieser  Gleichung  von  der  Form  sein 
dürfte, 

s,  =  a,  X  4-  ip  (y). 

Substituiert  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  2,  so  hat  man 
in  der  That 

i[.,'  +  <f"(j-)]  +  gy-h  =  o. 

Löst  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  tf  (y)  auf  und  inte- 
griert in  Bezug  auf  y,  so  bat  man 

3.     s,  =a,x  +  J|' 2b^^a,-''^^gydy. 
Die  Gleichung  der  Trajectorie  ist  demnach 

n,      ds,         .  r  dy 

3'.     v-i  =  ß,,    X  —  a,  \~=^--^^--^ =  ß, 

da.  '3^2h-a,^-2gy 


Integriert  man  die  Gleich 

5.     x  +  -^K2h~ 
g 

also  offenbar  eine  Parabel  mit  ver 

für  y   ein  Trinom   vom   zweiter 

folgt  femer 

eine  Gleichung,  welche  ansdrttck 
Mobile  von  einer  gleichförmigen 

Endlich  ist 

dsy  c 

Geometinsche  Eigenschaft  d* 

§  530.  Für  den  Fall,  wo  di 
Constanten,  außer  h,  a^  und  a2  hal 

Wenn  man  den  Constan 
Werte  gibt,  und  man  dieGrö 
des  §  525  variieren  lässt,  sin 
Gleichungen  von  13.,  §  525,  bei 
auf  den  Flächen,  welche  zui 
stante. 

Die  noth wendige  und  hinrei< 
endlich  kleine  Deplacements,    dert 
Aclisen   d x,   d j,    dz    und   S x,  S 
stehen,  ist, 

6.     d  X  8  X  -|-  d  y  ' 

Denn,  dividiert  man  diesen  A 
Deplacements,  etwa  durch  ds,  8  s 
des  Winkels,  den  beide  Deplaceme 

Nehmen  wir  also  an,  dx,  d^ 
reellen  Deplacements  des  Mobile  ai 
theiles  dt,  und  8x,  8y,   8z  seien  d 


7.     X'  8  X  +  y'  5  y  4-  z'  3  z  =  0. 
Um  von  oartesischen  Coordinaten    zu  den   neuen  Coordinaten 
In  12'  Ifl  überzugehen,  setzen  wir 

^  =  f  (qi:  q-Jr  q-i),     y  =  -t  {q,.  q,,  qO,     z  =  «  (q,,  q^,  ^s), 
und  daraus 

I       .  5«  ,     Sf  ,     So     , 

'^  =  j    q  I   +  j    q  2  +  j    q  I 

d  q,  ^  '       '    d  qi  ^  ■"  d  q,  ^  ■" 

indem    die  Variationen   von    q,,   q,.  qj,    welche   dem   Deplacement 
5x.  8y,  8  z  entsprechen,  mit  Sq,,  Sqj,  Sq,  bezeichnet  werden. 
Die  halbe  lebendige  Kraft  T  wird  sein 


I  r/S(p    ,    ,    8-p   ,    ,    s-p      \2 


.  +  ... 


Die  Bedingung  7.  wird  demnach,  wenn  man  darin  die  Werte  8. 
einsetzt  und  9.  beachtet, 

Sq,       '  öq\       '  Sq'j      ^ 

oder  nach  der  frtiheren  Bezeichnung 

10.     (p,  5q,  +  pjSqj  -f-pjSqj)  =  0. 
§  531.  Wir  kehren  nun  zu  unserem  Theoreme  zurlick.     Wir 
wollen  beweisen,   daas   die  Bahn   des   Mobile,   bestimmt   durch  die 
ersten  zwei  Gleichungen  13.   des  §  535  normal  ist  auf  der  Fläche 

11.     s^  (q,,  qi,  q,,  a,,  a,  h)  =  const., 
welche  durch   die  betrachtete  Lage   dea  Mobile   passiert.     Für  das 
genügt  zu  beweisen,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Mobile  x',  y'.  z' 
senkrecht  steht  auf  jedem  Deplacement  Sq,,  8q2,  Sqj,  welches  auf 
der  Fläche  11.  eFTcctuiert  wird,  nämlich,  dass  man  hat 

12.     f''-5q,  +^^''  3q,  +  ''"'■Sq,  =0. 

Kun  ist  dieses  schon  bewiesen,  da  wir  haben 

Sq,        "^"      5q,  ^-       Sq,         '  ■* 

mithin    die   Gleichung    10.    zum    Vorschein   kommt,    wie    dies   ans 
Gioichung  14_   des  §525  zu  ersehen  ist,  so  daas  die  Bedingung  12. 


ment    normal    ist,    welches   auf   d" 
wird,  ist  die  Geschwindigkeit  norm! 

In  der  Anwendung  des  §  52£ 

Si  =  ai  X  -|-  J  pT*- 

=  ai  X  —  -^—  (2  h  — 
also 

Sj  =  COE 

Lässt   man    diese    Curve    vari 
Schar  halbcubischer  Parabeln. 

Die  Gleichung  der  Trajectorie, 

5.  gefunden  haben,  ist 

Lässt  man  ß,   variieren,  so  hat 
welche   von   einer   derselben   durch 
X-Achse  abgeleitet  werden.   Alle  Seh» 

eine  Gerade,  deren  y-Ordinate  gleich 

der  Scheitelpunkte  ist.  Diese  Parabeln 
Dieses  Theoreme  kann    auf  Svs 
erweitert   werden,   immer   sind    die    < 
normal  zu    den  Flächen  s^  =  const.   1 
würde  aber  die  Grenzen  dieses  Buche 


l^^ünfxolmtos  ( 
Eonlsclies  Pen 

§  532.  Wir  wollen  die  Bewegung 
ö'achten,  der  der  Bedingung  unterwori 
b  leiben.   In   der  Regel    ist    der  Punkt 
^  essen  zweites  Ende  im  Mittelpunkt  d( 
^®Hnt  diesen  Apparat  konisches  Pendei 
Setzen  wir  die  Masse  des  Punkte 
^Ordinaten,  bezogen  auf  ein  rechtwiix^]i 


hiBznznfUgen,   und   das  System    ins  Gleichgewicht   zu  fuhren,  und 
maD  hat  daher 

Femer  dazu  die  Q-Ieiehnng  der  Liaison 
2.     si  +  y2  -|-  z^  =  r*, 
nnd  daher,  wenn  man  davon  die  Variation  nimmt,  bat  man 

x5x-(-y5y  -j-zSz^O, 
die  man  auch  schreiben  kann 


Lss+'^-Sy-l-  — Sz==0. 
'     r      •'    '     r 


Maltipliciert  man  diese  Gleichung,  nach  Lagrange,  mit  l, 
addiert  mit  Gleichung  2.  und  setzt  dann  die  Coefßcienten  aller 
Variationen  gleich  Null,  so  hat  man 

Das  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung,  worin  X  die  Spannung 
des  Fadens  bedeutet,   deren  Componenten   nach   den  Achsen  X—, 

X  — ,    X  —  sind,  und  ist  also  die  Normale,   so  dass   statt  X  man  N 
E  r  - 

schreiben  kann.  Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichung  2. 
kann  man  die  Coordinaten  x,  y,  z  in  Function  von  t  bestimmen. 
§  533.  Man  kann  aber  die  Lage  des  Pendels  bestimmen  durch 
den  Winkel  Ö,  den  der  gespannte  Faden  oder  der  Stengel  mit  der 
Verticalen  schließt,  und  durch  den  Winkel  tji,  den  die  Verticale,  den 
Faden  enthaltende  Ebene  mit  einer  verticalen  fixen  Ebene  schUeßt. 
8  und  ^  werden  hier  die  Veränderlichen  q,  und  q^  sein,  r  ist  nn- 
veranderlich.  Die  Transformationsformeln  sind 

4.     X  =  r  sin  ö  cos  •If,    y  ^  r  sin  9  sin  f ,     z  ^  r  coa  8. 
-^Je  lebendige  halbe  Kraft  T  wird 

5.     T=   i   (r^e-ä+r^sin^e^"). 


ST         ,   ■  Ott..       ST 
j   5  ip'  '        S  t|i 

Die  Function  der  Kräfte  U  exis 
7.     U  =  gz  =  g 
Daher 

8.    BU=  — grsinese,      |^  = 

Wir  haben  mithin  alle  Elemente  : 
17.  des  §  514,  und  finden 
I   d 


(dt  ^  ~ 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  gib 
10.     r'  ain^  B  f  t 
als  das  Theoreme   der  Flachen   für    dit 
Ebene  der  xy. 

Setzt  man  daraus  den  Wert  von  ^'  in 
so  wird  diese 

dt        r'sin'»^ 
Multipliciert  man  mit  28  6  ond  int 


12.    p=  9"  - 


p"  sin" »  ' 

wo  c'  eine  nene  Constante  ist,  und  darai 

13.  dt=-_=^_-^^-i?_ 

l'c'r'sin2e  +  2gr' 
§  534.    Im    Zwecke    der    Integrier 
setzen  wir 

rcos9  =  z,     dz  :=  —  r  sin6d6,     r^  sie 
=  r2~z^,     c'  =  2g(h 
so  wird  die  GleichuDg  13. 

14.    d.=  -_^_-_^J''i 

l'2gtr'  — jij^j_i 


Bezeichnen  wir  die  Protection  von  r  auf  die  Horizontalebene 
also  die  kürzeste  Distanz  des  bewegtichen  Punktes  m  von  der 
z-Ächse  mit  p,  so  wird  diese  Gleichung 

c  ist  die  CoBE 

Anfange  der  ] 

Schreibe 


dd<   . 
PdT'^^ 
Punktes  m  au 

steht,  derart,  < 

bezeichnet,  de: 
der  Ebene  m  ( 
des  unendlich 
den  Anfangs^« 

Die  Con 
wodann    das 
Tg  ^  0  oder  i 

Belanget 
stimmen. 

§  535.  -V 
darin  N  statt 


jln    udracniüu    wir    ais  posiiiv,    wenn 

virkt,   also   hindert,   dass  der  Punkt  m  v 

feme,  und  als  negativ,   wenn  sie  nach  der 

wirkt,  also  den  Punkt  verhindert,  dass  er  a 

Ans  diesen  Gleichungen  17.  findet  man,  wem 

die    zweite  mit  2dy,  die  dritte  mit  2  dz  muh 

setzt, 

2dxd2x  +  2dyd2y +  2dzd2z  _ 

dt2 
Daher 

v^  —  Vq^  =  2  g  z  -|-  const,     v^  =  2  g  (z 

18.     v2  =  2g(z-Zo  +  ho. 
-wertn   man 

19.    v„2  =  2gho 
setzt. 

c'   ist  also  die  Constante  der  lebendigen  K 

2  g  (li0  —  Zo)?  ^®  ^^^  gesetzt  haben. 

§  536.  Setzt  man  in  die  Gleichung  14. 
16.  ein,  wie  auch  den  Wert  von  v^^  aus  19., 
c^  =  p\  v^o  cos^8o  =  2gho p\  cos^g^  =  2g 
ist,  so  wird  die  Gleichung  14. 

+  rdz 

20.     d  t  =  ,,--,-  - 

K2gl/(r2-z2)(z-Zo  +  ho)- 

Setzt  man  das  Polynom    unter  dem  R 

(ri  _  z2)  (z  -  zo -H  h)  -  (r«  -  V 
so  hat  diese  Gleichung  vom  dritten  Grade 
Wurzel.  Wir  werden  aber  sehen,  dass  alle 

Ertheilt  man  z  Werte 

r,  Zq,  Zq       ho,        r,  - 
80  findet  man 

Daraus  sieht  man  also,  dass  das  F 
reelle  Wurzehi  hat,  eine  zwischen  r  ur 
^0  und  Zq  —  ho  und  eine  dritte  zwische 

kennen  wir  die  drei  Wurzeln  a, 
T  ist,  und  man  hat  also 

(r^  -  z^)  (z  -  zo  +  K)  -  (r^ 
^  =  (a  —  z)  (z  —  b) 


a  +  b  -  d  =  zo 

-i. 

(a  +  b)d  — ab 

=  r' 

abd=(r»~V)boC08''so 

+  r'K- 

1.). 

Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  hat  man 

,        r»  +  ab 
^  =  -a-+- fa- 

dann ana  der  ersten 

ll,- z„=d-a-b=— 

-  a'  -  b' 
a  +  b 

-ab 

or 

d  aus  der  dritten 

fr'           '1  h    fo-'  c          ''"          ^ 

')(r'  — b') 

c' 

+  b 

~2g 

Die  Gleichung  20.  wird  daher 

''1      dt  — 

rdz 

rägfc»-»)!-- 

"b)f+'- 

+  ab 

a  +  b 

Die  Veränderliche  z  bleibt  zwischen  a  nnd  b,  da  sonst  — ,  - 

imaginär   werden   wurde,    also    ist   a   der  Maximalwert   und  b   der 
Minimalwert  von  z. 

Geht  man  vom  Werte  z  ^  b  aus,  der  zur  Zeit  t  ist,  so  wird 
beim  Wachsen  von  t  der  Wert  von  z  wachsen  bis  z  ^  a,  und  wird  also 
am  Ende  eines  gewissen  Zeitintervalls  t',  welches  gleich  ist  dem  Inte- 
grale vom  Werte  d  t,  genommen  von  z  ^  b  bis  z  =  a,  gleich  a 
werden.  Nach  Ablauf  der  Zeit  t'  wird  z  abnehmen,  indem  es  von 
a  in  einem  gewissen  t'  gleichen  Zeitintervall  b  wird.  Dann  wird 
z  neuerdings,  in  einem  neuen  gleichen  Zeitintervall  f.  von  b  bis  a 
wachsen,  und  in  dieser  Weise  weiter,  z  ist  also  eine  periodische 
Function  von  t  und  ist  die  Periode  2  f. 

§  538.  Für  z  kann  die  dritte  Wurzel  zwischen  —  r  und  —  x 
selbstverständlich  nicht  genommen  werden,  da  z  jedenfalls  begrenzt 
ist  zwischen  r  und  —  r.  Man  kann  daher  für  z  nur  Werte  innerhalb 
der  Grenzen  b  und  a  nehmen,  beide  kleiner  als  r. 

Setzt  man 

z  =  a  cos^  f  -{-h  sin*  ^, 
also 


so  hat  man 

daraus 

dz=  — 2(a-l 

b)8ii 

a  -  z  =  (a 

-b) 

z  -  b  =  (a  . 

-b) 

und  daher. 

vom  Zeichen  abgesehen, 

dz 

Ra  -  z)  (z  — 

b) 

Setzt 

man  diesen  Wert  in  die  Gl 

^'=rJ?-f 

2r 

'■  +  ' 

oder 

22 

1.     d.-rl/2<'  +  '". 
S 

W- 

und  ersetzt  man  darin  z  durch  a  cos 

'»+ 

Eo  findet  man 

23.     dt  = 

Y         2(a  +  b) 
-''r(r'+2ab  +  i 

"»■FI 

oder 

24,dt= 


^|,^2(a  +  b)      _ 


K(r2  4-2ab+aJ)co8 

§  539.  Setzt  man  in  der  Gleichoi 

rechter  Hand  gleich  n,  and  den  Coefficie. 

des  zweiten  Factors  gleich  k*,  so  wird  d 

d  t  ^  n  —  -^^   -  — 
yi  —  k:'  si: 

Dieses  ist  ein  elliptisches  Integral 
bekannten  Begeln  integriert  werden  kann 

Da  ferner  fUr  z  die  Grenzen  a 
Grenzen    für  f,    wie   aus  dem  für  z  gese 

und    -_-  zn  nehmen,   und  man  bekommt 

durch  das  Pendel  effectuierten  Schwinsan 
b  nach  a 
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n 


25 


Jo    Kl 


dtp 


-  k*^  sin^  cp 

Aus  der  Gleichung   22.    findet   man   die    Grenzen,   innerhalb 
welcher   diese  Zeit  t'   eingeschlossen  ist.    Denn  da  z   zwischen  den 


Ä 


Grenzen  a  und  b  liegt,  mithin   cp  jedenfalls  -^  wird,  ist 


]/"2_(a 


b) 


dcp 


und  daher 


dt<r  

g  y(a  +  b)b  +  r2  +  ab' 

g  l/'(a4-b)a  +  r2+ab' 


t'^   ^  rV         2(a  +  b) 
^   2       "^  g(r2  +  2ab  +  b2) 

-^   2      *^g(r2  +  2ab+a'^) 
§  540.  Vermöge  Gleichung  15.  hat  man 

26.  d^=-:i^^,, 

und  vermöge  §  537 

27.     c^  =    2  g  (r'  -  a^)  (r'  -  b^) 

a  -|-  b 

Setzt  man  nun  den  Wert  von  dt  aus  21.  und  den  Wert  von 
c  aus  27.  in  26.  ein,  so  hat  man 

=  pgT?^  -~a-^)  (r^  -  b^) V 


d(I» 


a  +  b 


X 


rd 


(r^-  z»)  K2gf  (a  -  z)  (z  -  b)  (z  +  ^-^^^) 


rdz 


und  da  -s 5  =  ir  I  — 1 1 I  ist,  hat  man  auch 

|.2  —  252        2  \r  4- z       r  —  z/       ' 

d*  =  -^-  y  (r^  _  a3)  (r^  _  b^)  (^^  +  --^)  X 


X 


dz 


KCa  —  z)  (z  —  b)  /(a  +  b)  z  +  r*+  ab  " 
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Ersetzt  man  hier  z   durch  a  cos^  <p  -f*  ^  ^^^^  ?)   ^°  ergibt  sich 

28.     d  ^.  =  y^iZ^^Jlt^-W)  [^  ^cös-^V+  b)  sin^  9  + 

I ^?_ "I  X 

(r  —  a)  cos'-^  T  +  (r  —  b)  sin^  ^  J 

]1(t^  4-  2  a  b  -f  a2)  cos^  ^  4-  (r^  -f-  2  a  b  +  b^)  sin''  cp" 

^  wird  also  aasgedrückt  durch  die  Snmme  zweier  elliptischer 
Integrale  dritter  Art. 

§  541.  Wir  kehren  zu  den  Gleichungen  17.  zurück. 

d^x    ,    Nx        ^ 
d-tr+— =^' 

-j^r  +  —  -  o> 

d^z     ,    Nz 

jw  +  —  -^  =  ^- 

Multiplicieren    wir   die   erste   dieser   Gleichungen   mit   x,   die 
zweite  mit  y,  die  dritte   mit  z,    und  setzen  zusammen,    so  hat  man 

^-^^-/-^^^ [-  Nr  —  gz  =  0. 

Aus  der  Gleichung 

xdx-|"y<iy-|-"zdz  =  0 
hat  man  aber, 

xd^x  +  yd^y  +  zd^z  _  —  (dx^  +  dy^  +  dz^)  _ 
dt2  ~  dt2  ~" 

daher 

29.    N  =  ^^+^, 

r 

daher  nach  Gleichung  18. 

30.    N= -^(3z  — 2zo  +  2ho). 

So  lange  z  positiv  ist  das  Pendel  sich  also  unter  der  durch 
das  Centrum  0  gehenden  Horizontalebene  befindet,  ist  N,  wie  aus 
Gleichung  29.  zu  ersehen,  immer  positiv,  also  gerichtet  von  m  nach  O. 
Erhebt  sich  das  Pendel  über  jene  Horizontalebene,  wo  also  z  negativ 
ist,  kann  N  positiv  oder  negativ  sein.  Im  letzten  Falle  ist  N  nach 
der  Verlängerung  von  m  0  gerichtet,  während  der  Punkt  sich  dem 
Centrum  zu  nähern  strebt. 

'Welisteiiii  Rationelle  Mechanik.  II.  5 


v^ 


dann  nat  man 

z  =  r  —  a,     Zo  =  r  —  «0, 

wo  B,  und  Og  nnd  auch  h^    sehr  kleine  Größen  sind,    und   man  hat 
demnach  N  ^  g. 

Obige  zwei  erste  Gleichungen  der  Bewegnng   werden  demnach 


^'^._s^^„    i'y. 


•*-  y  =  0. 


Die  allgemeinen  Integrale  dieser  Gleichungen  sind  bekanntlicli 

x  =  Aeos  l^S-t  +  Bsinf^l, 

y  =  A'  cos  f  £  t  +  B'  sin  y  ■£  t. 

Differenziert  man  die  Ausdrucke,  so  hat  man 

'",^  =  -A  l^isinpi  +  Bficosfit, 
dt  '  r        '  r     ^      '  r         '  r 

■•y  =  -  A'  P  sini' £t  +  B'f  i  cos  fit. 
dt  r         '    r      '        '   r  '   r 

Hat  man  zur  Zeit  t  ^  0 

''=^'  di  =  '-  y=y»  d?  =  '- 


A  =  X..    B  =  4=^,    A'  =  y„    B'  =  -  ^, 

fi  Vi 

und  obige  Gleichungen  werden 


X  =:  Xa  cos  1/  £.  1 4-  -  "_  sin  l  -£  ti 

■■     1/1 

'   r 
V  =  V.  cos  ]['£  t  A-  .^"«  sin  1/"J  t. 
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Setzt  man  insbesondere 


1/g  '   r        *^' 

r 

60  erhält  man 

X  =  a  cos  |i  t,     y  =  p  sin  (I.  t, 

und  daraus 

Die  horizontale  Projection  der  Trajeetorie  in  der  Ebene  der 
xy  ist  eine  Ellipse 

ß 
tang  (]>  =  —  tang  |i  t. 

it  1/  r 

Die  Dauer  des  halben  Umlaufes  ist  =  —  =  ä  y —,also gleich 

r*  S 

derjenigen  eines  Pendels  von  derselben  Länge,  das  in  einer  Vertical- 

ebene  oscillieren  würde. 

§  543.  Derselbe  Fall  wird  auch  eintreten,  wenn  der  Winkel, 
den  das  Pendel  mit  der  Verticalen  bildet,  sehr  wenig  variiert,  das  ist, 
wenn  die  Größen  a  und  b,  zwischen  welchen  Grenzen  z  eingeschlossen 
ist,  voneinander  wenig  differieren.  Denn  in  diesem  Falle  ist  z  fast 
constant,  so  dass  man  aus  der  dritten  der  obigen  Gleichungen    der 

Bewegung  hat  N  =  ^-,   wenn    man   nämlich  das  constante  z  =  k 

setzt  Dadurch  werden  die  beiden  ersten  Gleichungen 

dt2   "^   k    ~"'        dt^    "+"   k'~^' 

also  von  der  Form  der  Gleichungen  31.,  und  man  ersieht,  dass  die 
Horizontalprojection  des  Pendels  auf  die  Ebene  der  x  y  eine  Ellipse 

beschreiben  wird,  deren  halbe  Revolutionsdauer  ;:  [  — ,  also  weniger 


als  zV7 
S 


-  beträgt. 


6» 


Bewegung  eines  schweren  Stengels,  der  sicli  am  einen  seiner  Funkte, 
der  fix  ist,  dreht. 

§  544.  EiQ  Stengel,  den  wir  ons  als  gerade  schwere  Linie  denken, 
bewegt  sich  um  einen  seiner  Punkte  0,  der  fix  ist.  Die  Kräfte,  die 
auf  ihn  agieren,  sind  die  Gewichte  seiner  verschiedenen  Ponkte. 
Wir  wollen  die  Gleichungen  der  Bewegung  finden.  Nach  dem  Prin- 
cipe von  d'Alembert  werden  wir  die  Kräfte  der  Trägheit  hinzu- 
fügen und  das  System  ina  Gleichgewicht  bringen. 

Es  seien  nun  x',  y',  z'  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
des  Stengels,  so  hat  man 

Heben  wir  einen  Punkt  n'  des  Stengels  heraus,  dessen  Distanz 
von  0  die  Größe  L  habe  und  für  den  wir  die  Coordinaten  mit  s. 
j.  z  bezeichnen. 

Sei  nun  die  Diatanz  irgend  eines  Punktes  des  Stengels  m'  von 
0  mit  u  bezeichnet,  so  ist 


und  die  Gleichung  1.  wird 


y  =y, 


Bezeichnen  wir  die  Distanz  des  Schwerpunktes  g  vom  fisen 
Funkte  0  mit  1,  wodann  die  S  m  n  =  M  1  wird,  ferner  bezeicboeo 
wir  das  Trägheitsmoment  des  Stengels  bezüglich  einer  Achse,  die 
durch  den  Schwerpunkt  geht,  also  hier,  da  der  Stengel  eine  gerade 
Linie  ist,  bezüglich  des  Schwerpunktes  mitMp^  wodann  das  Träg- 
heitsmoment des  Stengels  bezüglich  0,  2  m  u^  =  M  (1*  -j-  p*)  ist,  so 
wird  die  Gleichung  2. 

tlt^  '     dt^      -^    '     dt-  l^  +  p' 

§  S^y,  Man  hat  ferner  die  Bedingung 

^S  5.     xdx  +  ydy-|-zdz  =  0. 


Maltipliciert    man    diese    Gleicl 
Gleichung  3.  zusammen,  so  findet  ma 

d^x 


6. 


dt» 
d^y 
df^ 

dfi 


Wäre  nur   ein   einziger   schwere 
Linie  in    der   Distanz  L,    so    würde 
Smu={iL,  und  die  Gleichungen  6.  ^ 

d^x 


7. 


dt'i 
dV 
dt» 
d»z 
dt» 


+  X,x 


-{-h 


z  - 


Die    Gleichungen   6.    reducieren 

p2 

annimmt   L  =  1  -[-  ^  • 

Der  Stengel   bewegt   sich   demnach 

q2 

von  der  Länge  1  -}-  y.  Der  Punkt  n' ist  c 

punkt,  worüber,  und  insbesondere  warum 
führt,  wir  später  bei  der  Dynamik  von 
fahren  werden.  Dieser  Punkt  bewegt  s 
ßollicitiert  durch  die  Schwere  g  und  e; 
deren  Componenten  —  X^  x,  —  X,  y,  —  Xj  z 
Intensität  X,  V'x^  4-"^'^ -f-T^  =  X^  L  ist  g 
Es  ist  der  Druck  oder  die  Tension,  die 
Eeaction  N  =  +  X  L. 

§  546.  Alle  in  den  Gleichungen  1.,  2 
die  sogenannten  verlorenen  Kräfte,  mach 
den  Punkt  O,    kraft   der   Liaisons,   das 
Punktes  0,   ungeachtet   sie  an  verschiede 
angebracht    sind,    haben    sie    eine    Resul 
Punkt  O  geht.    Es  ist  der  Druck,  der  a\ 


Nennen  wir  dieaea  Druck  P  und  dessen  Componenten  X, 
y,  Z,  so  ist  jede  dieser  Componenten  gleich  der  Summe  der  Com- 
ponenten obbezeichneter  Kräfte,  als  wären  alle  diese  Kräfte  nafb 
dem  Punkte  0  verschoben,  nach  dem  bekannten  Principe,  Jass 
Kräfte,  agierend  auf  einen  soliden  Körper,  im  Gleichgewichte,  sich 
Gleichgewicht  machen,  wenn  sie  nach  einem  und  demselben  Punkt 
transportiert  sind. 

§  547.  Man  hat  de 

Das  sind  die  sogenc 
nennen  und  was  dasselbe 
zugefügten  Kräfte. 

Man  hat  daher 

wie  ans  6.  und  7.  zu  ers 
Ferner  sind 
Ml 
L 
Der  Druck  P  auf  d 
Stengel.  Er  ist  die  Kesnlta 
dem  Stengel,   ist  gleich  Ä 

M  g  —  - — ,  das  ist  die  O 

das  am  Schwerpunkte  G 
zwei  verticale  Kräfte  apal 
die   andere  am  Schwingu 

verschobene  Componente 

Würde   der  Schwerj 

zuaaoiDienfallen,   würde   n 

^=0  UQ^  L  =  CO,   und 

""^'^t  ^Qf,     Jie  eines   einf 


>-,  y, 


<>., 


fangslage  and  durch   die  Kichtnng   des 
in  dieser  Ebene  mit  oonatanter  Geschw 


Siobzelmtes  O 

Princip  der  kleinsten 

§  548.  Betrachten  wir  das  Integri 

1.     J  =  r'Emv 

in  welchem  v  die  Geschwindigkeit,  m  die 
des  Kürpera  in  Bewegung  bedeutet,  bei 
stimmte  Epochen  sind. 

Nehmen  wir  an.  dass  man,  nach  In 
der  Bewegung  vermittelst  der  Integralt 
Daten  der  verschiedenen  Punkte  des  Syst 
derselben,  sei  es  q,  aasdrUcke,  v  und  t  ( 
q  sein,  nnd  da^  Integral  wird  sein 

Hat  nnn   das  Princip    der  lebendig 

haben,  wenn  man  die  Function  der  Kräf 

3.     E  m  v=  =  2  ü  " 

wo  h  die  Constante  der  lebendigen  Krüfi 

!Nennt  man  nun  die  Coordinaten  ein 
x',  y*,  z'  deren  Derivierte   in  Bezug   auf 

4.     Im  (x- +  >-  +  .. .)(',?) 
und  daraas 

-    dt_i^E7Mx"'*"+i" 

dq         '  '  2Ü"-f" 

Multiplicieren  wir  5.  und  3.  Glied  fi 

und  daher  wird  auch  die  Gleichuno-  1.  foi 


in  welcher  die  Zeit  unter  das  Zeichen  5  nicht  eintritt,  sie  ist  elimi- 
nieit  worden  vermittelst  des  Integrals  der  lebendigen  Kräfte  3. 

§  549.  Dieses  vorausgeschickt,  -witi  das  Princip  der  kleinsten 
Wirkung  folgendermaßen  ausgedruckt. 

Das  Integral  J,  in  welchem  U  eine  willktlrliche 
Function  von  x,  y,  z  . . .  ist,  wird  Minimam,  wenn  man  s, 
y,  z  .  . .  in  Function  von  q,  vermittelst  der  Gleichungen 
der  Bewegung  bestimmt,  die  man  erhalt,  wenn  U  als 
Function  der  Kräfte  angesehen  wird.  Die  Werte  von 
X,  y,  z  . . .  für  q  =  qo  und  q  =  q,  werden  als  gegeben  be- 
trachtet. 

Suchen  wir  in  der  That  das  Minimam  von  J,  so  haben  wir 
dessen  Variation  gleich  Null  zu  setzen.  Zui'  Abkürzung  ersetzen  vir 
£m  (x'^  4"  y'^  ~l~  ^'*)  durch  «mx'^,  und  wir  haben 


und  daraus 
9.     8J  = 


-M^ 


Dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  man  ans  5.  den  Wert 

d_t  _ur^^ 

dq~  f  2U+h 
in  9.  hineinbringt,  wodann  diese  wird 

in      KT        r'v^'JfäU.        ,    dq         _     \  , 
10.     öj^\     ll-r— ^öx+-r^mx'Sx'ldq. 
J^      \dqdx  ^dt  /      ^ 

Integriert  man  den  Ausdruck  in  8x'  nach  Theilen  und  be- 
denkt, dass  die  Quantität,  welche  von  unter  dem  Zeichen  5  heraus- 
gebt, Ifull  ist  an  den  Grenzen,  so  hat  man 


11.     3J 


=C4l^^-^("4?)]-^'- 


Man   hat   also,   um    das  Minimum   oder  Maximum   zu  finden. 
diesen  Ausdruck  gleich  Null  zu  setzen. 


12.     Ut-'^—'- 
\dqax       dq 

_^rd^tdU__d^/     d^ 

~  "  Ldqdx       dt  \     dq 

„/dU  d'x' 

=  i-  I  T m    ,   . 

\d  X  d  t\ 

In  dieser  Gleichung  kana  die  Q 

denn  dann  wUrde  J  überhaupt  Null 
X,  y,  z  . .  .  durch  Bedingungen  bestii 
Gleichung  liegen 

13.     £ 


\d  X       "^    d  t 


dt 

wo  t  durch  die  Gleichung  5.  gegeben 
J  3Iinimum  zu  machen,  muss  man  die  ii 
auflösen,  welche  aber  die  Gleichungen  < 
Function  der  Kräfte  U  entsprechen.  Is 
man  t,  vermittelst  des  Integrals  der  lebe 
und  die  derart  für  x,  y.  z  .  . .  gefundei 
q  werden  die  Frage  befriedigen. 

§  550.  Nehmen  wir  an,  dasa  die  B 
ist,  wird  alsdann  £  m  v^  constant  sein. 
gleich  Bein  dem  Producte  einer  Constan 
('[  —  tii)-  welche  durch  das  System  ai 
einer  Position  zur  anderen  zu  gehen. 

Das  Princip  der  kleinsten  Wirkur 
fc  (t,  —  to)  dieses  Integrals  kleiner  ist  fu 
lieh  statthat,  als  wenn  man  in  diesem  Inte} 
ersetzen  wtlrde,  welche  verschieden  sii 
uns  geliefert  werden  durch  die  einer  cont 
oder  einer  gegebenen  lebendigen  Kraft  ei 
der  Bewegung.  Man  kann  daher  sagen: 

Wenn  die  Function  der  Kräfte, 
wirken,     constant    ist.    alsdann    ist 
System  braucht,  um  von  einer  Lage 
gehen,  kleiner,  als  wenn  das  Svstere 
lebendige  Kraft,    einen    anderen  ^^'* 
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von  derselben  Anfangslage   zu    derselben  finalen  Lage  zu 
gelangen. 

§  551.  Ist   im  Systeme   bloß    ein   einziger  Punkt,   kann  man 
das  Integral  J  schreiben 

m  vds, 


r 

Jq« 


wo  ds  das  Element  des  durch  das  Mobile  durchlaufenen  Weges 
bedeutet.  Man  kann  s  als  unabhängige  Variable  nehmen,  und  inte- 
grieren zwischen  Sq  und  s^.  Da  m  v^  constant.so  ist  es  auch  v,  und 
das  Integral  J  reduciert  sich  auf  das  Product  des  durchlaufenen  Weges 
Si  —  So  multipliciert.  durch  eine  Constante.  Dieser  Weg  muss  kleiner 
sein  als  jeder  andere,  welche  mit  derselben  Geschwindigkeit  zurück- 
gelegt sein  würde. 

J  kann  selbstverständlich  nie  ein  Maximum  sein.  Aber  wohl 
kann  der  Fall  eintreten,  wo  weder  Maximum  noch  Minimum  vorhanden 
ist.  Dieser  Fall  tritt  beispielsweise  ein,  wenn  ein  Mobile  sieh  mit 
constanter  Geschwindigkeit  auf  einer  Fläche  bewegt.  Es  beschreibt 
dann  eine  geodesische  Linie,  welche  in  gewissen  Fällen  nicht  der 
kürzeste  Weg  zwischen  zwei  Punkten  ist.  Dies  ist  der  Fall  der 
Bewegung  auf  einer  Sphäre,  wo  die  geodesische  Linie  durch  einen 
größten  Kreis  gebildet  ist,  der  Punkt  kann  in  eine  andere  Lage 
auf  diesem  Kreise  durch  zwei  Wege  gelangen,  durch  den  kleineren 
oder  größeren  Theil  des  größten  Kreises,  im  Sinne  seiner  tangentialen 
Anfangsgeschwindigkeit. 

Achtzelintes  Capitel. 
Unabhängige  Gleichungen. 

§  552.  Bevor  wir  weiter  zur  Dynamik  von  Systemen  schreiten, 
wollen  wir  gewisse  Gleichungen  der  Bewegung  besprechen. 

Unter  unabhängigen  Gleichungen  (6quations  intrinsequesj. 
welche  von  Euler  herrühren,  versteht  man  Gleichungen,  die  vom 
gewöhnlichen  Coordinatensystem  mit  drei  Achsen  unabhängig  sind, 
und  wo  die  Projectionen  der  Kräfte  anf  die  Tangente  und  die 
Normalen  genommen  werden. 

Im  §  99  haben  wir  gesehen,  dass  jede  Acceleration  decom- 
poniert  werden  kann  in  eine  tangentiale  und  eine  normale.  Die  dort 
gegebenen  (^-Jeichungen  drücken  demnach  aus,    dass  die  Projection 


J. - 


derProjectionen  zweier  geometrischen 
tialen  und  einer  normalen  Acoeleratit 
leration  die  Resultante  oder  die  geome 
nämlicb  der  tangentialen  Acceleratic 
leration  ist. 

§  553.  Statt  also  die  Projection 
Achsen  zu  nehmen,  werden  wir  die  Ac 
tiale  und  normale  Acceleration  decom] 
der  Tangente  der  Trajeotorie  genom 
Qleichnngen,  znm  Ausdruck,  wenn  wir 
leration  J  mit  Ji  bezeichnen, 

dvd 
""  dt  ^  d 
wo  5  den  Bogen  der  Trajectorie  und  c 

Die  zweite  auf  der  Normale  genc 
mit  Jn  bezeichnen,  hat  zum  Ausdruck 

J„  =  -. 

P 

"Wir  wissen  ferner,  dass  die  A 
£j:tlmmtingsebene  anf  der  Seite  der  Con 

Diese  Normale  wird  Hauptnormal' 

Errichtet  man   an  irgend   einem 
der  Ebene,   die   die  Tangente   mit   der 
rechte,   so  nennen   wir   sie  Binorraale,   \ 
Projection  von  J  auf  diese,  die  wir  mit 

§  554.  Nach  diesem  System  werd 
chungen  der  Acceleration  J  in  Bezug  s 
malen  sein 

dt        dt^'  ( 

Da  nun  jede  Kraft  P  ausgedrückt 
man  auch  bei  der  Kraft  P  in  dieser  Wei; 
Projectionen  auf  drei  Achsen  zu  nehme 
und  normale  Kraft  decomponieren,  oder 
jectionen  auf  die  Tangente  der  Trajectorie  d 
nehmen,  und  bezeichnet  man  diese  Proje 
werden  die  nnabhttngigen  Gleichnniren  di 
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Pt  =m 


d^s 


2. 


Pn  = 


my 


dt 

2 


m  r 


dt2 


Pb  =  0. 


Auch  die  Kraft  liegt  immer  in  der  Krümmungsebene  der 
Trajectorie,  da  Pb  immer  Null  ist. 

Ist  die  Kraft  constant  normal  auf  der  Trajectorie,  alsdann  ist 
P,  =  0,  die  Geschwindigkeit  v  ist  constant,  und  die  Kraft  variiert 
im  verkehrten  Verhältnisse  des  Krümmungshalbmessers. 

Ist  die  Kraft   immer  tangierend   der  Trajectorie,   so  ist  Pn  = 

v2 
=  —  =  0,    und  daher,   da  v  nicht  Null  ist  p  =  co,    das    heißt  die 

P 
Trajectorie  ist  geradlinig. 


Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche. 

§  555.  Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Fläche,  dann  tritt  zur 
Kraft  P  auch  die  normale  Reaction  N  hinzu,  die  wir  als  Ersatz  der 
Liaison  nehmen. 

Es  sei  nun  M  der  gegebene  Punkt,  der  sich  auf  der  Fläche 
bewegt,  MT  eine  diese  Fläche  berührende  Gerade.  AM  sei  Trajectorie. 

die  das  Mobile  auf  der  FläcLe 
^'^«'  ^^'  beschreibt.  M  C  =  R    sei   der 

Krümmungshalbmesser  des 
M  T  tangierenden  Normal- 
schnittes, welcher  bekanntb'ch 
in  die  Richtung  der  Normale  N 
an  diesem  Punkte  M  &lh. 
M  N'  sei  die  Hauptnormale  der 
Trajectorie,  und  p  =  M  C  der 
Krümmungshalbmesser  der 
Trajectorie,  welcher  in  die 
Normale  derselben  fiillt.  End- 
lich sei  X  der  Winkel  zwischen  R  und  p. 

Nach  einem  bekannten  Theoreme  von  Meusnier  hat  man 

p  =  R  cos  X. 

Projiciert  man  MC  auf  die  Tangentialebene  von  M,  so  wird 
r^olche  nach  MF  fallen. 
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§  556.  Die  Kraft  P  mit   der  Kraft  N  haben    eine  Resultante, 

welche,  wie  wir  gesehen,  in  zwei  Componenten  decomponiert  werden 

dv 
kann.  Die  eine  nach  M  T  ist  gleich  m  -3—,   die   andere   nach    M  C 

ist  gleich  m  — . 


Anderseits  können  wir  die  Componenten  dieser  Kräfte  nach 
M  T,  M  F,  M  C  nehmen. 

Nennen  wir  die  Componenten  von  P  nach  diesen  Geraden 
Pt,  Pf,  Pn,  so  werden  wir  haben 

d  V                m  v*^                           m  v^^ 
3.     m  .     =  Pt, sin  X  =  Pf.      cos  X  =  Pn  4-  N. 

dt  p  '         p  ' 

Diese  Gleichungen  kann  man  unter   anderer  Form  schreiben. 
Bezeichnet   man   nämlich    den   geodesischen  Krtlmmnngshalb- 

messer   -r— r-  mit  p»,   und  beachtet   die  Gleichunc:  -  -r  =  R,     so 

sm  A  •^*'  ®   cos  X  ' 

hat  man 

d  V  m  v^  m  v^ 

*•  -17  =  ^"  IT^"*"  ^  =  ^"  +  ^- 

§  557.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  wo  das  auf  die  Fläche 
lancierte  Mobile  von  keiner  Kraft  getrieben  wird.  Dann  gibt  die 
letzte  der  Gleichungen  4. 

R 

dv 
Da  ferner  m  3—  =  0  ist,  so  ist  v  constant 

dt 

Indem  endlich  die  Krümmungsebene  der  Trajectorie  die  einzig 

vorhandene  Kraft  N  enthalten  muss,  so  geht  diese  TrajeQtprie  durch 

den  Kormalschnitt  der  Fläche,  N  fällt  mit  N',   p  mit  R  zusammen, 

X  =  0,  p  =  R,  und  die  Trajectorie  des  Mobile  ist  eine  geodesische 

Linie,   die   Normale  N   steht   in   diesem   Falle   senkrecht   auf   der 

Trajectorie  und  auf  der  Fläche. 

m  v^  1 

Schließlich  ist  auch =  0,      —  =0,  und  dies  charakte- 

risiert  eben  die  geodesischen  Linien. 

m  v^ 
N  == variiert   wie  jede   normale   Kraft   im   verkehrten 

Verhältnisse  des  Krümmungshalbmessers  der  Trajectorie. 


Elliptisclie  Coordinaten  im  Ranme  nnd  in  der  Ebene. 

§  558.  Jacobi  und  Lam^  haben  in  die  Analysis  ein  nenes 
System  von  Coordinaten  eingeführt,  welches  in  der  Mechanik  und 
mathematischen  Physik  von  großem  Nutzen  ist.  In  diesem  Coordi- 
natensystem  wird  jeder  Punkt  im  Räume  und  in  der  Ebene  durch 
den  Durchschnitt  dreier  horaofocaler  Flächen  vom  zweiten  Grade 
bestimmt.  Homofocal  werden  die  Flächen  genannt,  deren  Haupt- 
schnitte  dieselben  Brennpunkte  haben.  Diese  Coordinaten  nennt  man 
die  elliptischen. 

Betrachten  wir  die  Gleichung 

1.   -i^  +  ,-ii.+  -^~-i=o. 

a  —  h    '     0  — K    '     C  —  K 

Sie  ist  die  Gleichung  einer  Fläche  vom  zweiten  Grade,  homo- 
focal zur  Fläche 

t;2        ,-2        72 
a    '    b    '    c  ' 

und  nehmen  wir  an,  a  >  b  >  c,  wird  diese  Gleichung,  für  den 
Fall,  wenn  X  kleiner  als  c  ist,  ein  reelles  Ellipsoid  vorstellen,  wenn 
b  >  X  >  c  ist,  ein  Hyperboloid  mit  einer  Höhlung,  und  wenn 
a  >  X  >  b  ist,  ein  Hyperboloid  mit  zwei  Hühlungen  sein. 

Diese  in  dieser  Weise  gebildeten  drei  Flachen  sind  in  erster 
Linie  Flächen,  welche  homofocal  sind,  deren  Hauptschnitte  die- 
selben Brennpunkte  haben,  da  die  DiSerenzen  der  Quadrate  der 
halben  Achsen  dieser  Flachen  ftlr  alle  drei  Flächen  dieselben  sind. 

Durch  jeden  Punkt  im  Eaume  gehen  drei  solche  Flächen 
durch,  und  deren  Durchschnitt  bestimmt  einen  Punkt  (x,  y,  z)  im 
Räume,  In  der  That,  betrachten  wir  x,  y,  z  als  gegeben,  so  hat  die 
Gleichung  1.  vom  dritten  Grade  in  X  drei  reelle  Wurzeln,  eine 
kleiner  als  c,  die  andere  zwischen  b  und  c,  die  dritte  zwischen  a 
und  b. 

§  559.  Von  der  Realität  dieser  Wurzeln  kann  man  sich  auch 
leicht  überzeugen,  indem  man  im  Gliede  linker  Hand  fur  X  nach- 
stehende \\'erte  setzt,  wobei  unter  6  eine  positive  sehr  kleine  Größe 

Veratanripn     ».-..J        n-nA     Aas    ant.„^fBn\,aT,Aa    V.ainVan     Ai^r    nio;»k..Tirr    I 


Werte  für 

—  CO,  c  —  s,  c  -|-  s?  b  —  s,  b  +  e. 

-4--  +  -  +  - 

X   darf  nicht   größer   als  a   sein,   i 
imaginär   wäre,  ebenso    muss    X    einen  "V 
und  wir  haben  demnach  richtig  drei  reel 
a  und  b,  die  andere   zwischen  b  und  c. 
c.  Diese  drei  Wurzeln,  nach  abnehmender 

wi»^  qi9  q^j  qa- 

§  560.  Diese   drei  Flächen    schneid» 
man  dieses  aus  Folgendem  sieht. 

Betrachten  wir  zwei  dieser  Flächen 

y^  _  I ^ 

b  —  qi      c  - 


f.  = 


x2 


a 


qi 


a  —  q.- 


u2 


b  —  q;  +  - 


z 
o  — 


Die  Bedingung   der  Orthogonalitftt  i 
Flächen   an   einem  Punkte  zwei  Normale 
der  Winkel    einer    jeden   Normale   mit  ( 
werden  darch 


Hl        8fi    1 
Sf,   1 


Sz 
8xA"      SyA*"      8z' 


8  y  A' 

8fo    1 


wenn 


A  = 


und 


K:iy+(ify 


gesetzt  wird, 

8f,     Sf,   1 


2. 


1     ,    8  f  ,  8  f,    1 


8x-8x  A'A'    '    8y  8y  A"A' 
oder,  nach  Weglassang  des  gemeinsamen  F 

8f,     Sfj    .    8f,     8f,     .    81 

—  — +  y: 


3. 


8x 


8x         8y     8y 
da   die  Quantität  2   den  Cosinus   des  Wink 
beiden  Normalen  miteinander  bilden. 


diese  Gleieliung  : 


i^-4-^o. 


'ii  —  q? 

Die  Orthogonalität  ist  also  erwiesen. 

Die  drei  Quantitäten  q,,  q,,  q^  sind  die  elliptischen  Coordi- 
naten  eines  Punktes,    dessen    cartesische  Coordinaten    x,  y,  z   sind. 

§  561.  Es  handelt  sich  nnn,  die  Coordinaten  x,  y,  z  in  Function 
von  q,,  qj,  q,  auszudrucken,  und  zu  diesem  Ende  erwägen  wir 
Folgendes. 

Die  Gleichung  1.  wird  in  nachstehender  Form  geordnet. 

x'  (b  —  X)  (c  —  X)  +  y-^  (a  —  X)  (c  —  X)  +  za(a-X)b  — X)  _ 
(a  —  X)  (b  —  X)  c  -  X) 
_  (a  -  Xi  (b  -  X)  (e  —  X)  ^ 
(a  —  X)  (b  —  X)  (e  —  X) 

Da  nun  diese  Gleichung  drei  Wurzeln  qi,  q^,  q^i  hat,  mitbin 
der  Zähler  dieses  Bruches  für  jede  dieser  drei  Wurzeln  Null  wird, 
und  in  diesem  Zähler  der  Coefticient  der  hüchsten  Potenz  X^  gleich 
der  Einheit  ist,  so  hat  man,  wie  man  ans  der  Theorie  der  Glei- 
chungen weiß,  identisch, 

x^  fb  —  XUc  —  X)  +  y^  (a  —  X)  (c  —  X)  +  z^  (a  -  X)  (b  -  X)  _ 

"(a  -  X)"(b  —  X)  (c  —  X) 

_  (a  -  X)  (b  —  X)  (c  -  X)  _  (X-q,)  (X  -  q,)  (X  -  q,) 

(a  —  X}  (b  —  X)  (c  —  X)  (a  — X)  (b  —  X)  (c  —  X) 

oder,    wenn    wir   statt   des  Gliedes   linker  Hand   die  arsprttngliche 

Gleichung  1.  einsetzen, 

R     _3'     _L_y"      4._^1  ,_(X-q,)(X-q,)(X-q3^^^^ 

a  — X"'"b— X'T-c— X  (a_X)(b  — X)(e  — X) 

Multipliciert  man  beide  Glieder  dieser  Gleichung  das  einemal 
mit  (a  —  X),  so  dass  x'  von  seinem  Factor  frei  wird  und  dieser 
Factor  ans  dem  Gliede  rechter  Hand  herausftlllt,  und  setzt  dann 
X  =  a,  ferner  in  eben  dieser  Weise  das  zweitemal  mit  dem  Factor 
(b  —  X)  and  setzt  dann  X  ^  b,  und  das  drittemal  mit  dem  Factor 
(c  —  Xj  und  setzt  dann  X  =  c,  so  hat  man 
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_(a  —  qi)  (a  —  qj)  (a^— q») 


6.        y2  = 


z2 


(b  —  a)  (c  —  a) 

(b- 

q,)  (b       q,)  (b       q^) 
(c  —  b)  (a  —  b) 

(c- 

qi)(c       qa)  (c       q:,) 

(a  —  c)  (b  —  c) 


§  562.    Jetzt   wollen   wir  d  s^  =  d  x^  -|"  ^  y^  4~  ^  ^^  ^^  diesen 
neuen  Coordinaten  berechnen. 

Nehmen  wir  die  logarithmischen  Derivierten  der  Gleichungen  6. 
so  hat  man 

dx  _     d  q^    I       d  q.2       ,       d  q^ 


7.     ^2^  = 

y      qi 


X          q^  _  a    ■    q.^  — 
dy  _  _d q, ,       dqo 


-  +  -- 

a       q3  —  a 

^     dq3 


2^  = 

z  qi  —  c    •    q2 


b    '    qo  —  b    '    q3  —  b' 

+ 


d  z  ^      d  q,       ^       d  q2      ^       d  q^^ 


c      qs 


Daraus  hat  man 


8.     4  (dx2  -I-  dy2  -(-  d  z2)  =  Mi  dq^^  -\-  M^  dq.,^  -f  M,,  d  q32. 

Bezüglich  dieser  Gleichung  erwähnen  wir  Folgendes. 

Producte  von  d  q,  d  q^  . . .  können  in  dieser  Gleichung  nicht 
vorkommen,  da  sich  die  Flächen  und  auch  die  Deplacements  ortho- 
gonal schneiden,   was  auch  aus  3.   zu  ersehen,    da  man  daraus  hat 


x^ _  j _y^ I z^ 

(a  —  qi)  (a  —  q.)       (b  —  q,)  (b  —  q^^)  "^  (c  —  q^)  (c  —  q^) 


0, 


mithin  der  Coefficient  von  dqi  dq^  gleich  Null  ist. 

Belangend  die  Werte  von  M,,  Mo.  Mj,  so  hat  man 


x'^ 

(qi  —  a)- 


+  ;- 


+ 


(q.  -  b)2    '    (qi  -  c)2- 

Differenziert  man  aber  die  Gleichung  5.  nach  X  und  setzt 
nachher  X  =  q,,  so  wird  das  Glied  linker  Hand  denselben  Aus- 
druck haben,  wie  das  Glied  rechter  Hand  in  9.  Im  Gliede  rechter 
Hand  in  6.  aber  werden  alle  Glieder,  mit  einziger  Ausnahme  des 
Gliedes,  in  welchem  der  Factor  X  —  q^  nicht  enthalten  ist,  ver- 
schwitiden  und  man  hat  demnach  für  M,  und  in  analoger  Weise 
für  M2  und  M3  die  Werte 

Weiatteln,  BAlionelle  Mechanik.   II.  7 


10. 


JL 


(qi  — qaXqa  — qi) 


(a  —  q.j)  (b  —  qi)  (c  —  qj)' 

I  M  =  - -^^~50,  (qs -:i_qi)  _ 
I     '      («■  —  qs)  (b  —  q:i)  (c — qi) 

§  563.  In  dieser  Weise  gelangen  wir  znr  Kenntnis  von  ds'  = 
=  d  x'  -|-  d  y^  -|-  d  z*   und  anch  zur  Kenntnis  Q, ,  Q.,.  Q„   die  wir 
bei   den  Gleichungen   von  Lagrange 
^'e-  1^-  hatten. 

v/  Betrachtet    man    nämlicli    den 

„      Bogen  der  Curve  c,  als  den  Dureb- 

■*      schnitt    zweier  Flächen   q^  :=  eonsl 

und    q,  =  const,   so   wird   man  da:* 

Differential    dieses    Bogens    ds,    er- 

_      hahen,  indem  man 

d  qj  =  d  qj  =  0 
setzt  und  daraus 


In  dieser  Weise  wird  man  haben,  wenn  mit  ds^,  dsj  die 
Differentiale  der  Bogen  der  Curven  Cj  und  c^  bezeichnet  werden. 
nach  welchen  sich  die  Flächen  q,  ^  const,  q:,  =  const  und  qi  = 
=  const,  q.j  =  const  schneiden, 

Betrachtet  man  d  s  als  Diagonale  des  rechtwinkligen  Parallel- 
epipedcs.  dessen  Seiten  ds,,  ds^,  dsj  sind,  so  hat  die  Quantität  T 
den  Ausdruck 


_         m  ds-  m  ,  , 


-  M^  q'j2  4-  Ms  q',' 


und    daraus    kann    man    die    Gleichungen   von    Lagrange    nehmen. 
respective  diesen  Wert  von  T  daselbst  setzen. 

g  664.  Die  Größen  vonQ,,  Q,,  Q,  haben  folgende  Bedeutung. 

Decomponieren  wir  die  Kraft  P  in  drei  Coraponenten  P,.  P;- 

'*,  nach  den  drei  Tangenten  der  drei  Curven  c,,  c^,  e,,  indem  die-^e 

(-^omponenten  als  positiv  gezahlt  werden  in  dem  Sinne,  in  welchem 


Dieser  eiiipiiscnen  uoorainaien  zuDeam 
anderen  constant  bleiben.  ErtheÜen 
virtuelles  Deplacement  S  s,  bei  welchem 
qi  um  die  Größe  Sq,  zunimmt,  wird 
eineräeita  Q,  5  q,  sein.  Anderseits  wii 
da  hiebei  die  Arbeiten  von  Pj  und  Pg 


p 

|B"i  = 

P, 
2 

IM, 

Man  hat  demnach 

Q,  = 

P, 

2     ■ 

Ebenso  wird  man 

haben 

Q,= 

P,r5T, 
2 

', 

Q,= 

Elliptische   Coordinaleii  in 

§  565.  Aus  dem  Früheren  kann  m 
naten  in  der  Ebene  ableiten.  Wir  nehmei 
einen  Punkt  der  Ebene  x  y  za  erhalten, 
zu  setzen.  Dieser  Punkt  wird  dann  durc 
naten  bestimmt,    Wurzeln   der  Gleichung 

a  -  X  ^  b  — ). 

Diese  Gleichung  stellt  dann  homofocal 
jeden  Punkt  M  der  Ebene  geben  dann 
durcli,  eine  Hyperbel,  welche  dem  Werte 
entspricht,  und  eine  Ellipse,  entsprechend 

Die  Identität  ö.  wird  bei  diesem  Fa 

a  —  A       b  — X  I 

Daraus  hat  man 


_  (a  —  q,)  la 


13. 


«nd  für  das  Quadrat  eines  Elementes  des  1 


'qi  —  a)  (q,  —  h'f 
1 


N,  =  , ■11^H._ 


(q. 

lö.     T=^m(N,  q','+N,qV). 


qi_^  q-i 
«)  (q= 


Decomponiert  man  die  Kraft  P,  welche  auf  den  Punkt  M  in  der 
Ebene  wirkt,  in  P,  und  P..,  welche  beide  den  Punkt  M  passieren 
und  tangierend  sind  an  Ifyperbel  und   EHipse.  so  hat  man 

"2      '     ^i-    -2      ■ 


Q,^ 


Fig.  I 


Z^.v<^nzigstf's  Capitel. 

Bewegung  eines  Punktes,    der  von  zwei  fixen  Centren,   Im  nmge- 
kehrten  Verbältnisse   des  Quadrates  der  Distanz,  angezogen  wird. 

g  566.  Das  Problem,  welches  mr  hier  auflöaen  wollen,  hat 
eine  große  Celebritnt  in  den  Annalen  der  Wissenschaft.  Das  Bf- 
atreben  der  Wissensebaft.  die  Gleichungen  der  Bewegung  der  liiratn- 
lischen  Körper  in  ihrer  Allgemeinheit  za  integrieren,  hat  sich 
schließlich  redueiert  anf  die  Bewe- 
gung eines  freien  Punktes,  der  von 
zwei  fixen  Punkten  soUicitiert  wird. 
Mit  diesem  Problem  haben  sieh  die 
grüßten  Geister,  Euler,  Lagrange. 
Jacob i  und  andere  befaast. 

Wir   nehmen    als  Achse  der  s 
die   Gerade,   welche  beide  Attraeiiv- 
mittelpunkte   0,    und   0->    verbindet, 
deren    Mitte    O     zum     Coordinat«n- 
»/  Ursprünge,  Die  Distanz  beider  Ccnlia 

sei  =  2  c.  Auf  der  Ox   errichten  wir 
aine    Verticale   als    Achse    der  Oz,    und   eine  Senkrecht«   auf  der 

Rhonf    -^n,        a1„      A,.;...^    A^,.    A,.        u^    Anot.    wir    Bin     r»r>>>f wmVIiop.s 


al^el   8.   den  die  Ebene  Oj  M  O^    mit 
"Winkel  ist  derselbe,    den  die  Tra 
Ebene  z,  0  Vj    mit   der  Achse  O 
31  so    ist  die  Ebene  xOy  definiert. 

TJ^Tn   nun   die  Lage  des  Mobile  in  di 
^ximen,  fällen  wir  von  M  auf  Ox  und  0 
^    clie    cartesischen  Coordinaten    von  M  i 
£j^    3X  P,  0  P,  die  wir  mit  y  und  x  bözeicl 
Boziehen    wir   diese  Coordinaten    auf  i 
^  ^     O  Z|,    und   nennen   wir  die  Coordinaten 
&&e    u^chsen  X,  y,,  z,,  indem  x  ungeändert  l 

3t  =  X,    yi  =  y  cos  e,    z,  =  y 

§  Ö68.  In  der  Ebene  x  0  y  bestimmen  wir 
nxi^tG&  M,  wie  im  §  565,  durch  elliptische  Coc 
f^j^  X>urchschnitt  zweier  homofocaler  Kegclsc 
nd.    einer  Hyperbel,  welche  O2,  0^  zu  gemein 

laben- 

Älan  wird    dann  für  das  Element  des  B 

haben ^    , 

1.         ds2  =  dx2  4-dyi2-f-dZi2  =  dx2 

Isimmt  man  ferner,  um  die  Lage  des  P 
lEbene  x  O  y  festzusetzen,  daselbst  die  ellip 
q.,,  Wurzeln  der  Gleichung 

2 


a  —  A       b 


V- 


X 


—  1 


wobei  man  hat 

(a  —  X)  —  (b  -  X)  =  (a  - 

so  bat  man  nach  §  565 

_  (a  —  q,)  (a - 
b  -  a 


x2 


3. 


^.^         (b-q,)(b 
^  a  — b 

'  (<li  —  a.'fq,  ■ 

'  'Ml  —  a)  ((|., 


§  569.  Vermöge  dieser  Ausdrücke  hat  man 

4.     ds»  =  -^  (X,  dq,^+  K,dq,S)  +  y^de^ 
Daher  die  halbe  lebendige  Kraft 

H  und  ö'  spielen  hier  die  Rolle  von  q,,  q%. 

Erinnern  wir  uds  der  bei  den  canonischen  GleichtiDgen  und 
bei  der  Gleichung  von  Jacobi  vorkommenden  Größen,  so  hat  man 
weiter 

j  ~  =  Pi  =  s-   =  -r  N|  q', 

&q-,  8q,  4      '^' 

ST  3  8  1  ,,     , 

s— ,  ^  Pi  =  E —  =  -r  NiQ  2- 
0  q'j        '  ^        5  q„         4      ^^^ 

^T  Ss'  ,., 

5q'.^P^=Sq,=    ^^ 

Tragt   man   diese    Ausdrucke   von   q',.    q'^    und  9'    in  T,  eo 

wird  diese 

N,     ^    Nj    "^  ;iy2' 
Nennt  man  ferner  die  beiden  Leitstrahlen  MO,,  MO,,  r,.  r..  w 
haben  die  Centralkräfte  der  Punkte  Oi,  0^  zu  Ausdrücken  —  ^. 

"i-,    und    die    Summe    ihrer    elementaren    Arbeiten ' '.-  5  r„ 

—  ;  5  r«  ist  das  totale  exacte  Differential  einer  Function  der  Krfifte 

r,  r^ 

Xun  das  Quadrat  der  halben  großen  Achse  der  Ellipse,  welche 
durch  den  Punkt  M  passiert  ist  gleich  a  —  X,  also  gleich  a  —  q,, 
und  daher 

8.     r,  -|-  r.j  =  2  l-T— q^ 
Ebenso  ist   das  Quadrat  der  halben  Querachse,   welche  durch 
M  passiert  ^  a  —  q.^,  und  daher 

9.     r,  —  n  =  2  y'a  ^~^, 


11.       U: 


.  1*1      I      i^i    - 


wenn  man  nämlich  die  Brüche  auf  gle 

—  (i*i  +  (Vi)  Kä— q7  =  U„    (t^, 

setzt,   so  daas  Ui  bloß    von  q,,  nnd  U5 
wie  wir  weiter  sehen  werden,  wichtig  i 
§  570.  Da  wir   nun  T   und  U  ke 
die  Function  H,  indem 

12.     H  =  T-U  =  ?!'-  + 2  P^ 

Setzt  man  darin  die  Werte  von  '. 

von  q,   und  q^,  und  erwägt,  dass  der  \ 

1^  a  —  b  a  — 

ji  -"        (b  —  (j,)  (b—  q.>)  ~  q..  —  ' 
so  bat  man 

+      2      Vb-q,         b-qj 

Wie   wir   im  §  524   geseben,   ist   1 
gebildet  von  der  Function  H  mit  dem  L 

Gleichung  die  Größen  p  durch  -^  erset 
dieser  Gleichung 

/  ds       ds       d 

und  dabei  ist  der  Wert  von  s 

3|  ='!'(qi;  q-  q:i-  a,, 

wo  a,.  aj,  b  willkürliche  Constanten    sind 
einfache  Addition  eingeführt  wurden. 

Man  kann  demnach,  unter  Beachtnn 
Gleichung  von  Jacobi  sofort  schreiben-  ^i 


104 

+*i-HJ,:-,-i,.)(|;)-^->+^,]--o. 

und  erinnert  man  sich,  dass  q..  =  0  ist. 

§  571.  Die  Function  Sj  für  diese  Gleiahung  wird,  wie  man 
sieht;  von  der  Form  sein 

Sj  =  a|  0  -|-  R|  -|-  R.2. 

wo  Ri  eine  Function   nur  von  q,   und  R2    eine  Function  nur  tod 
q^  ist. 

In  der  That  setzt  man  diesen  Wert  von  s^  in  14.  ein,  multi- 
pliciert  —  h  mit  (q^  —  qj )  und  lässt  dann  diesen  Nenner  weg.  s- 
erhält  man 

10.      hq,+2?(q,)(-iqj    +  "^^b --qJ  +  "'  = 
=  h  q,  +  2  <p  (q,)  (-^  ^  J    +  J-^^—^  +  U,. 

In    dieser  Gleichung   hängt   das    erste  Glied    nur  von  q^.  i'i> 

zweite    nur   von  qj    ab.    Da   nun  qj  und  q,    in  der  Gleichung  mi' 

partiellen  Derivierten  von  einander  ganz  unabhängig  sind,  so  kann 

die  Gleichung    15.,    ohne  dass  eine  Dependenz  zwischen  q,  und  • . 

eingeführt    wurde,    nur    dann   bestehen,    wenn  beide  Glieder  gleict 

einer  und  derselben  Constante,  die  wir  mit  2  a2  bezeichnen,  gemaek 

werden,   und  wir    bekommen    in    dieser  Weise    zwei    Gleichunge:. 

welche   uns   gestatten,  Rj    und    R2    zu   bestimmen,    und  diese  sine 

indem  wir 

o  1,  (a  — b)a,2 

=  2  a>  —  h  q,  —  -  -  v ^^. ^i  =  s  i, 

^'  2  (b  —  qi)  *  " 

^  ,  (a  —  bla.*^        TT 

2  a,  —  h  q,  —  •_  ^,   -  -  -  '.-  —  Uo  =  ß", 
1-         2(b  — q2J  -  * 


setzen, 


16. 


dR,  =K,/':    ,   dq, 

1'       s" 
dR,  =    '  /    ,   dq., 


Diese  Gleichungen  bestimmen  Rj   und  R^  durch  Quadraturen 


integral  lur  s. 


16: 


"■=-''+P'2;L^-+S''2;;,,-^-.^ 


1,)  "'"  '  J'  äfiq:)" 

mit  drei  Constanten  a,.  aj.  h.  von  denen  keine  einfach  zugegeben  ist. 
Die  Gleichungen    der  Trajectorie  sind  dann  vermöge   13.  des 
«  525 

daj  '■     da^        ''""     dii  " 

nnd  für  die  Grüßen  p  hat  man  vermöge  14.  daaelbst 
ds,  ■     ds,  ds 


dq, 


dii,  " 


d%  ■ 


=  P>' 


Mithin  die  Gleichung  der  Trajectorie 

dq, 


(T)  17. 


-(a 


-  b)a. 


-\> 


}U(b-q,)is',  2  ?(.!,) 

C         — '  *'- 

d  q,  _     ,    r         d  q^      _  _ 

_ii_^ii  _  _  1 qi^i!_   _ 

Die  zweite  Gleichung;,  welche  eine  Relation  zwischen  q,  und 
(j.;  herstellt,  ist  die  Gleichung  der  Trajectorie  relativ  in  der  Ebene 
xOy,  die  erate  bestimmt  den  Winkel  der  Rotation  der  Ebene.  Die 
dritte  Gleichung  bestimmt  die  Zeit.  Das  Problem  ist  also  gelüst. 
und  können  die  Integrale  leicht  effectuiert  werden. 

Auch  die  Größen  p  hat  man  nach  obigen  Ausdrücken,  indem 
man  die  partiellen  Derivierten  von  s,  in  Bezug  auf  q,.  q-j.  q^  nimmt 


18.    p.  =1 


2'f(q,.> 


2^tq,l 


Einaiid>:\vani^ifrsti  t-  <_'ax»it'  1. 

Dynamik  eines  soliden  Körpers. 

Bewegung  um  eine  Achse. 

§  573.   Wir  betrachten  einen  soliden  Körper,  bei  welchem  also 

die  Distanzen  der  Systempnnkte  von  einander  unverftnäetUcli  smä, 
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und  der  in  invariabler  Weise  mit  einer  fixen  Achse  verbunden  ist. 
um  welche  er  sich  frei  drehen  kann.  Die  Punkte  dieses  Körpers 
sind  von  Kräften  P,,  P2  •  •  •  getrieben,  deren  Projeetionen  auf  die 
rechtwinkligen  Achsen  wir  mit  X|,  Yi,  Z^  X«  .  .  .  bezeichnen. 

Wir  können  voraussetzen,  dass  die  Kräfte,  von  welchen  die 
Punkte  soUicitiert  sind,  in  Ebenen  liegen,  die  zur  Achse  normal 
stehen.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kann  jede  der  Kräfte  in  zwei 
andere  Kräfte  decomponiert  werden,  von  welchen  die  eine  parallel 
der  Achse  ist,  und  durch  deren  Widerstand  aufgehoben  wird,  mit- 
hin auf  die  Bewegung  von  keinem  Einflüsse  ist,  die  andere  auf  der 
ersten  Kraft  senkrecht  steht  mithin  in  einer  auf  der  Achse  normal 
stehenden  Ebene  liegt. 

§  574.  Dieser  solide,  um  die  Achse  bewegliche  Körper  bildet 
ein  System  mit  completen  Liaisons,  denn  seine  Lage  hängt  nur  von 
einem  Parameter  ab.  nämlich  vom  Winkel,  den  der  Körper  bei 
der  Drehung  in  einem  bestimmten  Zeittheile,  von  einer  gewissen 
Lage  gerechnet,  gemacht.  Jeder  Punkt  des  Körpers  beschreibt  bei 
dieser  Drehung  um  die  Achse  einen  Kreis,  dessen  Ebene  senkrecht 
steht  auf  der  Achse,  und  dessen  Centrum  auf  der  Achse  liegt  Es 
gentigt  daher  zur  Auflösung  eine  einzige  Gleichung,  in  welcher 
bloß  gegebene  Kräfte  eintreten.  Denn  die  elementaren  Arbeiten 
der  Liaisonskräfte,  deren  Gleichungen  die  Zeit  explicite  nicht  ent- 
halten, sind  Null.  Die  elementaren  Arbeiten  der  inneren  Kräfte  sind, 
wie  wir  gesehen,  bei  einem  soliden  Körper,  infolge  des  Princi]>es 
der  Gleichheit  der  Action  und  Reaction,  und  weil  5r  in  diesem 
Falle  gleich  Null  ist,  immer  Null.  Aber  auch  die  elementann 
Arbeiten  der  Reaction  der  Achse  bezüglich  der  Rotierungsachse 
sind  Null,  weil  der  auf  der  Achse  befindliche  Applicationspunkt  sich 
in  dieser  Bewegung  gar  nicht  deplaciert,  und  vielmehr  constant  in 
Ruhe  verbleibt. 

Die  gesuchte  Gleichung  erhalten  wir,  indem  man,  nach  dem 
Principe  von  d'Alembert,  die  Trägheitskräfte  zu  den  gegebenen 
Kräften  hinzufügt,  Gleichgewicht  herbeiführt  und  die  Summe  der 
virtuellen  Arbeiten  gleich  Null  setzt,  oder  auch  im  Wege  der 
Theoreme  der  Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung  oder  der 
lebendigen  Kräfte.  Wir  schlagen  beide  letzten  Wege  ein. 

§  Ö75.  Nehmen  wir  die  Rotier ungsachse  zur  Achse  der  z. 
und  zwei  recht winklie:e  Achsen  in  einer  auf  der  z- Achse  senkrechten 


Ebene,  und  gehen   zuerst   von  den  M( 
Bewegung  aus. 

Nehmen   wir   also   die  Summe    d 
der  Bewegung  in  Bezug  auf  die  z-Ach 

d 


1. 


dt 


S  m 


V    dt 


dx 


)  = 


in  welcher,   wie  wir  wissen,   die  Momei 
Null  sind,  und  nur  gegebene  Kräfte  em 

Setzen  wir 

X  =  r  cos  6,     y  = 

Diflferenziert  man   nun  diese  Gleic 
bei  der  Drehung  bloß  6,   nicht  aber  r 

de 

man    -r—  =  a>  setzt, 
dt  ^ 

d  X  =  —  r  sin  0  d  9  =  — 

2.     I  d  y  =       r  cos  9  d  9  = 

dz  =0       • 

Substituiert  man  diese  Werte  in  di 


3.     ,--  S  ^ 

dt 


/    dv 
V     dt 


dx 
dt 


)= 


dt 


do) 


dt  ^ 


*■  ^■»(-df-yaf)  =  ^ 


m 


Wir  haben  nämlich  in  diesen  Gh 
moment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die 
=  M  k^  gesetzt. 

§  576.   Zu   diesen   Resultaten   gelan 
Theoreme    der    lebendigen    Kräfte,     wob« 
Rotierungsachse  zur  z- Achse  nehmen  und 
keit  zur  Zeit  t  nennen. 

Vermöge  dieses  Theoremes  hat  man. 
5.     v^  =  r^  <o^,     £  m  v^  =  S  m  r^  co^  = 


ist, 


m  v^ 


.2  ,.^2 


6.    d2^;-  =  dS™-^-"    = 

=  i:(Xdx+Ydy-r 


srgibt  sieh  die  Gleichnng  3..  das  ist 


je 

"  äf 


,  M  k'  « 


dt  ' 


«dt!:(sY-yX), 
.Y~yX). 


Aus  Gleichang  5.  ersieht  man  auch,  dasa  die  lebendige  Kraft 
des  Körpers  gleich  iat  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit 
multipliciert  mit  dem  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Rotations- 
achse. 

Reaction  der  Achse, 

§  577.  Im  Zwecke  der  Berechnung  der  Reaction  der  Achse 
fixieren  wir  auf  derselben  zwei  Punkte,  nämlich  den  Ursprung  0 
und  einen  zweiten  Punkt  0'  in  der  Höhe  h  vom  Ursprünge,  bringfen 
an  diese  Punkte  zwei  Reaction skrftfle  R'  und  R"  als  Ersatz  für 
die  Fixität  der  Achse,  und  deren  Projeetionen  auf  die  Achflen 
nennen  wir  X',  Y',  Z',  X",  Y",  Z",  so  dass  der  Körper  nonmebr 
als  freier  betrachtet  wird. 

Man  wird  dann,  im  Grunde  des  Satzes  der  projicierten  Quanti- 
täten der  Bewegung,  folgende  drei  Gleichungen  haben,  wobei  wir 
unter  i^  X,  S  Y,  -  Z  die  Summen  der  Projeetionen  der  gegebenen 
Kräfte  auf  die  Achsen  verstehen. 


d^x 


dt'! 

d^y 

n  -,-^ 

dt- 

d^z 


r  =  i:x- 


=  SY  +  Y' 


=  i:z- 


Vermöge  des  Theoremes  der  Momente  der  Quantitäten  der 
Bewegung  haben  wir  ferner  bezüglich  der  x-Achse  und  der  y-Achse. 
indem  wir  das  z  des  Punktes  O'  mit  h  bezeichnen. 


hY" 


Ans  8.    werden  X" 
cliungen    7.    ffeben   dann 


und  Y"  bestimmt,   die    ersten  zwei  Glei- 
X'    und    Y'.    und   die   dritte  von   7.   den 


Wert  der  Summe  von  Z'  -f"  Z'',   einen 
besprochen. 

§  578.  Setzen  wir  hier  die  Werte 


dx 

-T—        —  y  CD, 

dt              ^     ' 

dy                   d 
dt              '     d 

.>           dcD 
(ö^x -7-  y, 

dt  •^' 

dt 

so  werden  obige  Gleichungen  7.  und  8. 


9. 


—  fD^  2mx  — 


d(D 

dt 

dco 


£m  V  =  £5 


<d2  £  m  y  -1 — -. —  £  m  X  =  S  ^ 

•^    '     dt 

0  =  12 

du)  ^  , 

— : —  Imxz  =  . 
dt 

d<D  , 


(0 


(0 


22 


21 


mz  V 


mxz 


Diese  Ausdrücke  werden  einfacher, 
die  Hauptachse  der  Trägheit  in  Bezug  ; 
Denn  dann  hat  man 

Smx  =  0,     £my  =  0,     Smxz  = 
Die  Gleichungen  werden  dann 

SX  +  X'  +  X''  =  0,     £Y  +  ^ 

SZ  +  Z'  +  Z"=0,    £(yZ  — 

£(zX  — xZ)  +  hX" 

§  579.  Kehren  wir  zum  allgemeinen 
zurück,  und  setzen  wir  voraus,  dass  sämm 
Resultante  haben,  welche  durch  den  Punk 

Alsdann  hat  man 

S  (y Z  —  z  Y)  =  0,     S  (zX  —  xZ)  =  0, 

und  die  Gleichungen  9.  werden,  da,  wie  a 

.    ,        dcD       ^  . 
stant  ist,  mdem    ,--  =  0  ist, 

dt 

—  co25:mx  =  2X  +  X'- 

—  a)2Smy  =  SX4-X'- 

0  =  S  Z  +  Z'  M 
cö2  2myz  =  —  hY" 
—  (D2Emxz  =  h  X''. 


A'  ^  U,        1      —  U,       Z.     =  U 

und  daher 

Smyz  =  0,     Smxz  =  0. 

Das   ist,   die   Rotationsachse   muss   Hauptachse    der   Trägheit 
bezüglich  des  Punktes  0  sein,  und  in  diesem  Falle  wird  der  Ponkt 

0'    k-^in»    intinr,    atif  Aan    Klipnni-   ansflKpn     Tier    TCl\n^cr   kann    in    O' 

fr 


dreht.  Wir  nehmen  die  Rotationsachse 
senkrechte  Gerade   als  Achse   der   y, 
unten   im    Sinne    der   Schwere   gerich 
Ebene    enthält    den    durch    den 
Schwerpunkt    des     Körpers    G 
beschriebenen  Kreis. 

Die  Bewegungsgleichung 
ist.  wie  wir  im  vorigen  Capitel 
gesehen. 


0^ 
6 


D 


1.  Mk2 


dt 


wo  Mk^   das   Trägheitsmoment 
des  Körpers  bedeutet. 

Dabei   ist   die  bewegende  Kraft   < 
ponenten  dieser  Kraft  nach  den  Achsen 
Körpers    mit  m    und  die   ganze  Masse 
wurde,  für  einen  Punkt  m,  dessen  Coo] 

X  =  m  g,     Y  =  0, 

de      d(ö  _ 
^dt'      dt  ~ 


(1) 


Unter  9  versteht  man  den  Wink 
mit  der  Verticalen  O  x  macht,  die  Läi 
fällt  man  von  G  eine  Senkrechte  auf  0 
G  D  =  y  =  1  sin  e. 

§  581.  Vermöge  dieser  Werte  w 
Gleichung  1.  die  Summe  der  Momente  c 
die  Achse  O  z,  das  Moment  —  51  g  1  sin 
wird  daher 


Mk2 


dt  d  t- 

d2e  _       glsi 


2.     - 


df^ 


k 


Wollen  wir  noch  die  Größe  k^  ben 
das3  man  beim  Trägheitsmoment  die  G 
Gyration  des  Systems    in  Bezug  auf  eine 

Sei  M  p2  das  Trägheitsmoment  des  E 
durch    den   Schwerpunkt   parallel    zur   0 


3.     M  k^  =  M  p2  +  M  P. 
Die  Gleichung  2.  wird  demnach 

d^  H  _  _  g  l^n  e 
"dt^  ~        p'^+'l^' 
Diese  GleichuDg   bestimmt  ö   oder   die  Winkelbewegnog   des 
SehwerpuDktes  als  Function  der  Zeit. 

Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  2dö  und  integriert,  so 
hat  man 

Vdt/       r--'  +  l^  P-  +  1''  '^ 

wo  a  den  Wert  von  9  in  der  Anfangslage  und  D  die  anföngliche 
Winkelgeschwindigkeit  bedeutet. 

Zurückfuhrung  des  zusammengesetzten  Pendels  auf  ein  einfaches  PenM. 

%  582.  Statt  der  Integrierung  ist  es  ersprießlicher,  das  zu- 
sammengesetzte Pendel  auf  ein  einfaches  Pendel  rlickzuführen. 

Vergleichen  wir  die  Gleichung  4.  mit  der  eines  einfachen 
Pendels  von  der  Länge  1'.  welche  ist 

j   ..  =  —  -^  Bin  6, 

dt^         r        ' 

so  sieht  man,  dass  beide  Gleichungen  zusammenfallen,  wenn  man 
in  4. 

1  '  ^   1 

setzt.  Mit  anderen  Worten,  die  Bewegung  des  zusammengesetzten 
Pendels  ist  dieselbe  wie  die  eines  einfachen  Pendels,  dessen  Lsn^ 
sein  wird 

Verlängert  man  also  0  G  ;=  1  um  die  Länge  G  0'  ^  -, .  so 
wird 

OG.O  G  =  ti» 
sein,  ^as  p  ^^aet  beider  Distanzen  des  Schwerptmktes  G  von  0  und 
^y   ,  2^    der  Massepunkt   des   einfachen  Pendels  m   wird 

*^§'ftj        ^i**   gß'äacht.   Dieses   einfache  Pendel   wird  das  mit 


dem    zusammengesetzten    Pe: 
genannt.     Die  Lunge  dieses  einfac 

nämlich  um  die  Größe   ~. 

§  583.  Das  zusammengesetzte 

das  einfache  Pendel   werden    dem 

bewegung  haben,   unter  der  Voraus 

d9 
von  0  und   -r  -  bei  beiden  dieselben 

dt 

Körper  um  eine  fixe  Horizontale,  k 

einfachen  Pendels   finden,   dessen   1 

des  Körpers,  wie  auch  die  Amplitu« 

sie  sehr   klein,   wird    die    Dauer   e 

durch  die  Formel 

/ 


T  =  t:] 


and  kann  man  mit  Hilfe  des  zusammei 
man  nur  die  Distanz  OG  kennt,  g 

Schwingungs 

§  584.  Führt   man    durch  0',   « 

Suspensionsachse  Oz   liegt,    eine   der 

wird  jeder  Punkt   dieser  Geraden   si 

nicht   ein  Theil    des  Körpers,   und    a 

pensionsachse  O  z  durch  eine  feste  G( 

Eigenschaft  erhellt  unmittelbar  aus  de 

zusammengesetzten  Pendels  mit  der  d 

Länge  r.    Nicht   so   verhält    es  sich  i 

Körpers,   welche   näher  oder   entfernt 

sind,    die   letzteren   oscillieren  schnelle 

sie  oscilliert  hätten,   wenn  sie  nicht   n 

Körpers    verbunden   wären.     Die    Gei 

Saspensionsachse    correspondier 

und    der  Punkt  0',    welcher   den  Dur 

und  JO'J'  bildet,  heißt  der  Schwing 

in  der  Verlängerung  von  OG   und   ist 

Weissteln,  Rationelle  Mechanik.  II. 


also  gleich  der  Lange  des  synchromaohen 

§  587.  Es  gibt  unendlich  viele  Achsei 

gongen  von  derselben  Dauer  sind;  vor  allem 

die  Dauer  der  Schwingungen  dieselben  ftl 

welche  parallel  unter    sich  und  gleich  weit 

stehen,  indem  1  und  p  für  alle  diese  Achsi 

Beziehen   wir   jetzt   den  Körper  auf 

ellipaoidea  der  Trägheit,  also  bezüglich  des 

ferner  die  drei  Hauptmomente    bezüglich   d 

B.  C,  und  seien  a,  ß,  -j  die  Winkel,  welche 

acbse  mit  den  Hauptachsen  von  G  macht,  a 

der  Trägheit  des  Körpers  bezägtich  einer  Ac 

zo  der  Suspensionsachse    durch    den    Schw^ 

mit  Mp-  bezeichnen. 

Mp*  =^  A  cos^  a  -i-  B  cos^  ß  -|- 

nnd  daher 

., .        A  co3^  a  -|-  B  cos^  ß  + 

„i_j  — .^..^^^ 

Man  kann  nun  L  a,  ß.  y  variieren  las 
constant  bleibt,  also  gibt  es  unzählige  Achsen 
der  Schwingungen  dieselbe  bleibt. 

§  588.  Man  kann    nun    die  Achse  aufs 

Dauer   einer  Osciltation   die  kürzeste,    oder 

von  1',  in  Bezug  auf  1,  et,  ß.  7,  ein  Minimum 

Nehmen  wir  an  A  <  B  <;  C,  alsdann  \ 

A  cos^  a  +  B  cos-  ß  +  C  c< 

ein  Minimum  sein,  wenn 

a  =  0,     ß  =  90",     -f  =  9C 
sind,  und  dann  wird 

1'  =  1  4-  " 

sein. 

Die  Achse   der  Suspension    muss    demna 
Achse   des    kleinsten   Hauptmomentes    der   Tri 

Sl>hwAi^  linkte« 
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dl' 
Dann   muss   man  setzen    , ,  =0,   woraus    sich  für  das  Mini- 

ai 


mum  von  1'  ergibt 


6.    I  =  fj,    l.=2l'^. 


.2 


Man  hat  ein  Minimum  also  dann,  wenn  1  und    .-  gleich  sind. 


dl 


Fig.  18. 


Aus  -pr  =  0   folgt   übrigens    ein   Minimum,   weil    der  zweite 

Differentialcoefficient  positiv  ist,   und  weil  -ry     nur     einmal     ver- 
schwindet, indem  es  vom  Negativen  ins  Positive  geht. 

McLschine  von  Atwood, 

§  589.  Das  Wellrad  besteht  bekanntlich  aus  einer  Welle,  an 
deren  Umfang  die  Last  wirkt.  Mit  der  Welle  fix  verbunden  ist  da» 

Rad,  an  dessen  Peripherie  die  Kraft 
wirkt.  Das  ganze  System  ist  um  eine 
horizontale  Achse  drehbar.  Kraft  und 
Last,  die  wir  hier  als  zwei  Kräfte 
auffassen,  sind  an  unausdehnbaren  bieg- 
samen Fäden  ohne  Masse  angehängt, 
welche  über  die  respectiven  Räder 
gehen.  An  den  Enden  dieser  Fäden 
wirken  die  obgenannten  Kräfte.  Wir 
wollen  die  Bewegung  dieses  Systems 
aufsuchen. 

Die  gegebenen  Kräfte  sind  die 
an  den  Fäden  aufgehängten  Massen 
m,  m',  multipliciert  mit  g,  also  mg, 
m'g,  ferner  auch  das  Gewicht  der 
ganzen  Masse  des  Wellrades  Mg.  Dazu  kommen  noch  die  Elräfte 
der  Liaisons,  nämlich  die  Spannungen  des  Fadens  A  m,  T  und  —  T, 
und  die  Spannungen  T',  —  T'  des  Fadens  A'  m*.  Endlich  sind  auch 
die  Reactionen  der  Achse  zu  rechnen. 

Die  X-Achse  sei  vertical  im  Sinne  der  Schwere  nach  unten  ge- 
richtet. Die  Drehungen  betrachten  wir  als  positiv,  wenn  sie  von  der 
Achse    der    y    in    der  Richtung    Ox    gehen,    o)    sei   die    Winkel- 


§  590.  Dieses  System  ist  mit  cc 
Lage  DUr  vom  Drehungswinkel  abliflngt. 
rad  dreht.  Es  wird  auch  vorausgeseta 
banden  ist. 

Die  uns  nöthijre  einzige  Gleichung  ei 
des  Principes  der  lebendigen  Krllfte,  ■ 
elementaren  Arbeiten  der  Kräfte  der  Li 
nicht  abhängen,  wie  auch  überhaupt  d 
Arbeiten  aller  inneren  Kräfte  Null  sind 
treten, 

§  591.  Die  lebendige  Kraft  dea  S; 

dee  Wellrades,  M  k^  m\  und  von  der  der  I 


m- 


Anderseits   sind    die   elementaren  / 
m  und  m'  m  g  d  x  und  m'  g  d  x'.  Die  Arb 
radea  ist  Null,  da  der  Schwerpunkt  des 
Die  Summe   der  Arbeiten   der  Liaisons   . 
Null.  Man  hat  daher 


7. 


I[— +  ■"(!:)■- 


=^mgdx  -|-  m'gt 
Die    Gewichte   m    und   m'    haben    < 
8ch windigkeiten  als  die  Punkte  des  Wellr 
sind.  Daher 

dl  '      dt 

Substituiert   man    diese  Werte   in  Gl 
die  Gleichung  der  Bewegung. 

§  592.  Diese  Gleichung  der  Bewegu 
Grund  dea  Theoremes  der  Momente  der  C, 
erhalten,  die  wir  in  Bezug  auf  die  Achse 
Wir  haben  zu  diesem  Ende  einerseits 
der  Quantitilten  der  Bewegung  zu  berecl 
Momente  der  Kräfte  zu  nehmen. 
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Die  Summe  der  Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung  des 
Wellrades  sind,  wie  wir  aus  Früherem  wissen, 

M  k2  (ü. 

die  bezüglich  der  Punkte  m  und  m'  ist 

^  dx  .  ^    dx' 

m  R-5 m'R'  -3— . 

dt  dt 

Anderseits  ist  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte 

mgR  —  m'gR'. 

Die  Momente  der  anderen  Kräfte,  als  die  der  Tensionen  und 
die  der  Reaction  der  Achse  verschwinden  von  selbst. 

Man  hat  daher  die  Gleichung,  auf  Grund  des  obigen  Theorcmes, 

8.     A/Mk2co  +  mR~-m'R'^^  = 
dt\  dt  dt/ 

=  m  g  R  —  m'  g  R'. 

d  X  d  x' 

Ersetzt   man  darin    ,--  und  — , —     durch     ihre     obgefundenen 

dt  dt  ° 

Werte  R  od  und  —  R'  a>    und    effectuiert   die   Differentiation  von  8. 

nach  ö),  so  ergibt  sich, 

9.     I"  ('Mk2  +  mR2  +  m'R'2\  = 

=  mgR  —  m'  gR'. 

Daher  für  -7—  den  constanten  Wert 
dt 

,^      du)  (mR  — m'R') 

10.      -^r—  =  ^ 


dt        ^'  Mk2  +  mR2  +  mR'*^' 

Die  Accelerationen  R    ,    .     — R'    ,—  der  Punkte    m.    m'    sind 

dt'  dt 

constant,  und  die  Bewegung  dieser  Punkte  ist  gleichförmig  variiert, 
und  ersieht  man  aus  10.,  dass  ihre  Accelerationen  kleiner  als  g  sind. 
§    593.   Um    die    Spannung   des   Fadens   Am   zu    berechnen, 
schreiben  wir  die  Gleichung  der  Bewegung  von  m,  die  ist 

und  ebenso  wird  man,  zum  Zwecke  der  Berechnung  der  Spannung 
des  Fadens  A'm'  die  Gleichung  haben 

d^x' 


sind, 

T=m 


g  594.  Die  Beactioa  der  Acl 
folgender  Weise  berectnen. 

Man  kann  annehmen,  da  a 
liegt,  dasa  die  Reactionen  an  den  \ 
sich  auf  eine  einzige,  in  0  normal 
redneieren.  Wenden  wir  nun  auf 
Bewegung  des  Schwerpunktes  an. 
nothwendig.  dass  alle  äußeren  Kräf 
nämlich  Q,  Mg,  T,  T',  verschobt 
machen.  Daraus  sieht  man,  dass  < 
gerichtet  nach  oben  ist,  und  den  \' 

11.    Q  =  Mg 
das  ist 

X2.    Q  =  (M  +  m  +  m')g- 

Diese  Reaction  ist  kleiner  als 

sie  wUrde  dieser  Summe  gleich  sein 

mR  ^  ni 

Dann  aber  ist   -;—  ^  0.    and 

dt 
fürmig  sein. 

Droiund^wanzigp 

Bewegimg  eines  soliden  Körpers 

§  595.  Aus  den  früheren  Leh 
Gleichungen  der  Bewegung  eines  sol 
parallel  zu  einer  fixen  Ebene  deplacif 
Cylinders,  der  mit  seiner  Basis  auf  e 
Punkt  dea  Körpers  beschreibt  eine  Ti 
welche  der  gegebenen  fixen  Ebene  V' 


■wird  der  Schwerpunkt  bei  der  Bewegang  des  Körpers  in  der  Ebene 
der  x'y'  verbleiben,  und  in  dieser  Weise  werden  alle  Punkte,  welche 
in  der  Anfangslage  in  der  Ebene  der  s'y'  waren,  bei  der  Bewegung 
daselbst  verbleiben. 

§  596.  Errichten  wir  nun  in  der  Ebene  des  Durchschnittes. 
den  wir  parallel  zur  gegebenen  fixen  Ebene  gemacht  und  den  wir 
die  Ebene  der  x'  y'  nennen,  im  Schwerpunkte  G  in  seiner  Anfangs- 
lage, zwei  rechtwinklige  Achsen  Gx'  und  Gy',  erstere  horizontal. 
die  andere  vertical  nach  oben,  und  eine  dritte  Achse  Gz'  senkrecht 
auf  der  Ebene  x'y'.  Alle  drei  Achsen  sind  von  £xen  Richtungen. 
Errichten  wir  auch  diesen  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Achsen 
von  fixer  Richtung  parallel  drei  andere  tixe  Achsen  Ox.  Oy  und 
0  z  und  seien  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  G,  in  Bezug  anf 
die  fixen  Achsen  O  x,  O  y.  0  z.  i,  ?;.  C.  Endlich  sei  der  Winkel,  den 
ein  Leitstrahl  g  m  in  der  Ebene  der  x'  y'  mit  der  Achse  G  x'  schließt. 
H,  und  sei  der  Körper  durch  äußere  Kräfte  soUicitiert,  deren  Pra- 
jectionen  auf  die  Achsen  Ox,  Oy  oder  auf  die  Achsen  Gx'.  Gy'. 
welche  zu  den  ersten  parallel  sind,    mit  X',  Y',  X"  . .  .   bezeichnet. 

Da  die  Bewegung  des  Körpers  parallel  ist  einer  fixen  Ebene, 
also  parallel  der  fixen  Ebene  x  y,  so  können  wir  die  Projectionen 
der  Kräfte  auf  die  0  z  außeracht  lassen  und  nur  die  Projectionen 
in  den  Ebenen  x'y'  und  xy  in  Betracht  ziehen. 

§  597.  Zuerst  gibt  uns  das  Theoreme  der  Bewegung  des 
Schwerpunktes,  der  bei  der  Bewegung  immer  in  der  Ebene  der 
x'  G  y'  bleibt,  zwei  Gleichungen 

d^  £  d^  Yi 

Die  relative  Bewegung  des  Körpers  ferner,  in  Bezug  auf  die 

Achsen  Gx'y'z',  ist  eine  Rotation  von  der  Winkelgeschwindigkeit -rr 

um  die  Achse  G  z'.  Da  das  Theoreme  der  Momente  der  Quantitäten 
der  Bewegung  anwendbar  ist  auf  die  relative  Bewegung  des  Systems 
in  Bezug  auf  Achsen  von  fixen  Richtungen,  welche  durch  den 
Schwerpunkt   gehen,   so   wird  man,    für  die  Bewegung   um  G,  die 


welche  man  auch,  wie  im  §  57 
lebendigen  Kräfte  erhalten  kann 
Bewegung  um  den  Schwerpunkt 
].,  2.  bestimmen  S,  7].  0  in  Functi 
Gleichungen  die  eine  oder  die  ac 
Gleichungen  ersetzt  werden. 

§  598.  Man  kann  nämlich  sti 
nehmen,  die  wir  im  Grunde  de 
Quantitäten  der   Bewegung   in  Be 

Nach  §  485  ist  die  Summe 
Bewegung  der  verschiedenen  Puni 
gleich  der  Summe  der  Momente  d 
Bezug  auf  die  Achse  Gz',  diese  Si 

Bewegung  um  G.  also  gleich  Mk^ 

der  Quantität  der  Bewegung   der  t 
concentriert  gedacht,  also  vermehrt 


(' 


^<^- 


Man  hat  daher  die  Gleichung 


«•  d.["'"+«0 


§  599.  Ferner  hat  man  auch  e 
des  Theoremes  der  lebendigen  Krä 
bezogen  also  auf  die  Achsen  Ox,  C 

Nach  einem  Theoreme  von  K 
bracht,  ist  die  totale  lebendige  Kra 
gerechnet,  gleich  der  lebendigen  Krs 
Bewegung  in  Bezug  auf  die  durcl 
Achsen  von  fixen  Richtungen,  veri 
der  totalen  Masse  des  Körpers,  co 
punkte. 

Man  hat  aber  für  die  lebendige 
auf  die  Achsen  Gx',  Gy',  Gz*,  da  c 


.    /dx'2         dY2\ 
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Ferner  für  die  lebendige  Kraft  der  totalen  Masse  des  Körpers, 
concentriert  im  Schwerpunkte  gedacht,  da  d  C  =  0  und  auch  d  z  = 
=  0  ist, 


Man  hat  daher 


*■ -^i^[>"C^y+a4y+(^y]=^("^+->- 


Vierundz^wanzigstes  Capitcl. 

Bewegung  eines  soliden  Körpers^  der  einen  fixen  Pnnkt  präsentiert. 

§  600.  Dieses  sehr  wichtige  Problem  wurde  zuerst  Ton 
d'Alembert,  dann  von  Euler,  Laplace,  Poisson,  Poinsot  studiert.  Die 
Ergebnisse  dieser  Studien,  die  aufgestellten  wichtigsten  Theoreme 
werden  wir  vortrasren. 

Der  Gegenstand  ist  also  die  Bewegung  eines  soliden  Körpers, 
der  sich  um  einen  fixen  Punkt  drehen  kann.  Wir  errichten  drei 
rechtwinklige,  durch  den  fixen  Pankt  gehende  fixe  Achsen  Ox, 
0  y,  O  z  und  bezeichnen  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Körpers 
in  Bezug  auf  diese  Achsen  mit  x,  y,  z. 

Ferner  errichten  wir  gleichzeitig  drei  durch  denselben  Punkt  0 
gehende,  rechtwinklige,  unveränderlich  mit  dem  Körper  verbundene, 
bewegliche  Achsen  Oxi,  Oy^,  Ozi,  und  seien  die  Coordinaten  eines 
Punktes  des  Körpers  in  Bezug  auf  diese  Achsen  Xi,  y,,  z,.  Die 
Coordinaten  des  einen  Systems  können  vermittelst  der  neun  Richtungs- 
cosinus in  Coordinaten  anderen  Systems  umgewandelt  werden. 

Bei  der  Bewegung  des  Körpers  bleiben  die  Coordinaten  eine^ 
Punktes  x,,  y^,  z^  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Achsen  unge- 
ändert,  und  ändern  sich  bloß  die  Coordinaten  x,  y,  z  und  die 
Kichtungscosinus. 

§  601.  Die  Transformationsformeln  sind,  wie  aus  der  Kine- 
matik bekannt  ist. 


I  X  =  a  X,  +  b   y,  -if  c  zi 
1.     {  y  =  a'  Xi  4-  b'  yi  -^  c'  z^ 
z=a"x,  +b"y,  +c"z, 
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Dabei  sind 

eos  X  0  Xi  =  a  5  cos  x  O  y^  =  b  ,  cos  x  0  Z|  =  c 

cos  y  O  Xj  =  a'  5  cos  y  0  y,  =  b' ,  cos  y  0  Zj  =  c' 

eos  z  O  Xj  =  a"j  cos  z  0  yi  =  b",  cos  z  O  z^  =  c". 

Diese  neun  Cosinus  sind  unter  sich  durch  verschiedene  Glei- 
chungen verbunden,  die  wir  bereits  kennen. 


2. 


a  24-b  2-fc  2  =  1 
a^  2  _|-  b'  2  4-  c'  2  =  1. 

-fb"2  4-C"2  =  l 


a 


"2 


3. 


[  a'  a"  4-  b'  b"  +  c'  c"  =  0 
a"a   -j-b"b    +  c"  c  =  0. 
I  a   a'  -j-  b   b'  -j-  ß    c'  =  0 


Ferner  auch 


a2  +  a'2  -f  a"2  =  1 
4.        b2+b'2  4-b"2=:l. 
I  c''  4-  c'2  +  c"2  =  1 

|bc  +  b'c'4-b"o"  =  0 

5.        ca-fc'a'  -f  c"a"  =0. 

1  ab-f  a'b'4-a"b"  =  0 

§  602.  Wir  werden  wie  in  der  Kinematik  vorgehen,  difiFeren- 
zieren  die  Formeln  1.,  wobei  x^,  y,,  z,  constant  bleiben,  und  haben 


6. 


dx 

dt 

da 
^'    dt 

db 

"^^i    dt 

de 

+  "^  -d t- 

dv 

dt 

da' 
'    dt 

db' 

+  y'    dt" 

dc' 

—  Zi  -  i — . 

^    ^    dt 

dz 
dt 

da" 

X|  — T 

*    dt 

db" 

^y-  dt 

de" 

+  ^'    dt 

Diese  Formeln   lassen   die    Geschwindigkeit   des    Punktes    M, 

vermittelst  der  Projectionen    ,    ,     t   .    -^-    auf  die   fixen    Achsen, 

•^  dt      dt      dt  ' 

erkennen,  wenn  man  a,  b,  c  .  . .    in  Function  der  Zeit   kennt.     Be- 

zeichnen   wir   die   Projectionen   der    Geschwindigkeit   des    Punktes 

dx 
M  auf  die   mobilen  Achsen  mit  u,  v,  w,    wird  man  haben,    da  -3—, 

dt 

^,    ^     die   Componenten   der   Geschwindigkeit   nach    den   festen 

Achsen  sind 


[  cdb  + 

9.    1  ade  + 

I  bda  + 

wenn    wir    ii 

respective  mi 

Aas  du 

Multipli 

mit  b,  b',  b". 

7.,  8.,  9.,  so 


§  604. 
Kürpers  zur 
keit  zur  Zeit 
Projectionen 
bilen  Aclisen 
Gescbwindigl 

Aus  Gl 

und  daraas,  v 
12.     Y^  = 


,  dx    .   , ,  dy 

'■dt+''  dt 


+b" 


§  605.  1 
mit  m.  das  ist 


i  m  y[  z,  ^  L),     Z.  m  z,  Z(  ^  iL,     i.  m  x,  yj  ^  i . 
wo  A,  B,  C   die  Trägheitsmomente   des  Körpers  in  Bezng   auf  die 
mobilen  Achsen  Ox^,  Oy,,  Oz,  sind,   so  haben  wir,   da   die  totale 
lebendige  Kraft  ausgedrückt  wird  durch 
SmV2  oder  2T, 
13.     SmVS  =  2T  =  Ap»  +  Bq»  +  Cr2— 2Dqr  — 
—  2Erp  —  2Fpq. 
Wählt  man  insbesondere  für  die  mit  dem  Körper  verbundenen 
beweglichen  Achsen,   die  Hauptachsen   der  Trägheit   bezüglich   des 
Punktes  O,   dann   aind   die  Größen  D,  E,  F   gleich    Null   and   die 
lebendige  Kraft  dea  Körpers  wird 

14.     S  m  V^  =  2  T  =  A  pi  +  B  q2  +  C  r^. 

Füniundzw-anzlgstoH  Capitel. 

(Fortaetiunj*.) 

Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung  in  Beziehong  anf  die 
mobilen  Aohsen. 

%  606.  Die  Quantität  der  Bewegung  des  Punktes  M  von  der 
Masse  m  ist  mV,  und  deren  Projectionen  auf  die  mobilen  Achsen 
Ox,,  Oy,,  Oz,  sind 

mu,     mv,     mw. 
Die  Summe   der  Momente   der  Quantität   der  Bewegung  aller 
Punkte  des  Körpers   in  Bezug  auf  die  Achse  Ox,,  die  wir  mit  X 
bezeichnen,  ist 

1.     X  ^  S  m  (w  y,  —  T  Z|) 

=  Smy,  (py,  —  qx,)  —  Smz,  (rx,  —  pz,) 
=  Sm  [pfyi^  +  Zi'^)  —  q^iyi  —  rx,  z,] 
=  Ap  — Fq  — Er. 
Dieser  Ausdruck,   in  Entgegenhaltung   der  Gleichung  13.  des 
§  605,  zeigt,  da£8 

.  _5T 
8? 
ist,   und   da   man   zwei   analoge  Ausdrücke    für   die  Momente   der 


öp'       ■  öq  ■  ör 

Nimmt  man  zu  mobilen  Achsen  die  Hauptachsen  der  Trägheit 
bezüglich  des  Punktes  O,  so  hat  man 

3.  X  =  Ap,     |i.  =  Bq,     v  =  Cr. 

Für  das  resultierende  Moment  der  Quantitäten  der  Bewegung 
in  Bezug  auf  den  Punkt 

4.  G  = 
Es   ist   das  Moment 

vorgestellt,  dessen  Projec^ 
B  q,  C  r  sind.  Dieser  Vec 
deren  Cosinus  sind 


Gleichimgi 


§  607.  Wählen  wir 
der  Trägheit  bezüglich  i 
Summe  der  Momente  dei 
diese  mobilen  Achsen  di( 

Jetzt  wollen  wir  c 
der  Bewegung  in  Bezug 

Wir  hatten  vor  all* 
d 


"(y-; 


dt 
d    ^      /    d 

d    „      /    d 

Aui  den  Körper  w 
des  fixen  Punktes.  Das 
enthalten  daher  nur  die 
in  Bezug-  auf  die  fixen  A 

§  608.  Die  in  den 

Gleichungen  5.    vorkomm 

der  Bewegung  in   Bezug  ; 

Anderseits  künnen    i 

i-esondere  auch    aus   Gleie 


man  aie  Dereits  Dezugiicb  aer  mobuea  Acnsen  ernaiteDen  Momente 
der  Quantitäten  der  Bewegung,  bezüglich  jeder  lixen  Achse  mit 
den  Cosinus  der  Winkel  multipUciert,  welche  diese  Achse  mit  den 
mobilen  Achsen  schließt,  und  die  Producte  addiert.  Die  Summe 
dieser  Producte  für  jede  fixe  Achse  ist  die  Summe  der  Momente 
der  Quantitäten  der  Bewegung  bezüglich  dieser  Achse. 
Man  wird  demnach  haben 


lm(y 


\     dt 


Bqb  +Cre 
Bqb'  4-Cro'. 
Bqb"  +  Cro" 


.-Si 


/    dz 


■■A  A  . 

dtj='*-l"'      - 

dt/  "^ 

[)  =  jj(Apa  +Bqb  +Cro)  =  L 
1")  =  j^j(Ap.'  +Bqb'  +Cro')  =  M. 
^)  =  |,CAp«"+Bqb"  +  Cro")  =  X 

In  diesen  Gleichungen  7.  bedeuten  also  die  Glieder  linker 
Hand  die  Summe  der  Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung  in 
Bezug  auf  die  fixen  Acbsen,  und  ebenso  die  Summen  der  Momente 
der  Kräfte  in  Bezug  auf  die  fixen  Aebsen  dureb  L,  M,  N  vorge- 
stellt. Nun  wollen  ^vir  alle  diese  Gröüen  in  Bezug  auf  die  mobilen 
Aehsen  finden. 

MultipUciert  man  die  erste  dieser  Gleichungen,  nachdem  man 
die  Differenzierung  der  rechten  Glieder  vollzogen,  mit  a,  und  ebenso 
die  zweite  mit  a',  die  dritte  mit  a",  setzt  zusammen,  dann  mit  b, 
b'.  b",  mit  c,  c',  c",  und  setzt  jedesmal  zusammen,  und  beachtet 
die  Gleichungen  4.,  5.,  8.  und  9.  des  §  602  und  des  §  603,  so  er- 
hält man 


Daher 
d 
dt 

4^ 

dt 
d 


Iml 


it-"V 


dx 
dt  " 
dy 
dt 


A',f+(C-B)qr  = 


nL  +  a'M- 


dq 


-I- ( A  ~  0)  r  p  =  b  L  +  V  M -(- V  ■  ^' . 
-f  (B  -  A)  j,q=  oL -1- c' M-l-o"  H 


Kräfte  in  Bezug  auf  die  mobilen  Actseii,  und  bezeichnen  wir  die 
rechten  Glieder  mit  L,,  M,,  N,,  so  bat  man 

»iE. 


+  (C- 
+  (A- 


B)qr==L, 
C)rp 


M,. 


dt 


^(B-A)pq  =  N, 


Dies  sind  die  GleiehungRn  von  Euler. 

Ans  den  G-leichuagen  8.  sieht  man  übrigens,  dasa  das  Glied 
rechter  Hand  in  der  ersten  Gleichung  die  Projection  der  Summe 
der  Momente  der  Kräfte  auf  die  Ox,,  die  Glieder  rechter  Hand 
der  zweiten  und  dritten  Gleichung  die  Projectionen  der  Momente 
der  Kräfte  auf  die  mobilen  Achsen  Oyj,  Oz,  bedeuten. 


Sechsundzwan^^igstos  Oapitel. 

(FortBelznng.) 

TranBformatioQ  der  Gleichimgen  von  Ealer. 
9.    Zur    Transformation    rechtwinkliger    Coordinaten   in 
andere     rechtwinklige 
J'^'  ^^'  Coordinatea  hat  Enler 

Formeln  aufgestellt  die 
aus  der  analytischen 
Geometrie  bekannt 
sind,  und  wodurch  die 
neun  Winkel  durch 
drei  Winkel  ö,  9,  ^ 
ersetzt  werden,  Wir 
werden  ons  dieser  bei 
der  Rotation  des  Kör- 
pers um  einen  fixen 
Punkt  bedienen. 

Die  beiden  Coor- 
dinatensysteme    sind 
Oxyz   und  OxiViBj- 
Die  Achsen  des  letzteren  sind  invariabel  mit  dem  Körper  verbunden. 


6  ist  der  Winkel,  den  die  Oz,  mit  der  fis 
ist  der  Neigungswinkel  beider  Ebenen  xO 
Denkt  man  sich  die  Ebene  x,  y^  erw< 
der  xy  darchscbneidet,   so   ist  ^   der  Winl 
Ebene  Xj  yj  auf  der  Ebene  x  y,  0  J  mit  der 
ff  ist  der  Winkel,  den  dieselbe  Trace  mit  der  n 

§  610.  Vermöge  dieser  Formeln  hat  i 
a  =  cos  9  cos  t]>  —  sin  cp  sin 
b  =  —  sin  cp  cos  ^  —  cos  cp 
c    =  sin  t}>  sin  6 

a'  =r  cos  cp  sin  ^  -j"  ^^^  T  ^^^ 
b'  =  —  sin  9  sin  4^  -|-  cos  ff 
c'  =  —  cos  ^  sin  8 
a"  =  sin  r5  sin  0 
b"  =  cos  ©  sin  0 
c"  =  cos  0. 

Trägt  man  diese  Werte  in  die  Formel: 

p  d  t  =  sin  'f  sin  0  d  ^  4" 
1 .     ^  q  d  t  =  cos  ^  sin  6  d  ^  — 

r  d  t  =  d  'f  -j-  cos  0  d  (j> 

Kennt   man   p,  q,  r^  so   kann  man  aus 
grierung  rp,  (|i  und  0  erhalten. 

Integrierung  von  Formeln  von  Etiler^  wenn  o 

fia^en  Punkt  gehen, 

§  611.  Wenn  keine  äußeren  Kräfte  vor 
äußeren  Kräfte  eine  einzige  Resultante  habe: 
fixen  Punkt  geht,  wie  bei  einem  soliden  sch^ 
seinem  Schwerpunkt  aufgehängt  ist,  alsdann 
Moment  der  äußeren  Kräfte  in  Bezug  auf  d 
und  L|,  M,,  Nj  sind  gleich  Null,  so  dass  di« 
§  608  werden 


2, 


dt 


WeisHteln,   Rationelle  Merhanik.  II. 


B 


dp 
dt 
dq 
dt 
dr 


+  (C-B)qr. 
+  (A-C)rp  = 


C  -Ä.  +  (B  —  A)  p  q  = 


aie  aniie  mii:  r,  una  seizi  zasammeD,  so  nat  man 
Äpdp  +  Bqdq  +  Crdr  =  0. 
Integriert  man,  so  wird 

3.     Api  +  Bq5  +  Cr5=r  2T, 
wo  2  T  die  Constante  der  Integration  bedeutet. 

Dass  wir  richtig  diese  Constante  gewählt  haben,  siebt  man 
aus  Gleichung  14.  des  §  605,  indem  nach  dieser  Gleichung  das 
Glied  linker  Hand  in  3.  gleich  ist 

i:mv^  =  2T. 
Man  pieht  also  weiter,  dass  die  lebendige  Kraft  des  Körpers 
conßtant  ist,  was  aach  klar  ist,  da  alle  Kräfte  sich  auf  eine  Resul- 
tante reducieren,  die  durch  den  fixen  Punkt  geht,  und  kDunen  ak> 
nach  0  transportiert  werden,  mithin  ibre  Arbeit  offenbar  Null  ist. 
§  612.  Multipliciert  man  aber  die  erste  der  Gleicbnngen  2- 
mit  Ap,  die  zweite  mit  Bq,  die  dritte  mit  Cr,  und  setzt  zusammen, 
so  erhält  man 

A2pdp  +  Baqdq  +  C^rdr  =  0, 
und  integriert  man,  so  ergibt  sich 

4.     A^p^-f  B2q''+C^r2  =  Gi, 
wo  wir  G'  als  Constante  der  Integration  gesetzt  haben,  wie  man  anä 
4.  des  §  606  ersehen  kann. 

Diese  Gleichung  ist  der  Ausdruck  des  resultierenden  Momentes 
der  Quantitäten  der  Bewegung,  die  wir  durch  einen  Vector  vor«^- 
stellt  bähen,  dessen  Projeetionen  auf  die  beweglichen  Achsen  Ap. 
Bq,  Cr  sind.  Wir  hatten  nSmlich.  vermöge  1.  und  3.  des  §  606. 
ftlr  die  Summe  der  Momente  der  Quantität  der  Bewegung  in  Bezuf 
auf  die  mobile  Achse  Ox,  die  Größe  Ap  und  in  Bezug  auf  die 
"lobilen  Achsen  Ovj.  Oz,,  die  Größen   Bq,  Cr  erhalten. 

Die  Gleichung  4.  spricht  also  ans.  dass  dieses  resultiereinle 
"loment  eonstant  ist,  was  man  auch  aus  den  allgemeinen  Theoremen 
ersehen  kann.  L,,  M,,  N,  sind  Null,  und  dann  ist  das  resultierende 
-^loment  der  Quantitäten  der  Bewegung  eonstant  und  gleich  G.  Pas 
f  läcbenprincip  ist  anwendbar  auf  jede  durch  den  fixen  Punkt 
frehende  Kbene.  Die  durch  0  gehende,  auf  dem  resultierenden  Mo- 
mente, (las  wir  durch  den  Vector  0  o  vorgestellt,  senkrecht  stehende 
Ebene  ist  die  Ebene  des  Maximums  der  Flächen. 


(2  t'     ^2  t'     ]/2T 
die  CoorclmateD  des  momentaDen  Pols  sind.  Daher  das  Qaadrat  der 
Lange  des  halben  Biameters,  welcher  durch  den  Pol  geht. 

f  d2  -1-  Qi  -^  rl  (1)1 

2  T  2T 


3. 


2T  =  E„V.  =  g^, 


[       o)  =  0  M  1^2  T 
Die  Geschwindigkeit   der  momentanen  Rotation  »  ist 
proportional  dem  Diameter  des  CentralelHpsoides,  welcher 
durch  den  Pol  geht. 

Damit  (u  conetant  bleibe,  muss  die  Momentanaehse  immobil 
sein,  was  auch  aus  den  Gleichungen  2.  des  §  611  folgt.  Denn  setzt 
man  hier  d  p  =  0,  d  q  ^  0,  d  r  ^  0.  so  hat  man  q  r  =  0,  r  p  =  0. 
p  q  =  0,  was  nur  möglich  ist,  wenn  zwei  dieser  Größen  gleich 
I^nll  sind. 

§  616.  Die  Gleichung  des  Centraleilipsoides  ist 

Ax,2  +  By,i  +  Cz,^  =  l. 
Die  Richtungscosinus   der  Winkel   der  0  M  mit   den  mobilen 
Achsen  sind 

^      A.      J-, 

Die  Coordinaten  des  Pols  sind 

X,  =  0  M  -£-,     y,  =  0  M  -^-,      z,  =  0  M  -"^  . 

Die  Gleichung  der  am  Pole  M  berttbrenden  Ebene  ist.   wenn 
wir  die  Coordinaten  dieser  Ebene  mit  4,  T|,  C  bezeichnen, 
Ax,4  +  By,T,  +  Cz|C=l. 

Diese  "'  "  '  '   "  "  . .       ."- 

einsetzt, 


steht,  die  atlB  dem  Ursprünge  O  aaf  diese  Ebene  gefllllt  wurde, 
und  mit  den  Aclisen  Winkel  «,  ß,  7  schließt,  deren  RichtungBcoainus 
zu  Ausdrucken  haben, 

Ap  Ap 

cos  a  ^ — =3- ^^r^   — _i  =^    „ - 

KA'p'  +  B'q'+C'r'        O 
^^^  „  ^ B  q_  .  ^  ?J 

['AV  +  BV+T??'       •*  ■ 

^ Cr ^  Cr 

Auch   ist   die  Distanz   des  Perpendikels   vom   Punkte  O   auf 

§  617.  Diese  Ebene  steht  also  senkrecht  auf  dem  resultieren- 
den   Moment    G-,    das    mit    den    Achsen    Winkel     schließt,     deren 

Richtangscosinus   eben  -,      -,-,      ,,     sind,   und   wir  haben   ein 

weiteres  Theoreme. 

In  jedem  Zeitpunkte  steht  die  Tangentialebene  am 
Pole  des  Centraleliipsoides  senkrecht  anf  dem  resul- 
tierenden Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung. 

Diese  Ebene  ist  parallel  der  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  0 
geht  und  auf  dem  resultierenden  Momente  der  Quantitäten  der 
Bewegung  senkrecht  steht. 

Die  Momentanachse  ist  der  conjugierte  Diameter 
der  Ebene  des  resultierenden  Momentes  der  Quantitäten 
der  Bewegung  im  Centralellipsoide. 

Das  Perpendikel  von  0  auf  die  Tangentialebene  ist  von  der 
Größe 

D  ^        *"        = f^T 

G"  GM".  G"  ~  Y^-i-p-i  j^  B^q2  +  C-^r^' 
ist  also  von  coQstanter  Longe,  nämlich  gleich  der  Quadrat- 
wurzel der  lebendigen  Kraft,  getheilt  durch  das  resul- 
tierende Moment  der  Quantitäten  der  Bewegung.  Die  Tan- 
gentialebene in  M  ist  fix,  da  sie  i^  constanter  Diatanz,  vom  Punkte 
0  liegt 


dass  es  tangierend  bleibt  za  einer  üxen  Ebene,  -welche  parallel  ist 
der  Ebene  des  Momentes  der  Quantitäten  der  Bewegnnp,  die  Benkrecht 
steht  aaf  diesem  resultierenden  Moment  der  Quantitäten  der  Be- 
wegung, and  die  Ebene  des  Maximams  der  Flächen  genannt  wird. 
Die  Bewegung  des  Centralellipsoides  auf  der  tangierenden 
fixen  Ebene  geschieht  in  der  Weise,  dass  das  EUipsoid  um  deo 
Diameter  des  Berührungspunktes,  während  eines  unendlich  kleinen 
Zeittheiles  dt,  sich  dreht,  und  gleichzeitig  auf  der  tangierenden 
Ebene  rollt,  indem  stetig  eine  andere  Momentanachse  an  die  Stelle 
der  früheren  tritt. 

§  619.  Der  Ort  der  Momentanachsen  im  Körper  ist  eine 
konische  Oberfläche  vom  zweiten  Grade. 

Die  Erzeugungslinien  haben  zur  Gleichung,  wie  wir  ans  §  123 
wissen 

£l  =  Zl  =  ^' 

p  q  r  ■ 

Daraus  hat  man 

Ax,^  +  Bv,^4-Cz|^  _  A^x,^  +  B'y,'  +  C^gi^ 
Ap'^  +  BV  +  Cr^     ^"  A2p2  +  B2q2  +  C^r3 
oder 

Ax,2_-f  Byi^  +  Ozi'  _  A^x,^  +  B^yi^  +  C^Z|^ 
"2T  -  —  -  -  Q2  -       ■ 

und  daraus 

4.     A  (G^  —  2  AT)  xi^  +  B  (G^  —  2TB)  y,^  + 
_(-C(G2  — 2TC)Z|2  =  0. 

Die  Momentanachse  beschreibt  also  im  Körper  eine  konische 
Oberfläche  vom  zweiten  Grade. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  ist  die,  dass  die  Projection  der 
Momentanachse  auf  die  fixe  Richtung  des  resultierenden  Momentes 
der  Quantitäten  der  Bewegung  constant  ist. 

Denn  die  Momentanachse  et»  sehließt  mit  dem  resultjerenden 
Momente  Ca  einen  Winkel,  dessen  Cosinus  ausgedrückt  wird. 


cos  (0  a.  (fl)  -- 


Ap.p-|-Bq.q  +  Cr.r_    2T 
G.W      "  ~G.«' 


5.     w  cos  (0  a,  lu)  =  -,,-, 
mithin  die  Projection  von  ta  auf  0  o  constant  ist. 

§  620.  Ferner  sehen  wir  aus  der  Gleichung  4.,  dass  alle  drei 
Glieder  linker  Hand  nicht  gleiche  Zeichen  haben  können. 

Wird  ein  Glied  Null,  alsdann  reduciert  sich  die  konische 
Oberfläche  auf  zwei  Ebenen  oder  auf  eine  Gerade.  Diese  Gerade 
ist  dann  eine  der  Hauptachsen  der  Trägheit. 

Umgekehrt,  wenn  der  Körper  einen  einzigen  Augenblick  sich 
um  eine  der  Hauptachsen  der  TrBgheit  in  Bezug  auf  den  fixen 
Punkt  zu  drehen  beginnt,  wird  er  sich  unaufhörlich  um  diese  Achse 
drehen.  Diesen  Satz  haben  wir  bereits  frUher  bewiesen. 

Hier  ist  dieser  Satz  aus  Gleichung  4.  bewiesen.  Denn  hat  der 
Körper  sieh  einen  Augenblick  am  die  x,-Ach3e  gedreht,  Oxi  war 
Momentan  ach  SB.  man  setzt  also  voraus,  dass  die  Gleichung  4.  be- 
friedigt werden  kann  für  y,  ^  0,  z,  =  0,  ohne  dass  x,  ^  0  ist  Es 
muss  also  der  Factor  G^  —  2  A T  gleich  Null  sein,  und  dann  redaciert 
sich  die  Gleichung  4.  auf  den  Ort  einer  einzigen  Geraden,  nämlich 
der  Oxj. 

Stabililät  der  Rotation  um  die  Hauptachsen. 

§  621.  Die  Hauptachsen  der  Trägheit  sind  die  einzigen, 
welche  permanente  Achsen  der  Rotation  sein  können, 
wenn  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden  sind. 

Denn  damit  die  konische  Oberflache  sich  auf  eine  Gerade  redu- 
ciere,  ist  es  nothwendig,  dass  eine  der  Quantitäten 

G^  — 2AT,    GS— 2BT,    G*—  2CT 
Null  werde. 

Die  Stabilität  der  Rotation  ist  aber  bei  den  drei  Hauptachsen 
verschieden. 

Nehmen  wir  an  A  >  B  >  0,  die  Quantitäten  G^  —  2  A  T, 
G^  —  2 BT,  G2— 2 CT  können  nicht,  wie  wir  bereits  hervorgehoben, 
dasselbe  Zeichen  haben. 

Daher  wird  sein 

G^—  2AT  <  0.     G^  --  2CT  >  0. 

Schneidet  man  nun  den  Kef^el  der  Momentanachaen  durch 
eine   auf  der  Achse    der  x  sentrpohte    Ebene,   so    wird   man   eine 


rechten  Schnitt  aaf  der  Achse  der  z  den  Kegel  in  einer  Ellipse  schneiden. 
Bringt  man  also  die  Momentanachse  ein  wenig  aus  ihrer  Li^e.  so 
wird  sie  sich  nur  um  limitierte  Quantitäten  von  der  größten  oder 
der  kleinsten  Achse  der  Trägheit  des  Körpers  entfernen. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  mas  den  Kegel  durch 
eine  senkrechte  Ehene  auf  der  mittleren  Achse  des  E^lipsoides  der 
Trägheit  schneidet,  indem  man  dann  immer  eine  Hyperbel  bekommt. 
Daraus  sieht  man,  daas  die  Bewegung  der  Rotation  um  die  mittlere 
Achse  des  Ellipsoides  der  Trägheit  nicht  die  kleinste  Stabilität  hat. 
Dagegen  kann  die  Bewegung  der  Rotation  stabil  sein  um  die  gröCte 
oder  tmi  die  kleinste  Achse  des  Ellipsoides  der  Trägheit. 

§  622.  Der  Kegel  scbneidet  das  Centralellipsoid  nach  einer 
Curve,  welche  der  Ort  der  Momentanpole  ist.  Diese  Curve,  welche 
sich  auf  die  C oord in aten ebenen  nach  Ellipsen  und  Hyperbeln 
projiciert,  nennt  Poinsot  die  Poloide  oder  Polbodie.  Den  Ort  der 
Berührungspunkte  des  Ellipsoides  mit  der  tangierenden  Ebene  nennt 
Poinsot  Her  polbodie.  Dieser  Ort  ist  der  Durchschnitt  der  Momeutan- 
achsen  im  Räume  mit  der  tangierenden  fixen  Ebena 

§  623.  Wir  haben  ferner  für  die  Veetoren  des  resultierenden 
Momentes  der  Quantitäten  der  Bewegung,  die  wir  mit  Ca  ^  G  be- 
zeichnen, die  Gleichungen 

Ap        Bq       Cr 
and  daraus 

x,'4-  yi^  +  Zi^ Xj'^J  A  +  y,^ :  B_+ z,^ :  C 

A2 p^  4-  B"^ q^  +  02 r^  ~  "    "  A p^  -f  B' q*  +  C r^  " 
oder 

V±_yii+  z,2  _  x,^:  A  -I-  y,2 :  B  4-  z,*_:  C 
Q2      -■-  —  2T    " 

und  daraus 

2TA  — G^     ,   ,  2TB— G*     ,   ,  2TC  — G»     .,       . 

—^  -^'  +--  B— y'  + — c — '^  =^- 

Der  Ort  der  Veetoren  Co  des  resultierenden  Momentes  der 
Quantitäten  der  Bewegung,  die,  wie  wir  gesehen,  von  constanter 
Länge  G  und  constanter  Richtung  sind,  im  Körper  ist  ebenfalls 
eine  konische  Oberfläche  vom  zweiten  Grade. 


IntegratloiL  der  Gleioliimgen  von  Enler  dorcli  elliptisctLe  Fimctionefl. 

§  624.  Wir  wollen  aus  der  Lehre  der  eUiptischeD  Functionen 
bloß  einige  Elementarsätze  anfuhren,  um  nnr  den  Weg  zu  zeigen, 
der  zur  Int^riemng  fulirt. 

Man  hat  drei  elliptische  Integrale,  die  man  mit  u,  v,  w  be- 
zeichnet, nämlich 


"4r 

"(1- 

ds 

-  «')(1- 

-k'x') 

-^ 

^a^ 

i'dx 

-x')(l- 

-iiW    '" 

_    r" 

dx 

Man  nennt  diese  drei  Integrale,  in  der  Ordnung  wie  sie  ge- 
schrieben sind,  Integrale  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Art. 

Wir  haben  hier  nur  das  erste  Integral  in  Betracht  zu  ziehen. 

Alle  drei  Integrale  künnen  durch  gewöhnliche  Functionen  in 
endlicher  Form  nicht  dargestellt  werden.  Sie  bilden  eine  besondere 
C lasse  von  Transcendenten  und  werden  bei  vielen  analytischen 
Untersuchungen  angewendet. 

§  625.  Betrachten  wir  also  das  Integral  der  ersten  Art  von 
der  algebraischen  Form 

j      ^^f_ ^x 

Die  Constante  k,  die  hier  vorkommt,  und  die  man  den 
Modulus  nennt,  wird  immer  als  kleiner  als  die  Einheit  vorausgesetzt. 

Setzt  man 

X  ^  sin  !p, 
ao  werden 


Vi  —  x^  :=  cos  f,     d X  =  coB  rp  d (p  =:  1  1  —  sin'  f  d  (p, 
and  die  Grenzen  werden  0  und  a. 


138 


Bezeichnen   wir  aach  Yi  —  k^x^  =  ^1  —  k^  sin^  cp   mit  ^?f, 
so  wird  die  Gleichung  1.  nachfolgende  goniometrische  Form  haben. 


o 


o 


2     n  ^  r_  ^? ={-^t. 

JKl  — k^sin?        JA?' 

0  0 

Den  Winkel  (p  nennt  man  die  Amplitude  von  u    und  schreibt 

3.  cp  =  a  m  u. 
Aus  dieser  Bezeichnung  hat  man  aber  auch 
4.     X  =  sin  9  =  sin  a  m  u,  l/l  —  x*^  =  cos  cp  =  cos  a m u, 

A?=  Kl— k2x2=/^amu. 

In  Worten  spricht  man  diese  Abkürzungen  aus:  Sinus  Ampli- 
tude von  u,  Cosinus  Amplitude  von  u.  Delta  Amplitude  von  u. 

Der  Sinn  der  Gleichungen  3.  und  4.  ist  der:  Früher  war  u  eine 
Function  von  x  oder  cp.  Bei  den  Umkehrungen  nimmt  man  u  als 
die  unabhängige  Veränderliche  und  die  Größen 

X,     fl'^x^     ]'l^~k^x^ 
oder 

sin  a m u.     cos  a m u,     A  amu 

sind  Functionen  von  u.  Diese  Umkehrungen  der  elliptischen  Inte- 
grale heißen  elliptische  Functionen.  Sie  sind  gewissermaßen 
höhere  goniometrische  Functionen. 

§  626.  DiflFerenziert  man  die  Gleichung  2.,  so  hat  man 


5. 


dcp 

d  u  =  -~— 

A? 


dcp  =  du  A? 
damu  =  Aamudu 

Diese  letzte  Gleichung  liefert  uns  sofort  wichtige  drei  Formeln, 
die  uns  eben  nöthig  sind. 

Differenziert  man  nämlich  die  Größen  sin  (amu).  cos  (amu). 
A  (a  m  u)j  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Differentialrechnung, 
wobei  man  sich  unter  amu  eine  Größe  vorstellt,  die  wir  für  kurze 
Zeit  in  Parenthesen  gebracht,  um  den  Gegenstand  klarer  zu  macheu. 
so  hat  man^  wenn  man  die  letzte  Gleichung  von  5.  beachtet, 

6.     d  sin  (a  m  u)  =  cos  (a  m  u)  d  (a  m  u) 
=  cos  (a  m  u)  A  (a  m  u)  d  u 
=  cos  amuA^"^^^^' 


12. 


(0-A)(A- 

-B) 

r    Ao    - 

(B-C)(A- 

-B) 

—  A.B 

'(B-C)(C-A) 
Nehmen  wir  an  A  ^  B  ^  C,  was  man  immer  annehmen  kann, 
so  werden  die  Größen  a,  ß,  y  immer  reell  sein.  Die  Gleichungen  10, 
können  also  durch  die  Werte  in  11.  befriedigt  werden. 

Daraus  sieht  man  anch,  dass  p,  q,  r  periodische  Fnnctionen 
von  t  sind,  welche  eine  gemeinsame  reelle  Periode  besitzen. 

§  628,  Wir  wissen  ferner  ans  dem  Früheren,  dass  Ap,  Bq, 
Cr  die  Componenten  des  resultierenden  Momentes  der  Qaantitäteu 
der  Bewegung  nach  den  Achsen  sind,  dass  dieses  resnltierende 
Moment,  von  fixer  Lange  und  Richtung, 

G2  =  Aip^  +  B2q^  +  C^r2 
ist,  seine  Ebene  ist  die  des  Maximums  der  Flächen,  and  da  G  fix 
ist,  so  kann  man  G  als  die  feste  Achse  Oz,  und  diese  Ebene  als 
Ebene  der  x  y  nehmen.  O  z  schließt  aber  mit  den  mobilen  Achsen 
Winkel  ein,  deren  Cosinus  a",  b",  c"  sind,  und  man  wird  demnach 
haben 

Ap  =  Ga",    Bq  =  Gb",    Cr  =  Ge", 
Daher,  wenn  man  für  a",  b",  c"  deren  Werte  ans  §  610  ein- 
setzt, wird  man  haben 

j  A  p  =  G  sin  ^  sin  8 
13.        Bq  =  Gcos!psin8, 
I  C  r  =  G  cos  e 


A*a*  cos  am'  (gt  -|-  h)  - 


COS  a  m'-'  (g  t  -|-  h)  -|- 
coa  a  m^  (g  t  -|-  h)  + 

Die  weitere  DarchfUhrmig  der  Integri^ 
würde  die  Grenzen  dieses  Buches  übersch 
gefuhrt  auf  die  elliptischen  Functionen  H  nn( 
Transcendenten  nennt  and  lassen  sich  alli 
erster  Art  in  Form  von  Quotienten  diese 
denten  ausdrücken.  Die  ganze  Darchführui 


I^oimundzwanzigstes  < 
Bewegnng  eines  aoliden  Körpers  mn  e 

§  629.  Kehren  wir  jetzt  zum  allgemein 
zur  Bewegung  eines  schweren  soliden  Körpers 
der  nicht  der  Schwerpunkt  ist.  Xennen  wir  d 
den  Schwerpunkt  S.  Halten  wir  die  frühei 
O  X  y  z  sei  ein  fixes  rechtwinkliges  Coord 
Ursprünge  in  0  und  sei  die  Oz  nach  oben 
ein  mobiles,  mit  dem  Körper  unveränderlii 
winkliges  Coordinaten System  mit  demselben 
wählen  wir  wie  früher  die  drei  Hanptach 
zUgtich  des  Punktes  0.  J,  i],  C  seien  die  Co< 
pnnktes  S  in  Bezug  auf  die  6xen  Achsen  £,,  v],, 
Schwerpunktes  in  Bezug  auf  die  mobilen  Ac 
sind  offenbar  constant. 

§  630.  Wir  haben  nun  zwei  erste  Intcj 

a)  Das  Integral  der  lebendigen  K 

Die  lebendige  Kraft  des  Körpers  ist  A  p^ 

Die  einzige  Kraft,   welche  auf  den  Körper  a^ 

Mg,  angebracht  am  Schwerpunkt  S  und  mar 


i^ie  aiiuereQ  ivraiie,  weicoe  aui  aen  r^orper  wirnen,  sina  aie 
Reaction  des  äxen  Punktes,  welche  aber  die  fixe  Achse  O  z  schneidet, 
und  das  Gewicht  des  Körpers,  welches  der  fixen  Achse  O  z  parallel 
ist.  Die  Summe  der  Momente  beider  dieser  Kräfte  in  Bezug  auf  die 
Oz  ist  daher  Null.  Daraus  ergibt  sich,  dass  die  Summe  der  Mo- 
mente der  Quantitäten  der  Bewegung  in  Bezug  auf  die  Oz  con- 
stant  ist. 

Wir  hatten  nao  schon  frUher  gesehen,  dass  das  resnltiereiide 
Moment  der  Quantitäten  der  Bewegung  G  zu  Prnjectionen  auf  die 
mobilen  Achsen  hat 

Ap,     Bq,     Cr. 

Die  Projection  von  G-  auf  die  Oz  wird  demnach  sein 
Apa"  +  Bqb"  +  Cro". 

Indem  diese  Projection  constant  ist,  hat  man  das  zweite 
Integral 

2.     Apa"  +  Bqb"  -I-  Crc"  =  k. 

Man  hat  demnach  zwei  Integrale,  ein  drittes  kennt  man  im 
allgemeinen,  wenn  nicht  eine  complementäre  Bedingung  hinzutiitt, 
nicht 

Den  wichtigsten  Fall  mit  einer  complementären  Bedingung 
haben  wir  eben  behandelt,  wenn  nämlich  der  Schwerpunkt  mit  dem 
fixen  Pnnkt  zusammentriäit. 

Es  gibt  noch  einige  andere  Ffille,  die  minder  wichtig  sind. 
und  die  wir  Übergehen,  um  nicht  die  Grenzen  dieses  Baches  zu 
überschreiten. 

Fall  von   Lagrange  und  Poisson.     Bewegung   eine»   Kreisels  (loupie). 

§  630*.  Aus  den  besonderen  Fällen,  bei  welchen  man  drei 
Integrale  finden  kann,  wollen  wir  jedoch  den  von  Lagrange  und 
Poisson  gegebenen  Fall  anführen,  nämlich  wo  das  Ellipsoid  der 
Trägheit  rücksichtUch  des  fixen  Punktes  ein  Rotationsellipsoid  ist, 
der  Schwerpunkt  befindet  sich  auf  der  Kotationsachse.  Speciell 
werden  wir  die  Bewegung  des  Kreisels  untersuchen,  in  welcher 
die  bei  der  Bewegung  der  Erde  vorkommende  Präcession  ihre  Er- 
klärung findet. 

Der  Kreisel  ist  ein  homogener,  schwerer,  um  eine  durch  einen 
fixen  Punkt  O  passierende  Achse  rotierender  Körper.    Den  Punkt  0 


aiu  aen  j^orper  nur  sein  uewicnt  una  aie  neacuon  aes  nxen 
Punktes  agieren. 

Durch  den  fixen  Fuukt  0  lassen  wir  drei  rechtwinklige  fixe 
Achsen,  Ox,  Oy,  Oz,  letztere  vertical  nach  oben,  und  drei  recht- 
winkhge  bewegliehe,  mit  dem  Körper  liierte  Achsen  Ox,,  Oy,,  Oz,, 
letztere  als  Rotationsachse  passieren.  Der  Schwerpunkt  Gr  befindet 
dich  auf  der  Rotationsachse  Oz|,  und  seine  ',  t|,  C  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  G,  in  Bezug  auf  die  tixen  Achsen,  S,,  t],,  d  dessen 
Coordinaten  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Achsen,  und  sind  diese 
evident  constant,  und  zwar  S,  =  0,  t],  =  0.  Seien  ferner  p,  q,  r  die 
Compoirenten  der  Momentanrotation  bezüglich  der  mobilen  Achsen, 
ö,  9,  "li  die  drei  Winkel  von  Euler,  ferner  haben  wir  C  =  C|  cos0, 
denn  C,  ist  die  Länge  OG  auf  der  mobilen  Achse  Oz„  und  be- 
trachten wir  den  Sinn  von  O  G,  gehend  vom  Ursprünge  zum 
Schwerpunkte  G,  als  positiven  Sinn  auf  dieser  Achse.  C  ist  die 
senkrechte  kürzeste  Difitanz  des  Schwerpunktes  G  von  der  horizon- 
talen fixen  Ebene  x  0  y,  gezählt  auf  der  fixen  Achse  0  z,  und  8 
ist  der  Winkel  der  Oz  mit  Gz,.  Endlich  haben  wir,  da  Oz,  die 
Rotationsachse  des  Ellipsoides  der  Trägheit  bezüglich  des  fixen 
Punktes  O  ist,  A  =  B.   h  ist  die  Constante   der  lebendigen  E^äfte. 

Dies  alles  vorausgeschickt,  zeigt  die  letzte  der  Formeln  von 
Euler 

cl;  +  .A-B)p,  =  N„    C^^;  =  N„ 

in  Beachtung,  dasa  der  Schwerpunkt  sich  auf  der  Achse  Oz,  be- 
findet, uad  die  Reaction  des  fixen  Punktes  0  diese  Achse  Oz, 
irifft,  das  ist,  sich  ebenfalls  auf  dieser  Achse  befindet,  mithin  die 
Summe  der  Momente  dieser  beiden  Kräfte,  in  Bezug  auf  diese 
Achse  Oz,,  Null  ist,  also  N,  =:  0  ist,  dass  r  constant  ist,  da  wir 
,dt_ 
'dt- 

I.     r  =  Constante,  oder  r  =  r^,. 
B'erner   haben    wir   die    bereits    frUber    im   §  630    unter   den 
Gleichungen  1.  und  2.  angeführten  zwei  Integrale,  nämlich: 
1.  Das  Integral  der  lebendigen  Kräfte. 
Wir  hatten  nämlich  als  lebendige  Kraft  des  Körpers 
Ap^  +  Bq^  +  Cr^ 
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und  daher  angesichts  dessen,  dass  die  Arbeit  der  Reäction  des  fixes 
Punktes  Null  ist,  die  einzig  auf  den  Körper  agierende  Kraft  daher 
nur  das  am  Schwerpunkt  Gr  applicierte  Gewicht  M  g  ist,  die  Arbeit 
der  Schwere  aber  gleich  ist  der  Quantität,  um  welche  sich  der 
Schwerpunkt  deplaciert,  multipliciert  mit  dem  Gewichte  des  Körpers, 
endlich  A  =  B  ist, 

d  -i  [A  (p2  +  q2)  +  Cr2]  =  -MgdC  +  h 

A(p2+q2)  +  Cr2=  — 2MgC  +  h 
IL    A(p2  +  q2) +  Cr2=  — 2MgCiCose  +  h 
oder,  wenn  wir  das  Gewicht  des  Körpers  als  Einheit  nehmen. 
III.     A  (p2  -f  q2)  4-  Cr2  =  —  2Ci  cos»  +  h. 

2.  Das  Integral  der  Flächen. 

Wir  wissen  aus  dem  Früheren,  da  das  Gewicht  des  Körpers 
constant  vertical  wirkt,  mithin  diese  Kraft  der  fixen  Achse  Oz 
parallel  ist,  die  Reäction  des  fixen  Punktes  die  fixe  Achse  Oz 
schneidet,  dass  die  Summe  der  Momente  der  auf  den  Körper  wir- 
kenden äußeren  Kräfte,  in  Bezug  auf  diese  fixe  Achse  Oz  Null. 
N  =  0  ist,  und  ist  daher  die  Summe  der  Momente  der  Quantitäten 
der  Bewegung,  in  Bezug  auf  Oz,  constant,  und  ergibt  sich  daraus, 
wenn  man  diese  Constante  mit  k  bezeichnet, 

IV.  Aa"p  +  Bb"q  +  Cc"r=:k. 

Dabei  hatten  wir  früher 

a"  =  sin  9  sin  6,     b"  =  cos  9  sin  0,     c"  =  cos  0, 

so  dass  man  hat 

V.     A  sin  9  (p  sin  cp  -}-  q  cos  cp)  -f-  C  r  cos  6  =  k. 

Ferner  hatten  wir  §  610 

dji 
dt^ 


VI. 


p  ==  sin  cp  sin  6 


de 

+  ^^«  7  "dY 


q  =  cos  rp  sm  ^  -^ 

^  ^  dt 

dcp  d(|> 

r  =  -,--  +  cos  H  -YT 

dt     '  dt 


sin  7 


de 

dt' 


Setzt  man  diese  Werte  in  III.  und  V.,  so  hat  man 

VII.  A  ^sin2  e  ^  +  ~^^\  +  Cr2  =  -2C,  cose  +  h. 


An»   den    üleiehnngen    VI.,   VII..    VUI. 
von  9,  <f,  fj).     Eliminiert  man  aus  VII.  und  ^ 

eine   ordinäre   Differentialgleichung    haben,    u 

rechnen. 

Der  Kreisel   dreht   sich   um  Oz,.    folglic 
werte  von  p  und  q,  also  p,,  und  qg  Null.     N* 

Winkelgeschwindigkeit   r     als    sehr    groß     ur 

von  6  ^  9„    an,    und  seien    die    Anfangswertt 
sehr  klein,  dann  hat  man  aus  der  Gleichung  III. 
Cr3  =  — 2C|  cose„  +  h.     h  =  Cr^- 
nnd  aus  Gleichung  V. 

C  r  cos  9(,  =  k 
nnd  die  Gleichungen  VII.  und  VIII.  werden 

IX.   A(.,„>e4|^  +  i|)  =  2Moo 

X.     A.m'e -j-*- =  Cr(cose, — 
nnd  dazu  die  letzte  der  Gleichungen  VI. 

dt 

Aus  IX.  ergibt  sich,  dass  2  Cj  (cos  8j  —  c< 
ist.  und  daher  der  Winkel  0  immer  größer  ode 
je  nachdem  C|   positiv  oder  negativ  ist. 

Aus  X.  ergibt  sich,  dass  -,  ~   fdie  Präcessi 
dt 

Zeichen  oder  einander  entgegengesetzte  Zeichen 

(cosÖg  —  eoBÖ)   posiliv  oder  negativ  ist.     Die  J 

Rotation  werden  demnach  vom  selben  oder  entgegi 

sein,  je  nachdem  C,   positiv  oder  negativ  ist. 

Eliminiert   man   zwischen   IX.  und  X.  die 

hält  man 


Setzt  man  das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  gleicli  Nnll.  so 
erhalt  man  das  Maximum  oder  Minimum  von  6  nnd  ergeben  eich 
daraus 

XIII.     cos«n  =  cosÖ 

„^,,      A2C,  sin' 6    .  „  „ 

XIV.     —   1.  ,--  4- cos B  =  cos 6o. 

Aus  XiV.  erhftlt  man  für  cos  6  zwei  reelle  Werte.  Für  t  =  0 
gebt  6  Tom  Werte  0„  aus  und  wird,  wie  wir  gesehen,  constaot 
größer  oder  kleiner  als  ©„.  Angenommen,  er  wird  größer,  wird  er 
einen  Wert  erreichen,  den  wir  mit  8,  bezeichnen,  nnd  welcher 
die  Gleichung  XIV.  befriedigt.  Dieser  Wert  wird  ein  Maximum 
sein.  6  wird  dann  abnehmen,  den  Wert  von  ©o  passieren  und  von 
neuem  wachsen.  Integriert  man  XII.  zwischen  den  Grenzen  6  =  8, 
und  6  =  6,,  so  wird  man  die  Zeit  einer  Schwingung  der  Achse 
des  Kreisels  haben. 

Ist  r  sehr   groß,   alsdann  wird  9,   kraft  X.,   wenig   variieren, 

dilt 
denn    vermöge  IX.  ist  ---.  dessen  Änfangswerte  wir  als  fast  Null 

voraussetzen,  nicht  sehr  betrachtlich,  ist  also,  vermöge  X.,  naheza 
constant.  so  dass  die  Bewegung  der  Präcession  fast  gleichförmig 
ist,    daher  auch  0  wenig  variiert.    Endlich  ist  aus  XI.   zo  ersehen, 

dass   -T"^  fa-it  a;leich  ist  r. 

dt  ° 

i:)i-<-ißig:st.\-^  Capitfl. 

Bewegung  eines  freien  soliden  Körpers. 

§  631.  lim  zur  Kenntnis  der  Bewegung  eines  freien  soliden 
Körpers  von  der  Masse  M  zu  gelangen,  muss  man  die  Bewegung 
eines  Punktes  des  Körpers,  dann  die  Bewegung  des  Körpers  um 
diesen  Punkt  kennen.  Am  vortheil haftest en  ist  es.  die  Bewegung 
des  Schwerpunktes  zu  kennen,  wie  wir  gleich  sehen  werden.  Seien 
0 ä,  Ol],  0 C  drei  rechtwinklige  fixe  Achsen,  i.  i],  C  die  Coordinateo 
des  Schwerpunktes  S  in  Bezug  auf  diese  fixen  Achsen.  Auf  den 
Körper  wirken  Kriifte.  deren  Projectionen  auf  die  Achsen  OS.  Ot_, 
OC  wir  mit  Xi,  Y,,  Z,,  Xj  . .  .  bezeichnen. 


147 

Wir  errichten  im  Schwerpunkte  S  andere  drei  rechtwinklige, 
den  Achsen  04.  0  tj,  O  C   parallele   fixe   Achsen  S  x,  S  y,    S  z    und 


drei  rechtwinklige  mobile,  mit  dem 
Körper  unveränderlich  verbundene 
Achsen  Sx,,  Syj,  Sz^.  die  sich  mit 
dem  Körper  mitbewegen,  und  zwar 
die  Hauptachsen  der  Trägheit  rück- 
sichtlich des  Schwerpunktes  S. 

§  632.  Die  Gleichungen  der 
Bewegungen  des  Schwerpunktes  in 
Bezug  auf  die  fixen  Achsen  O  S,  Otj,  0  C. 
sind 


Fig.  20. 


C 


i 


d^a 

dt^ 


M 


d^T] 

dt2 


=  2Y, 


d^C 
dt-^ 


Die  Bewegung  aber  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  fixen 
Achsen  Sx,  Sy,  Sz  ist  die  Bewegung  eines  soliden  Körpers  um 
einen  fixen  Punkt,  der  Körper  bewegt  sich  um  den  Schwerpunkt, 
als  wäre  er  fix.  Denn  die  Lage  des  Körpers  um  den  Schwerpunkt  S 
ist  bestimmt  durch  die  Winkel,  welche  die  beweglichen  Achsen  Sxj, 
Svi,  Sz^  mit  den  fixen  Achsen  Sx,  Sy,  Sz  schließen,  also  durch 
die  drei  Winkel  von  Euler  ^,  rp,  0.  Wir  hatten  die  Gleichungen 
der  Bewegung  eines  soliden  Körpers  um  einen  fixen  Punkt  auf 
Grund  des  Theoremes  der  Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung. 
Nun  dieses  Theoreme  ist,  wie  wir  aus  §  486  wissen,  auch  hier  bei 
der  relativen  Bewegung  des  Körpers  um  den  Schwerpunkt  S  an- 
wendbar, und  wir  können  daraus  alle  Gleichungen  und  Folgerungen 
für  diese  Bewegung  so  ableiten,  wie  es  bei  der  Bewegung  des  Körpers 
um  einen  fixen  Punkt  geschehen. 

§  633.  Nennen  wir  auch  die  drei  Hauptmomente  der  Trägheit, 

bezüglich  der   drei  mobilen  Achsen  Sxj,  Sy^,  Sz,,  als  welche  wir 

die  Hauptachsen  der  Trägheit  rücksichtJich  des  Punktes  S  genommen, 

A,  B,  C.  Die  Geschwindigkeiten    der  Punkte   des  Körpers   sind  in 

jedem   Zeitpunkte,   in   Bezug  auf  die   fixen   Achsen    Sx,    Sy,  Sz 

dieselben,    als    wäre   der   Körper    mit    einer    Geschwindigkeit    der 

Rotation  co  begabt,   deren  Componenten,   nach  den  mobilen  Achsen 

Sx^,  Syi,  Sz^,  p,  q,  r  sind.  Das  resultierende  Moment  der  relativen 

Quantitäten  der  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  S,  wird 

G  sein,  vorgestellt  durch  einen  Vector  S  n\  dessen  Projectionen  auf 

10* 


Nun  alle  diese  hinzugefügten  Kräfte  haben  eine  Keaultante 
5[^,  welche  durch  den  Schwerpunkt  geht  und  beständig  durch 
diesen  zerstört  erscheint,  da  ja  durch  obige  Operation  der  Punkt  S 
fix  gemacht  wurde.  Man  braucht  also  diese  Resultante  nicht  zu  be- 
achten, und  kann  sie  als  nicht  vorhanden  ansehen,  da  eine  durch 
den  Schwerpunkt  als  Mittelpunkt  der  Umdrehungsbewegung  gehende 
Kraft  auf  die  Ünidrebungsbewegung  von  keinem  EinHusse  ist. 

Das  Resultat  dieser  Erwägungen  ist  also,  dass  nur  gegebene 
Kräfte  zurückbleiben,  und  man  nur  mit  solchen  zu  rechnen  hat, 
wie  wir  es  auch  gethan. 

§  635.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  man  einen 
anderen  Punkt  des  Körpers  C,  der  nicht  der  Schwerpunkt  ist,  und 
man  die  relative  Bewegung  des  Körpers  um  diesen  Punkt  C  be- 
stimmen will. 

Auch  hier  wird  man  wie  früher,  um  den  Punkt  C  (ix  zu 
machen  und  ihn  zur  Ruhe  zubringen,  für  alle  Elemente  des  Körpers 
zu  ihren  effectiven  Kräften  neue  Kräfte  hinzufügen  mllssen.  die 
der  acceleratoriscben  Kraft  von  0,  welche  wir  mit  rs  bezeichnen, 
parallel  und  von  entgegengesetztem  Sinne  sind.  Alle  zu  dem 
Ende,  damit  C  fix  werde,  hinzugefügten  Kräfte  werden  eine  Resul- 
tiinte  haben,  die  immer  durch  den  Schwerpunkt  geht  und  die  nicht 
mehr  zerstört  wird.  Man  wird  daher  bei  der  Berechnung,  um  die 
relative  Bewegung  des  Körpers  um  den  Punkt  0  zu  haben,  zu  den 
gegebenen  Kräften  die  Resultante  M'p  hinzufügen  müssen,  welche 
man  im  allgemeinen  nicht  kennt,  solange  man  nicht  die  G(^ 
seh  windigkeit  des  Punktes  C  kennt. 

J'jinuiiddiciljiy;.-^ti\s  ("'ujiit'.'l. 

Theoreme  von  Poisson. 

§  636.  Aus  §  525  wis.'ien  wir,  dass  die  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  unter  der  Form  gegeben  sind 


dq, 
dt  " 

dH 
dp,' 

dq,  _ 
dt 

dH 

dp;  ■  ■ 

d<l„ 
'     dt 

dH 

dp. 

dp, 
dt  ~ 

dH 
dq,- 

dp,  _ 
"dt  - 

dH 
d  „  ■  ■ 

dp.  _ 
■    dt    ~ 

dH 

dq. 

dt         dp"      dt  dq' 

wobei  zu  jedem  q  das  entsprechende  p.  versehen  mit  derselben 
Zahl,  gehört,  und  verstehen  UDt«r  q  die  Größen  q,,  q^  . . .  qn  und 
unter  p  die  Grüßen  p,,  p^  . .  .  pü. 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  gibt  die  Quantitäten  q 
und  p  in  Function  von  t  und  2  n  arbiträre  Oonstanten.  Man  nennt 
erstes  Integral  der  DifTerentialgleichungen  der  Bewegung,  jede 
Kelation  von  der  Form 

2.  f  (q,,  qa  .  .  .  q„.  p,,  p.  .  . .  p„,  t)  =  C, 
welche  verifieiert  ist  durch  irgendein  die  Gleichungen  1.  befriedi- 
gendes System  der  Functionen  q  und  p.  Jlit  anderen  Worten,  das 
Glied  linker  Hand  der  Gleichung  2.  ist  eine  Function  von  q.  p 
und  t,  welche  constant  bleibt  während  der  ganzen  Daner  der  Be- 
wegung, wie  auch  immer  die  Anfangsbedingungen  seien.  Auch  weiß 
man,  dass,  wenn  f  ^  C  ein  Integral  ist,  auch  F  (f)  =  C  ein  Integral 
ist,  wo  nämlich  F  eine  Function  von  f  ist. 

§  637.  Zwei  erste  Integrale 

f,  (q,  p.  t)  =  0,.     fj  (q,  p.  t)  =  Cj, 
werden    disfinct   genannt,   wenn   eine   der  Functionen    nicht  eine 
Function    der   anderen  Function   ist.   dass   also    nicht  die  Relation 
besteht, 

f,  =  F  (f.). 

Im  allgemeinen  werden  n  erste  Integrale  distinct  sein,  wenn 
keines  derselben  in  Function  der  anderen  ausgedrückt  werden  kann. 
Ferner  weiß  man,  dass.  wenn  man  n  Integrale  hat,  auch 

F(f,,f^...f„)=:C 

ein  Integral  ist,  dieses  ist  nicht  mehr  distinct,  es  ist  nicht  verschiedin 
von  den  anderen  Integralen. 

Hat  man  2n  distincte  erste  Integrale. 

3.     f,  =  Ci.     f=C2...fj„  =  C2„. 
ist   dus  System  1.  integriert,    denn  die  2n    simultanen  Gleichnnftin 
bestimmen    q,.  q^  . . .  qn,  Pi,  p2  ■  ■  -  pn    ^°  Function    von  t    und  -  n 
willkürliche  Constanten, 


151 

«in  Integral  der  Gleichungen  1 ,  wenn  es  identisch  rerifieiert  dar 
durch  wird,  dass  man  für  die  Größen  p  und  q  ihre  Werte  durch 
irgend  eine  Auflösung  der  Gleichungen  1.  einsetzt,  und  für  die 
Constanten  Cj,  c^.  Cm  entsprechende  constante  Werte  setzt. 

§  638.  Es  sei  nun 

f  (qt.  q.2  .  •  .  qu,  p^  P2  .  • .  Pn?  t)  =  C 
«in  erstes  Integral  der  Gleichungen  der  Bewegung  1. 

Da  f  nach  Voraussetzung  constant  bleibt,  wenn  man  darin 
die  q  und  die  p  durch  irgendwelche  Auflösungen  aus  dem  System  1 . 
ersetzt,  so  muss  die  totale  Derivierte  von  f  in  Bezug  auf  t  gleich 
Null  sein,  und  man  hat  daher 

Sfdqj  Sfdqo  of     dqn     ,     Sfdpi 


8q,   dt  8q2    dt   '**   Sqn      dt  8p,    dt 

ZJ_  d p^         ^f    dpn    ,    8  f  _ 
"^  8  p2    d  t     '     8  pn     d  t  "^  8 1 

öden  wenn  man  -~  und  -^  durch  ihre  Werte  aus  dem  System  1. 

dt  dt  ^ 

ersetzt  und  diese  Gleichung  in  anderer  Ordnung  schreibt, 

J£8JI ^iHSfSJI 8f  8H 

8q,   8  p,         Sp^  8q,     '     8  q.2  8  p.2         8  p.,  8  q.,  ~ 

8^f     8H 8f     8H  ^f_Q 

8qn     8pn  8pn     8  qn       '      8 1 

Diese  Gleichung,  indem  sie  durch  jede  Auflösung  aus  dem 
System  1.  befriedigt  sein  muss,  muss  befriedigt  sein,  welche  auch  immer 
die  Werte  von  qj,  q2  •  •  •  ^n.  Pu  P2  •  •  •  Pq?  *  seien.  Denn  diese 
Gleichung  muss  befriedigt  sein  während  der  ganzen  Dauer  der 
Bewegung,  also  auch  zur  Zeit  to,  die  als  Anfangszeit  genommen 
-wird.  An  diesem  Anfangszeitpunkte  aber  kann  man  den  Größen  q,, 
q2  -  .  .  qnj  Pi,  P2  •  •  •  Po?  beliebige  anfängliche  Werte  geben.  Die  Be- 
dingung 4.  muss  also  identisch  erfüllt  sein,  wenn  man  allen  darin 
vorkommenden  Veränderlichen  arbiträre  Werte  ertheilt. 

Dies  ist  also  die  Bedingung,  dass  f  =  C  ein  erstes  Integral  sei. 

Parentliesen  von  Poisson. 

§  639.  Seien  rc  und  *^  zwei  Functionen  von  q^,  q2  •  •  •  qn.  p^ 
P2  •  •  •  Pn.  t,  so  werden  wir  die  Bezeichnung 


5  q^  S  pij        5  p.j  S  q.. 


3  qö    5  pn  8  pn    S  qn 

Diesen  Ausdruck  kann  man  auch  kurzer  schreiben 

WO  sich  das  Zeichen  S  auf  alli^  Größen  qi,  qj  .  . .  qn,  Pi,  Pi  ■  ■  ■  [>= 
erstreckt,  und  haben  q  und  p  immer  mit  gleichen  Zahlen  verseheo 
zu  sein. 

Nach  dieser  Bezeichnung  wird  die  Bedingung  4.,  damit  f  =  C 
ein  erstes  Integral  der  Gleichungen  I.  sei,  geschrieben 

7.     (f,  H)+|'  =  0. 

Diese  Parenthesen  haben  einige  Eigenschaften. 

Ist  eine  der  Functionen  'f  oder  ij;  constant,  alsdann  ist  die 
Parenthese  (^p.  t}»)  Null. 

Permutiert  man  ferner  (f  und  ^Ji  oder  ändert  das  Zeichen  einer 
Function,  sei  es  von  f  oder  von  <[*,  so  ändert  die  Parenthese  ihr 
Zeichen. 

8.     (f,c)-0,     (-},'f)  =  _(.f,^),     (,f^  -  ^)  =  _  (^,  ,t). 

Die  Functionen  »  und  'Jj  können  t  explicite  enthalten.  Nimmt 
man  die  partielle  Uerivierte  von  ("f,  ^)  in  Bezug  auf  t,  so  hat  man 
einen  Ausdruck,  den  man  folgendermaßen  schreiben  kann 

9.  !'(|iJW=v;p(!r)!i-'(n)y:l  + 

l^q    -jp       «p    -ä,|  J 

also 
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Identität  von  Poisson. 


§  640.   Sei   f  eine   Function  von    q^,  q.,  .  .  .  q«,    pi-  P2  •  •  •  Pn, 
welche  auch  t  enthalten  kann,  und  setzen  wir 

n.    Am  =  A,(|i)  +  A.(|i)...A.(lt)  + 

WO  Ai5  Ao  .  .  .  Ajn  Functionen  derselben  Veränderlichen   sind,    und 
bedeutet  A  (f),   dass   man   auf  f  die    Operation   efFectuiere,   welche 
durch  das  zweite  Glied  rechter  Hand  ausgedrückt  ist. 
Dann  setzen  wir 


12.     B(f,=.B,  U-)+B.,  U-^     ...Bnis--     + 


\5p,/  V8p.,/  \5pn/ 

welcher  ganz  in  derselben  Weise  wie  11.  gebildet  wurde  und  sind 
B,  B2  . .  .  B2n  andere  Functionen  von  denselben  Veränderlichen. 
Nehmen  wir  jetzt  den  Ausdruck  A  [B  (f)],  welcher  in  der 
W^eise  erhalten  wird,  dass  man  in  der  Gleichung  11.  in  beiden 
Gliedern  f  durch  B  (f)  ersetzt.  Ferner  bilden-  wir  in  dieser  Weise 
den  Ausdruck  B  [A  (f)],  dass  man  in  12.  in  beiden  Gliedern  f  durch 
A  (f;  ersetzt,  alsdann  wird  der  Ausdruck,  respective  die  Differenz 

A  [B  (f)]  -  B  [A  (fjl 

die  zweiten  Derivierten  von  f  nicht  enthalten. 

Denn  in  A  [B  (f)]  sind  beispielsweise  die  Coefticienten  von 

8'^f  8^f 

2qi'-'      8q,  8q.>' 

respective 

A,  Bi  und  Ai  B2  +  A^  B^. 

82 f  82 f 

In  B  [A  (f)]  sind  die  Coefficienten  von    ^    ^,     ,s      «.         ffanz 

8q,^'      bqj8qo 

dieselben,  mithin  obige  Differenz  gleich  Null.  Die  zweiten  Derivierten 

von  f  verschwinden  in  dieser  Differenz.  Ebenso  und  aus  demselben 

Grunde  verschwinden  auch  die  zweiten  Derivierten 

82f  82f  32f 

Spi^'      Sp^op.,'     SpiSqi* 


die  Pareathesen 

fl  =  (?,  -t):      Tl  =  (-t,  f),      -t.  =  (f,  <P). 
WO  man  die  Buchstaben  f,  f,  ^  rand  permutiert  Alsdann  wird  man 
man  identisch  haben 

13.    (f,  f,)  +  (<f,  fl)  +  »,  ti)  =  0, 
das  ist 

14.     [f,  (<p,  -t)  +  [rp,  (^,  f)]  +  li  (f,  ?)]  =  0. 

Man  kann  dieses  direct  beweisen.  Kttrzer  hat  man  es  aber 
durch  folgende  Bemerkung. 

Erinnert  man  sich  der  Bedeutung  einer  Parenthese  von  zwä 
Functionen  aus  der  Gleichung  5.,  so  wird  man  einsehen,  d&ss  jeder 
Ausdruck  des  ersten  Gliedes  der  Gleichung  13.  oder  14.  das  Pro- 
duct  ist  einer  Derivierten  von  der  zweiten  Ordnung  multipliciert 
mit  zwei  Derivierten  von  der  ersten  Ordnung  und  genügt  daher 
zu  beweisen,  daas  das  erste  Glied  dieser  Gleichung  14.  keine  zweite 
Derivierte  enthalten  kann,  dass  sie  nämliok  verschwinden.  In  dieser 
Weise  können  wir  zum  Beispiele  beweisen,  dass  die  Gleichung  14. 
nicht  die  zweiten  Derivierten  von  f  enthält,  das  hei&t.  dass  alle 
Ausdrücke,  welche  die  Derivierten  zweiter  Ordnung  von  f  ent- 
halten, verschwinden. 

Die  Ausdrücke,  welche  die  Derivierten  zweiter  Ordnung  von 
f  enthalten,  stammen  nämlich  alle  her  von 

if,  fl)  -T  ('!'-  «I-l)- 
das  ist  von 

te*«] +  [*,(?,?)]■ 

diese  kann  man  nach  8.  schreiben 

15.    iT,  (■},  f  11  -  [*,  (?.  f)]. 
Wir  können  nun  setzen 

(?,f)  =  A(f).     (-]-,  f)  =  B  (f). 
da  diese  beiden  Ausdrücke  linear  in  Bezug  anf  die  Derivierten  von 
f  sind. 

Der  Ausdruck  15.  wird  demnach 

A  [B  (fjl  -  B  [A  ff)]. 
und  dieser  Ausdruck,   wie   wir  oben  gesehen,    enthält  keine  zweite 


155 

In  dieser  Weise  kann  man  auch  beweisen,  dass  die  Ausdrücke, 
welche  Derivierte  zweiter  Ordnung  der  anderen  Functionen  (p,  t|> 
enthalten,  verschwinden. 

Da  nun  jeder  Ausdruck  in  der  Gleichung  14.  eine  zweite 
Derivierte  hat,  so  müssen  alle  Ausdrücke  in  dieser  Gleichung  ver- 
schwinden und  daher  ist  die  Sunune  aller  dieser  Ausdrücke 
gleich  Null. 

Dieses  ist  die  Identität  von  Poisson,  und  auf  Grund  dieser 
hat  Poisson  nachfolgendes  Theoreme  entdeckt. 


Theoreme  von  Poisson. 

§  642.  Wenn  wir  zwei  erste  Integrale  der  canonischen 
Gleichungen  der  Bewegungen  1.  haben 

?  (qi,  qu  .  . .  qn,  Pi,  P2  •  •  •  Pn,  t)  =  a, 

^  (qij  q2  •  •  •  q«?  Pi?  P2  •  •  •  Pn,  t)  =  b, 

alsdann  ist 

(?,  4^)  =  c 

ein  drittes  Integral. 

Da  cp  =  a,  ^  =  b  erste  Integrale  sind,  muss  die  Bedingung  7. 
eintreten,  das  heißt,  es  müssen  identisch  sein 


5  6 


(?'H)  +  It  =  ^^   (^^'H)+^^  =  o, 


daher 


16.     (?,H)  = 


S  cp 


Nach  der  oben  bei  drei  Functionen  bewiesenen  Identität  von 
Poisson  haben  wir  aber,  wenn  man  die  drei  Functionen.  H.  cp,  (j> 
nimmt, 

17.    [a  (<p,  <!<)]  +  [?,  (<!>,  H)]  +  ['■?,  (H,  i)]  =  0. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werte  aus  16.,  so  hat  man 
18.     [H,(<?.1>)]-[?,|J]-[*,s|]=0, 

oder  nach  10.  und  indem  man  das  Zeichen  des  ersten  Gliedes  linker 
Hand  wechselt, 


19.     [('f ,  i-).  H]  +  5  ^-?g  f 


0. 


20.     (?,«  =  (! 
in  der  That  ein   drittes  Integra!    der  canonischen  Gleicbungeu  der 
Bewegung  1.  ist. 

Dieses  Theoreme  ist  von  sehr  großer  Wichtigkeit,  wenn  man 
auch  nicht  immer  auf  diesem  Wege  zu  einem  dritten  und  dann  zu 
einem  weiteren  Integrale  gelangt,  da  es  leicht  kommt,  daas  (s.  i) 
sich  identisch  auf  eine  Constante  oder  auf  ein  Integral  reduciert, 
das  man  bereits  erhalten. 

§  643.  Im  Falle  H  die  Größe  t  nicht  enthalt,  wie  wir  bei  den 
canonisehen  Gleichungen  und  der  Gleichung  von  Jacobi  auch  immer 
angenommen,  und  dieser  Fall  tritt  immer  ein,  wenn  die  Liaisons 
von  der  Zeit  unabhängig  sind,  und  eine  Function  der  Kräfte 
U  fq,.  q-j .  .  .  qn)  existiert,  dann  lassen  die  canonischen  Gleichungen  1. 
ein  erstes  Integral  zu 

H  =  T  —  U  =  h, 
welches  mit  dem  Integrale  der  lebendigen  Kräfte  zusamnienfllllt. 

Sei  nun 

'.f  (<li,qj...q,.  p,.p;.  ..p.,  t)=-a 

ein    zweites  Integral,   und  nach    dem  Theoreme    von  Poisson   wird 
dann 

21.     (H,  f )  =  c 
ein  drittes  erstes  Integral  sein. 

Es  muss  also  die  Bedingung  7.  eintreten,  kraft  welcher  man 
hat 


Cf,  H)  + 
(■f.  Hl  =  - 


St  " 


also,  im  Grunde  21.. 


Enthält  also  H  nicht    die  Zeit  t,    u 
Integral,  alsdann   ist  auch  y-  =  c,  ein 

auch  -y-~  =  c'  ein  drittes  Integral  und 
In  dem  Falle,  wenn  cp    die  Zeit  t  nicht 

^-   =  0  ist,  identisch 

8t  ' 

(?,  H)  =  0. 

Das    Theoreme    von    Poisson    demnach. 
Integral  der  lebendigen  Kräfte  H  =  h.  combini 
Integrale  c?  =  a.  welches  die  Zeit  nicht  enthäl 

O  4 

fache  Identität  (cp,  H)  =  0.  Mit  anderen  Worten 
hier  nicht  anwendbar. 

§  644.  Wir  nehmen  als  Anwendung  ein 
indem    wir    die  Bewegung   eines   freien  Punkl 
beteachten,   der  infolge  einer   im  Ursprünge  C 
kraft  proportional  seiner  Distanz  von  O  angez 

Die  Distanz  nennen  wir  r,  die  Kraft  wir 
{ir,  die  Coordinaten    des  Punktes,    bezogen    au 
Coordinatensystem  mit  dem  Ursprünge  in  O, 
die  wir  hier  als  q^,  qj,  q^^  bezeichnen. 

Man    hat  bekanntlich,   wenn    man    die   el 

Kraft  mit  %  bezeichnet,  da  wir  die  Masse  des  1 

gleich  gesetzt, 

v'^ 
2:  =  |jLrdr  =  d       — Xdx-[-Ydy 

Hier  existiert  eine  Function  der  Kräfte 

U  =  -|x'2-  =  -^(x-^  +  y-^  + 

die  Componenten  der  Kraft  nach  den  Achsen  i 

X  =  -3 —  =  —  [1  x,       1  =  -^—  =  —  |JL  y,       Z 

dx  ^    ^  dy  ^'^ 

für  die  halbe  lebendige  Kraft  haben  wir 

'^  "=  2'  =  2  ^''"  '■'  y"  +  ^"^' 


oder  nach  unserer  obigen 

H  =  T  -  U  =  i  (!•■  +  /'  +  z")  +  ^  (q,'  +  q,'  +  q,>). 

Femer  ist 

dT  ,  dT  ,  cäT         , 

daher 

H  =  -^  (P,'  +  P,  +  P,) +f  (q.'  +  q.'  +  q.')- 

Die  canoniseben  Gleichungen  werden  sein 
dq,  doj  d  q<( 

1U=P"    77  =  1"'   77  =  P" 

d  Pi  d  pn  d  pi 

dr  =  -""  dr=-"«  d7  =  -"- 

§  645.  Wir  wenden  nun  zur  Integrierung  das  Princip  der 
Flachen  an,  hezttglich  der  Projecdonen  auf  zwei  CoordinaJen- 
ebenen. 

Wir  haben  nämlich 


/     dz  dy\ 

/    dx  dz\ 

(^dI-^dTJ  =  '^ 


Substituieren  wir  darin  obige  Werte,  so  hat  man 
23.     qj  P3  —  q,  Pj  =  C,,     qj  p,  —  q,  p,  =  Cj. 

Wenden  wir  nun  darauf  das  Theoreme  von  Poisson  an,  indem 
man  die  ersten  Glieder  dieser  zwei  Gleichungen  mit  f  und  ^  be- 
zeichnet, so  hat  man 

(?)  +)  =  Cj 


oder 


Sq,  5  p,        5pi8q,        Sq^Sp^        Bp^Sq^"*" 

S^Stji         8fp5i|* 

Sq.  8p3        8p3  8qj  ~^ 


169 

als  neues  Integral,   and   setzt  man  darin  die  Werte  ans  23.,  so  er- 
hält man  für  die  Projection  auf  die  Ebene  der  xy 

qi  P2  —  ^2  Pi  =  C3? 
welches   ganz    mit   dem   Princip    der   Flächen   übereinstimmt,    wo- 
nach 

dy  dx 


"^  dt        ^  dt 


ist. 


Zweiunddreißigstes  Oapitel. 
Momentane  Kräfte. 

§  646.  Auf  der  Eigenschaft  der  Elasticität  beruhen  die  Be- 
wegungserscheinungen, welche  sich  zeigen,  wenn  zwei  feste  Körper 
aufeinander  stoßen.  Die  Körper  werden  aus  diesem  Grunde  in 
elastische  und  unelastische  eingetheilt.  Wir  werden  dabei  im 
34.  Capitel  nur  die  Grenzfälle  betrachten,  wo  die  beiden  Körper 
entweder  vollkommen  weich  oder  vollkommen  elastisch  sind.  Auch 
wollen  wir  annehmen,  die  Körper  seien  Kugeln,  und  die  Bewegungs- 
richtung ihrer  Mittelpunkte  falle  in  eine  und  dieselbe  Linie.  Wir 
können  uns  sogar  die  Kugeln  auf  zwei  materielle  Punkte  zurück- 
geführt denken. 

§  647.  Wir  wollen  nun  zunächst  den  Stoß  betrachten.  Durch 
den  Stoß  können  die  Punkte  eines  materiellen  Systems  in  der 
nußerst  kürzesten  Zeit  ihre  Geschwindigkeiten  ungestüm  ändern, 
ohne  dass  das  System  seine  Lage  merklich  geändert. 

Ertheilt  man  einer  in  Kühe  befindlichen  Billardkugel  mit  dem 
Billardstock  einen  Stoß,  so  nehmen  die  verschiedenen  Punkte  der 
Kugel,  in  der  äußerst  kurzen  Zeit,  während  welcher  sie  vom  Billard- 
stock berührt  wurde,  brüske  Geschwindigkeiten  von  endlichen 
Werten,  ohne  dass  sie  merklich  ihre  Lage  geändert  hätte.  Nachher 
bew^egt  sich  die  Kugel  nach  Gesetzen,  die  wir  bereits  kennen. 
Wurde  eine  elastische  Kugel  gegen  eine  Wand  lanciert,  so  springt 
sie  ab.  In  der  äußerst  kurzen  Zeit,  während  welcher  die  Kugel  mit 
der  Wand  in  Berührung  war,  war  ihre  Lage  ganz  unmerklich  ge- 
ändert, aber  die  Geschwindigkeiten  ihrer  verschiedenen  Punkte 
haben  brüsk  sich  geändert,  da  die  Kugel  unmittelbar  nach  dem 
Stoße  eine  Bewegung  in  entgegengesetztem  Sinne  angenommen,  als 
ihr  früher  ertheilt  wurde.  Von  diesem  Auofenblicke  an  war  sie  der 
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Schwere  unterworfen,  während  des  äußerst  kurzen  Contactes  aber 
mit  der  Wand  konnte  die  Wirkung  kraft  der  Schwere  vernach- 
lässigt werden.  Treten  solche  Ereignisse  ein,  so  sagt  man.  das  System 
in  Bewegung  habe  Stoße  erlitten.  Man  nennt  sie  auch  Momen- 
tankräfte, das  sind  Kräfte,  welche  auf  ein  System  während 
einer  äußerst  kurzen  Zeit  mit  sehr  großer  Intensität 
wirken,  derart,  dass  man  in  der  Rechnung  die  Action  der 
anderen  Kräfte,  ohne  dass  daraus  ein  merklicher  Fehler 
entstehe,  vernachlässigen  kann. 

Die  Auflösungen  der  Fragen  beim  Stoße  sind  demnach  immer 
annäherungsweise. 

§  648.  Wie  wir  also  bemerkt,  setzten  wir  immer  voraus,  dass 
während  der  Dauer  des  Stoßes  die  Lagen  der  verschiedenen  Punkte 
des  Systems  sich  nicht  merklich  geändert,  dagegen  die  Geschwindig- 
keiten Änderungen  von  endlichen  Werten  erlitten. 

Den  Constanten  Wert  einer  Percussionskraft,  wenn  sie  con- 
stant  war,  oder  den  mittleren  Wert,  wenn  sie  variabel  war,  mis^t 
man  durch  die  erzeugte  Quantität  der  Bewegung  m  u,  wo  unter  m 
die  Masse  des  Punktes  und  unter  u  die  hervorsrebrachte  Ge- 
seh  windigkeit  verstanden  wird.  Auch  eine  gewöhnliehe  Kraft  wird 
durch  die  Quantität  der  Bewegung  gemessen,  dort  versteht  man 
aber  die  Quantität  der  Bewegung,  welche  in  der  Zeiteinheit  hervor- 
gebracht wurde.  Hier  ist  die  Zeit  der  Wirksamkeit  äußerst  klein 
und  nicht  anfcebbar,  und  sie  wird  deshalb  in  das  Maß  nicht  ein- 
geführt. 

Wir  messen  also  eine  momentane  Kraft  durch  die  Quantität 
der  Bewegung,  welche  sie  erzeugt,  wenn  sie  auf  einen  freien  Punk: 
wirkt,  und  wird  diese  Kraft,  wie  andere  Kräfte,  in  Componenten 
decomponiert,  und  dabei  haben  die  Componenten  dieselbe  Bedeutung 
wie  bei  stetigen  Kräften  und  auch  die  Componenten  -werden  in  i»b- 
bezeichneter  W^eisc  gemessen. 

§  649.  Betrachten  wir  also  zuerst  einen  Punkt  von  der  Ma?se  ui. 
auf  welchen  eine  momentane  Kraft  wirkt,  sie  heiße  P,  und  deren 
Componenten  nach  den  Achsen  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems  X.  Y,  Z.  Die  Gleichungen  der  Bew^egung  werden  dieselben 
sein  wie  bei  stetigen  Kräften. 

d^x  d^v  d2z 

dt^  dt-^  dt- 
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Wie  auch  immer  das  Gesetz  der  Kraft  sein  möge,  kann  man 
X,  Y,  Z  während  der  Bewegung  als  Functionen  der  Zeit  betrachten. 
Gesetzt  also,  die  Kraft  habe  während  einer  sehr  kleinen  Zeit  ö, 
also  angefangen  von  to  bis  t^  +  Ö  gewirkt,  so  wird  man  haben, 
wenn  man  beide  Glieder  der  Gleichungen  1.  mit  d  t  multipliciert, 
and  von  to  bis  t^  -f~  ®  integriert,  indem  man  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  zur  Zeit,  wo  die  Kraft  zu  wirken  angefangen,  mit 

dxo        dyo^       dz. 
dt  ' 


dt  ' 


_  y 
dt' 


zur  Zeit  aber,  wo  die  Kraft  zu  wirken  aufgehört,  mit 

dx       dy       dz 
dt'      dt'      dt 


bezeichnet. 


2. 


«0 


Xdt  =  m 


dx 
dt' 


m 


dxo 
dt 


to  +  e 


tb  +  e 


Ydt  =  m    -,- m     ,-    . 

dt  dt 


r/A^—rr>     ^^  ^      ^  Zp 

Z<at  =  m     , m  — ^ — 

dt  dt 


Nach  Verlauf  der  äußerst  kurzen  Zeit  9  hat  die  Kraft  zu 
wirken  aufgehört,  und  das  Mobile  hat  seine  Geschwindigkeit  u 
erlangt. 

War  das  Mobile  beim  Beginne  der  Percussion  in  Ruhe,  wo 
also  die  Größen 


dxo      dy 
dt' 


^^0 

dt'      dt" 
Null  sind,  dann  hat  man  die  Gleichungen 

X  d  t  =  m  -  - - 
dt 


y 


Ü 


J 


e 


u 


J 


e 


Ydt  =  m-^,^- 
dt 


Zdt  =  m4-^ 
dt 


%V  ei  «stein,  Rationelle  Mechanik.  II. 
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Bedeutung  von 

dx 
°dt' 

dt' 

dz 
°  dt  ' 

dx, 
""  dt  ' 

dy. 

°  d't  ' 

"  dt 

kennen  wir  schon,  sie  stellen  die  mit  m  multiplicirten  Projectianen 
der  Geschwindigkeiten  auf  die  Achsen  zur  Zeit  t^  und  t,,  -|~  ® 
vor,  also  von  mu  und  mUn,  wenn  wir  nämlich  die  Geschwindigkeit 
des  Mobile  vor  dem  Stoße  mit  Ug  bezeichnen. 

Man  nennt  ferner  Antrieb  oder  Impulsion  der  Kraft  P. 
dessen  Projeetionen  auf  die  Achsen  X,  Y,  Z  sind,  einen  Vector. 
dessen  Componenten  nach  den  Achsen  die  Integrale  der  ersten 
Glieder  der  Gleichungen  2.  sind. 

Die  Gleichungen  2.  drücken  also  aus,  dass  die  geometrische 
Variation  der  Quantität  der  Bewegung  des  Punktes  in 
dem  Intervalle  von  t,,  +  W  —  tg.  also  die  Größe  (m  u)  — 
—  (m  u«)  gleich  ist  dem  Antriebe  der  Kraft,  welche  auf  den 
Punkt  während  dieses  Intervalles  gewirkt. 

Aus  den  Glcichnngen  2.  sieht  man  auch,  dass  im  Falle  die 
Kraft  sehr  groß  ist,  wie  es  die  Percusaionskräfte  auch  sind,  die 
linken  Glieder  dieser  Gleichungen  endliche  Grüßen  vorsteilen.  Anders 
ist  es  bei  den  stetigen  Kräften,  diese  erzeugen  in  einem  unendlich 
kleinen  Zeittheile  nur  unendlich  kleine  Wirkungen,  die  Glieder 
linker  Hand,  wenn  sie  sich  auf  ordinäre  Krftfte,  wie  auf  die  Schwere, 
beziehen,  sind  unendlich  klein  und  verschwinden  gegenüber  den 
Wirkungen,  die  von  momentanen  Krilften  herstammen,  und  können 
vernaehlössigt  werden. 


:Di'<-iunddi-eiBii;st<-s  Capit<'l. 
Anwendung  des  Principes  von  d'Alembert  auf  Percnssionskräfte. 

§    651.    D.is    Princip    von    d'Alembert    wird   auf  momentiint" 
■Kräfte   ebenso   angewendet   wie    auf  ordinäre  Kräfte,  und  hat  nun 


'■  -[(■^-"f?)'''+( 


m 


(z-^^)5.]=0 


and  erstreckt  sich  dabei  das  Zeichen  £  auf  alle 
alle  Percussionen. 

Betrachten  wir  auch  hier  das  System  s 
tQ  -[-  0,  Während  welcher  die  Percussion  gewirk 
äußerst  kleinen  Zeit  ändern  die  Punkte  ganz  un; 
die  Coordinaten  Xp  y^,  Zj,  X2  .  .  .  können  also  ah 
werden.  Die  Deplacements  8xj,  0J^,  öz,,  8x... 
falls  als  constant  angesehen  werden,  während 
keiten 

dx      dy       dz 
dt'     Tt'      dt 

Veränderungen  erlitten  haben. 

§  652.  Multiplicieren  wir  also  die  Gleichi 
trachten  Sxj,  Sji  .  ..  als  constant.  behalten  die  . 
§§  649  und  650  bei,  und  integrieren  alle  Coo 
schiedenen  Punkte  von  to  bis  t«  -["  ®?  so  hat 
unter  x.  y.  z 

4.    Sil  \  Xdt  +  m-,q^- 


dx„ 
dt 

dx 

dt 

dyo 
dt 

dy 

™dt 

t, +  e 


dzn  dz 


+V3    ^'*+"^-d;  --dt 

Wollen  wir  die  Bedeutung  dieser  Gleichung 

Die  Percussionskraft  P,  deren  Componenten 
der  Zeit  6  auf  der  Masse  m  appliciert  sind,  würde  ( 
Punkte,  wenn  er  frei  wäre,  eine  Quantität  der  I 
th eilen,  deren  Componenten,  wie  wir  im  §  650  ge: 
jXdt,  jYdt,  jZdt,  und  also  eigentlich  die  Comp 
selbst  sind,  da  wir  die  momentane  Kraft  durch  die 
Quantität  der  Bewegung  repräsentieren. 


dx  dy  dz 

"  d" f '     ™  dl'     ™  dl 
sind  die  Componenten  der  Quantität  der  Bewegung  m  v,  welche  der 
Punkt  m   am  Ende   der  Zeit  t^  +  ®    wirklich  besitzt,    die  Compo- 
nenten der  Quantität  der  Bewegung  des  Punktes  m  zur  Zeit  t^  sind 
d  Xn  d  Vn  d  z,, 

dt  dt  '  dt 

Man  hat  also  den  Satz: 

Es  findet  Gleichgewicht  statt  zwischen  den  Quanti- 
täten der  Bewegung,  die  die  Stöße  den  verschiedenen 
Systempunkten  ertheilen  würden,  wenn  sie  frei  waren,  den 
Quantitäten  der  Bewegung,  welche  die  Punkte  im  Mo- 
mente besitzen,  als  die  Pcrcussionen  zu  agieren  anfangen, 
und  den  Quantitäten  der  Bewegung,  welche  die  Punkte 
nach  Beendigung  der  Stöße  besitzen,  letztere  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  genommen. 

Dabei  vernachlässigt  man,  wie  bereits  bemerkt  die  Wirkungen 
der  ordinären  Kräfte,  wie  die  der  Schwere,  während  der  Zeit  ft. 
deren  Intensität  nicht  groß  sind. 

g  653.  War  das  System,  zur  Zeit  als  die  Percussion  begonnen, 
in  Ruhe,  so  sind  die  Größen 

d  Xo      d  y^       d  z„ 
dt"'      dt'     Tt" 
^ull,  alsdann  hat  man  den  Satz: 

Es  findet  Gleichgewicht  statt  zwischen  den  Quanti- 
täten der  Bewegung,  welche  die  Pcrcussionen  den  Systeni- 
punkten  ertheilen  würden,  wenn  diese  frei  sein  würden. 
und  denjenigen,  welche  wirklich  statthaben,  uod  mit 
welchen  sich  das  System  am  Ende  der  Zeit  8  zu  bewegen 
beginnt,  diese  letzteren  im  entgegengesetzten  Sinne  ge- 
nommen. 

Schreiben  wir  für  die  in  4.  vorkommenden  Ausdrücke 
dx„        dx      dyn        dy      dz^         dz 
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80  wird  die  Gleichung  4. 

5.    2  in  Xdt-mA^||8x  + 


^i]"        Ydt-mA^|)8y  + 

'''•  +  ^  dz 

Zdt  — mA^^I  |Sz  =  0 

und  sieht  man.  daas  hier  die  Größen 

_^^_      -mA^-.     -mA-ä"^, 

Projectionen  der  eflFectiven  Quantität  der  Bewegung  (mv)  —  (mu), 
und  eigentlich  diese  Größe  (m  v)  —  (m  Uo)  selbst,  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen  genommen,  dieselbe  Rolle  spielen  wie  die  Kräfte 
der  Trägheit  im  Principe  von  d'Alembert  bei  den  stetigen  Kräften. 

Man  kann  also  auch  sagen: 

Es  findet  Gleichgewicht  statt  zwischen  den  am 
Punkte  appliciertenPercussionen  und  derQuantität  (mv)  — 
—  (muo).  diese  Quantität  mit  entgegengesetztem  Zeichen 
genommen. 

Dieser  Satz  wird  auch  so  ausgesprochen. 

Setzen  wir 

(w)  =  (uo)  -  (v), 

wenn  nämlich  die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  zur  Zeit  tQ  =  Uq 
und  zur  Zeit  to  +  ^  v  sind, 

(w)  nennt  man  die  verlorene  Geschwindigkeit,  mw  ist 
die  verlorene  Quantität  der  Bewegung. 

Es  findet  also  Gleichgewicht  statt  zwischen  den  am 
Punkte  applicierten  Stößen  und  der  verlorenen  Quantität 
der  Bewegung. 

dx 
Bestimmung  der  Größen  m  ^  -,-  .  .  .  im   Wege  des  Principes  von 

Cl  L 

d'Alembert. 

§  654.  Der  Gang   ist  ganz  derselbe  wie  bei  stetigen  Kräften. 
Es  seien  die  Gleichungen  der  Liaisons 
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5.  zusammen,  bestimmen  dann  diese  Coefficienten  in  der  Weise, 
dass  man  Coefficienten  von  h  Variationen  gleich  Null  setzt,  und 
da  dann  k  Variationen  noch  willkttriich  sind,  so  muss  man  die 
Coefficienten  derselben  gleich  Null  setzen,  und  mithin  die  Coeffi- 
cienten aUer  3n  Variationen  gleich  Null  setzen,  wodann  man  hat 
3n  Gleichungen 


8. 


dt 

m  A  ^I'  =  5  Y  d  t  4- 
^^  dt        "' 


dy  dy 


Wir   haben   dann    3n  Gleichungen,   und  dazu  h  Gleichungen 
der  Liaison,  wodurch  wir  die  3n  unbekannten  Größen 


dx 


dy 


^dt'      ^   dt'      ^   d"t'      ^    dt""-' 

also    die  Componenten    der    Geschwindigkeit   eines  jeden    Punktes 
und  die  h  Parameter  Xj,  X2  . .  .  bestimmen  können. 


Vioi*unddreißip:st<^s   Capitr^l. 
Vom  Stoße  der  Körper.  Directer  Stoß  zweier  Kugeln. 

§  656.  Wenn  ein  bewegter  Körper  auf  einen  anderen  ruhen- 
den oder  bewegten  Körper  trifft,  so  nennt  man  die  gegenseitige  Ein- 
wirkung der  Körper  Stoß  oder  Percussion.  In  jedem  Zeitmomente 
ist  die  von  dem  einen  Körper  ausgeübte  Action  der  von  dem 
anderen  Körper  hervorgerufenen  Reaction,  infolge  des  bekannten 
Principes  gleich.  Die  auf  die  geraeinsame  Berührungsebene  beider 
Körper  gefällte  Senkrechte  gibt  die  Stoßrichtung  an.  Geht  diese 
durch  die  Schwerpunkte  beider  Körper,  nennt  man  den  Stoß 
centrisch,  sonstigenfalls  excentrisch.  Wenn  die  Bewegungsrichtung 
mit  der  Stoßrichtung  zusammenfällt,  heißt  der  Stoß  gerade,  schließen 
diese  beiden  Richtungen  einen  Winkel  ein.  so  heißt  er  schief.  Wir 
werden  bloß  den  geraden  centralen  Stoß  elastischer  und  unelastischer 
Körper  betrachten. 

§  657.  Betrachten  wir  also  zwei  Kugeln,  deren  Mittelpunkte 
auf  einer  Geraden  O  x  im  selben  oder  entgegengesetzten  Sinne  sich 
bewegen,   und   deren  Punkte   Linien    beschreiben,   welche   der   Ox 


deren  Geschwindigkeiten,  daa  iet  die  Geschwindigkeiten  ihrer  Mittel- 
punkte nach  dieser  Achse  0  x,  zur  Zeit  t,,,  als  der  Stoß  begonnen,  v,. 
V ',  und  zur  Zeit  t,,  als  der  Stoß  geendigt  v,,  v',.  Die  Endgeschwindiir- 
keiten  sind,  wie  wir  annehmen  kennen,  ebenfalls  gerichtet  nach 
der  Geraden  Ox. 

Vom  Zeitpunkte  t,,  angefangen,  an  dem  sieh  die  Kugeln  be- 
rühren, deformieren  sie  sich  am  Berührungspunkte  und  dessen  Um- 
gebung, ihre  Mittelpunkte  nähern  sich  conti nuier lieh  bis  deren 
Distanz  zu  einer  gewissen  Zeit  t'  minima  geworden.  Während  dieser 
Phase  des  Stoßes  erzeugen  sich  zwischen  diesen  beiden  Kugeln  be- 
deutende Reactionen,  welche  die  Kugeln  zu  trennen  streben.  Ihre 
Arbeit  ist  negativ  und  die  totale  lebendige  Kraft  des  Systems  ver- 
mindert sich  wahrend  dieser  Epoche.  Zu  dieser  Zeit  t'  haben  beide 
Mittelpunkte  dieselbe  Geschwindigkeit  erreicht,  sie  nähern  sich  nicht 
mehr,  ihre  Deformation  ist  masima. 

Angefangen  von  t'  wirken  die  wechselseitigen  Reactionen 
beider  Sphären  continuierlich,  diese  streben  sich  zu  entfernen,  indem 
sie  ihre  ursprünglichen  Gestalten  annehmen,  zur  Zeit  t,  berühren 
sich  nicht  mehr  nur  in  einem  Punkte,  der  Stoß  ist  geendifrt. 
Wahrend  dieser  zweiten  Phase  von  t'  bis  t,  vermehrt  sich  die 
lebendige  Kraft,  da  die  Arbeiten  der  Reactionen  in  dieser  Epoche 
positiv  sind. 

§  658.  Eine  erste  Gleichung  liefert  uns  das  Theoreme  der 
Projectionen  der  Quantitäten  der  Bewegung. 

Die  ordinären  Kräfte,  als  die  Schwere,  werden  während  der 
sehr  kurzen  Dauer  des  Stoßes  vernachlässigt,  das  System  heider 
Kugeln  ist  demnach  während  dieser  kurzen  Zeit  nur  den  inneren 
Percussionen  unterworfen.  Die  Variation  der  Summe  dieser  Pro- 
jectionen auf  die  Achse  Ox  ist  demnach,  infolge  des  Principes  der 
Gleichheit  von  Action  und  Reaction  Null,  so  dass  man  hat 

1.     ni  V|  -j-  m'  v',  ^  in  v„  -|-  m'Jv'^, 
da  die  Summe  der  Quantitäten  sich  nicht  verändert  hat. 

Dieses  alle  Körper,  elastische  und  unelastischa  gemeinsam  be- 


einen 

liugel   a 

ul  Qie  andere    m[t  tt  una  —  K  bezeichnet,  man  hat 

daher 

d"x    ,       ,d'x'       „ 
■"  dt'  +*"    dt'  =" 
dl     ,      ,  djt' 

"Tr  +  "'  dt  =  "'•"'■• 

daher 

4:+-''!;^="'«+-'^v 

Daraas  fol^  dass  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes,  die  wir 
mit  V  bezeichnen,  sich  nicht  geändert,  sü  dass  man  hat 

2.     V  --  ■°^»  +.'"'.'',!2  =  ™Zi_+_?'lli 
m  -|-  m'  m  -J-  m' 

i^  659.  Zur  Bestimmung  der  Grüßen  v,,  v',  muss  man  zwischen 
nnekstischen  und  elastischen  Körpern  unterscheiden. 

Sind  die  Körper  vollkommen  weich,  das  heißt,  bleiben  sie  im 
Contacte  nach  dem  Stoße,  alsdann  ist  v,  =^  v',.  und  man  hat 
daher  aus  1. 

m  4-  m' 

In  diesem  Falle  redueiert  sich  der  Stoß  auf  die  erste  Phase, 
die  Zeit  t'  fällt  mit  t,  zusammen. 

In  einem  solchen  Falle  gibt  es  immer  einen  Verlust  an  leben- 
diger Kraft, 

Dieser  Verlust  ist  nämlich 


Setzt  man  in  diese  Gleichung  für  v,   und  v't  ihre  "Werte  aus 
3.,  so  hat  man  für  den  Verlust 


also  eine  positive  Grüße. 

Dieses  Theoreme  rührt  von  Carnot  her. 


Vi  = 
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Ist  v'o  =  0,  war  nämlich  der  eine  Körper  in  Ruhe,  und  sind 
die  Körper  unelastisch,  so  gibt  3. 

m  -[-  m' ' 

Ist   m'    unendlich   groß,    wie    eine    unbewegliche    Wand,    ist 
Vi  =  0. 

War   der   eine  Körper  in  Ruhe,   also  v'o  =  0.   und    sind  die 
Körper  elastisch,  so  ist 

V    =  "^^  ("^  —  mp 
^  m  +  m' 

2  v^  m 

m  -f-  m' 

Ist  m'  unendlich  groß,  alsdann  ist 

Vi  =  —  Vo,     y\  =  0. 
Der  Körper  springt  mit  gleicher  Geschwindigkeit  zurück. 

Fünfuncldr(^ißi|^st<-fc?  Capitol. 
Bewegung  eines  Körpers  um  eine  Achse  infolge  von  Stoßen. 

§  662.  Im  §  575  hatten  wir  für  die  Bewegung  eines  soliden 
Körpers  um  eine  fixe  Achse,  sowohl  im  Wege  des  Theoremes  der 
Quantitäten  der  Bewegung,  als  auch  vermöge  des  Theoremes  der 
lebendigen  Kräfte,  die  Gleichungen  erhalten 


V,  = 


1 


\     dt         -^   dt/ 

Mk^^^'^^v^xY  — vX) 
dt  ^  "       ^ 


Da  wir  jedoch  die  Bewegung  eines  Körpers  um  eine  Achse 
infolge  von  Stößen  suchen,  und  wir  es  hier  nicht  mit  ordinären 
Kräften  zu  thun  haben,  so  wollen  wir  diesen  Fall  besonders  be- 
handeln. 

Seien  m,  m',  m'' .  .  .  die  Massen  der  Punkte  des  Systems, 
welches  wir  betrachten,  r,  r',  r"  . .  .  ihre  Abstände  von  der  Drehungs- 
achse, und  nehmen  wir  an,  es  würden  gleichzeitige  Stöße  auf  alle 
diese  Punkte  ausgeübt.  Jede  der  Percussionen  kann  in  zwei  andere 
zerlegt  werden,  in  welchen  die  eine  mit  der  Achse  parallel,  die  andere 
in  einer  Ebene  enthalten  ist,   die  auf  dieser  Achse  senkrecht   steht. 


datier  u,  u',  a"  .  . .,  tue  m  aut  der  tixen  Acbse  sentrecbt  stehen- 
den Ebenen  liegenden  Geschwiadigkeiten,  welche  den  Systempunkten 
mitgetheilt  sein  würden,  wenn  diese  Punkte  frei  wären.  Vor  den 
Stößen  war  der  Körper  in  Ruhe. 

§  663.  Sei  w  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems,  so  sind 
rw,  r'w,  r"w  . . .  die  von  den  Punkten  erhaltenen  Geschwindigkeiten. 
die  auf  der  Achse  und  den  Halbmessern  r,  r',  r"  . . .  senkrecht 
stehen. 

Nach  dem  Principe  von  d'Alembert.  das  wir  oben  bezüglich 
der    Stöße    angegeben,    findet   zwischen    den    von   den    Stößen   den 

Punkten  ertheilten  Quantitäten  der  Bewegung  m  u,  m'  u',  m"  u" 

die  nach  ihren  gegebenen  Richtungen  genommen  werden,  und  den 
Grüßen  der  Bewegung  mrw,  m'r'w,  m"r"w...,  von  welchen  die 
Systenipunkte  thatsächlich  beseelt  sind,  diese  im  entgegengesetzten 
Sinne  genommen,  Gleichgewicht  statt. 

§  664.  Um  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  zu  bilden,  prc- 
jicieren  wir  die  Punkte  m,  m',  m"  . . .  und  die  Richtungen  der  Gi"- 
sch  windigkeiten  auf  eine  durch  den  Ursprung  des  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  0  gehende,  auf  der  fixen  Achse  senkreelu 
stehende  Ebene,  die  wir  zur  Ebene  der  xy  nehmen,  und  Oz  die 
fixe  Achse. 

Wir  fällen  vom  Ursprünge  0  auf  die  Riehtungen  der  von  den 
Stößen  ertheilten  Quantitäten  der  Bewegung  senkrechte  Geraden, 
die  wir  mit  q.  q',  q"  . . .  bezeichnen. 

Einerseits  sind  nun  die  Momente  der  von  den  Stößen  her- 
rührenden Quantitäten  der  Bewegung,  bezüglich  der  Achse  Oz. 
mu.  m'u',  m"u",  die  den  Punkten  wirklich  ertbeilt  sein  würden, 
wenn  diese  frei  wflren, 

muq,     m'u'q',     m"n"q"... 

Anderseits  sind  die  Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung. 
^■on  welchen  das  System  thatsächlich  beseelt  ist 


mr^w. 

m'r'^w. 

m 

r"= 

Man  hat  daher  die 

Gleichung 

m  u  q  -|-  m'  u'  q'  +  m 

"u 

q" 

=  mr^w  + 

m'r'^w  + 

m' 

oder 

§  665.  Sind  alle  GeachwiDcligkeiten  u 
hat  man 

Sind  überdies  alle  von  den  Stößen  ertheil 
11.  q',  u",  welche  alle  gleich  sind,  einander  p; 
durch  die  Achse  0  z  eine  mit  der  gemcinscht 
(Geschwindigkeiten    parallele  Ebene,   so   sind        i 
stanzen  der  Punkte  von  dieser  Ebene. 

Bezeichnet  man  daher  mit  M  die  total« 
und  mit  q,  die  Distanz  des  Schwerpunktes  vo 
wie  aus  dem  Früheren  ',§§  39.  40,  450)  über 
in  Bezug  auf  eine  Ebene  bekannt  ist, 

m  q  +  m'  q'  +  m"  q"  +  +  .  .  .  ^ 
und  man  hat  daher 

4      ^  =  ^1^-^11. 
Xm  r* 

Ist  die  Geschwindigkeit   nur  einem  Thcil 
von  der  Arasse  [i.  ertheilt  worden,  während  die 
direct  keine  Gcsehwindio^keit  erbalten   haben, 
des  Schwerpunktes    von  ;j.   von    der   genannter    I 
wird  man  haben 

auf 

o.   w  ^ . : 

Imr^ 
§  666.  In  allen  diesen  Formeln  versteht  mi  i 
X  m  r^,   wenn    der  Körper  continuierlich    mit  M 
Integral  jr^dm.    Wir   haben   übrigens  dieses  I 
Moment   der  Trilgbeit   bezüglich    einer  Achse, 
oben  in  den  Gleichungen  1.    mit  Mk'^  bezeichn 
Masse  des  Körpers  und  k  den  Halbmesser  derG 
in  Bezug  auf  die  betrachtete  Achse  bedeutet. 

Die  Formel  5.  passt  auch  auf  den  Fall,  wo 
c.  der  um  eine  fixe  Achse  0  z  beweglich  ist,  ein 
anderen  Körper  c,,  dessen  Punkte  von  gleichen. 
Achse  Oz  senkrechten  Geschwindigkeiten  beseelt 


dw  _  SrxY  —  y  X) 

dt  ""         Mk-'"""   ■ 

Wie  wir  aber  aus  §  74  wissen,  ist 

7.     2(xY-yX)  =  SQq, 

WO  Q  die  trojection  einer  Kraft  P  auf  die  Ebene  der  xy,  und  q 
die  vom  Ursprünge  O  auf  diese  Projection  gefeilte  Senkrechte  be- 
deutet. Beide  Glieder  dieser  Gleichung  stellen  die  Summe  der  Mo- 
mente der  Kräfte  bezüglich  der  Achse  O  z  vor,  die  wir  gewöhnlich 
mit  N  bezeichnen.  Wir  können  also  schreiben 

dw 2Q  q 

dt  ""  Mk'^' 

Integrieren  wir  diese  Gleichung,  so  hat  man,  indem  Q  hier 
die  auf  der  Achse  der  Oz  senkrechte  Percussion  bedeutet,  welche 
die  Geschwindigkeit  u  ertheilen  würde,  wenn  der  Punkt  frei  wäre, 

da  q  bei  der  äußerst  kurzen  Dauer  des  Stoßes  als  constant  be- 
trachtet und  dem  Integral  vorgesetzt  werden  kann. 

Nun  wissen  wir  aus  früherem,  dass 


J 


0 


e 


Qdt  =  mu 


ist,  mithin 


w 


y  muq 
"  "M  k2 


übereinstimmend  mit  3. 


Sechsundclreißig:ste.s  Capitol. 
Berechnung  der  auf  die  fixe  Achse  ausgeübten  Stöße. 

§  670.  Nehmen  wir  an.  der  solide  Körper,  der  sich  um  eine 
Achse,  die  wir  für  die  Achse  der  Oz  genommen,  bewegen  kann, 
sei  durch  eine  momentane  Kraft  P  von  welcher  Richtung  immer 
in  Bewegung  gesetzt. 


"*-- 

0, 

x' 

' 

0 

X 

Geschwindigkeit  V   ertheilen.    Diese  momentane  Kraft  hat  demnach 
zum  Maße  die  Quantität  der  Bewegung  [t  V. 

Wir   beziehen    sie    auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensvatem. 
indem  wir  durch  den  Punkt  des  Körpers,  an  welchem  die  momen- 
Hg.  21.  tane  Kraft  appliciert  wurde. 

eine  auf  der  Achse  0  z  senk- 
rechte, der  Ebene  der  xy 
parallele  Ebene  ziehen,  die 
wir  als  Ebene  der  x'  0,  y' 
bezeichnen  und  wo  die 
Achsen  der  x'  und  der  y' 
parallel  sind  den  Achsen 
der  X  und  der  j.  Die  Co- 
ordinaten  des  Applications- 
^  '  punktes  seien  a,  ß.   X,  Y.  7. 

y  seien    die   Projectionen   der 

momentanen  Kraft  P  ■=■  [iV  auf  die  Coordinatenebenen. 

§  671.  Man  weiß  nun,  dass  Crleichge wicht  stattzufinden  hat 
zwischen  den  den  verschiedenen  Syatempunkten  von  der  momentanen 
Kraft  ertheilten  Quantitäten  der  Bewegung  und  den  effeetiven 
Quantitäten  der  Bewegung,  letztere  im  entgegengesetzten  Sinne  ge- 
nommen, alle  diese  Größen  in  Bezug  auf  die  fixe  Achse  Oz  ge- 
nommen. Wir  können  die  Fixität  der  0  z  dadurch  erlangen,  indem 
wir  zwei  beliebige  Punkte  dieser  Achse  0  und  O',  nflmlich  den 
Ursprung  und  noch  einen  Punkt  fixieren.  Wir  können  aber  auch 
statt  der  Fixität  dieser  beiden  Punkte,  an  O  und  O'  zwei  momen- 
tane Kräfte  der  Reaction  P,  und  Pj  von  entsprechenden  Intensi- 
täten und  Richtungen  anbringen.  Führt  man  diese  Kräfte  ein,  welche 
den  Widerstand  der  Punkte  vorstellen,  wird  das  Gleichgewicht  nicht 
gestört,  die  Punkte  O  und  0'  hören  auf  als  fix  betrachtet  zu  werden. 
und  kann  man  den  Körper  als  ganz  frei  betrachten. 

§  672.  Es  seien  nun  h  die  Höhe  des  Punktes  O'  Über  die 
Ebene  der  xy,  die  Projectionen  der  Reactionskräfte  auf  die  Coor- 
dinatenebenen X,,  y,,  Z|,  Xj,  Yj,  Zj,  und 

dx  dv  dz 

m   ,   .     m-r^,     m   , 

dt  dt'  dt 


Pankt  m,  dann  hat  man  zanächst  drei  Gleichungen,  wobei  wir  die 
Ebene  x'  y'  O,  zur  Ebene  der  x  y  nehmen, 

dx 


1. 


Y-5:mi|  +  Yi  +  Y,  =  0. 

Z  — 2m4?  +Z,  +Z,  =0 
dt 


Ferner  werden  wir  auch  drei  Gleichungen  bezüglich  der  Mo- 
mente der  Quantitäten  der  Bewegung  haben 

^  dt 

2.        "  --  -    .    ^      -     -.-  dz 


Yj  h  —  Z  ß 


lm( 


dz 
^dt 


0= 


0 


Z«-X,h+Sm(z^^-^-x|i)  =  0. 
Xß-Ya4-Sm(x^J-y^^)  =  0 

Diese  letzte  Gleichung  enthält  keine  Reactionen,  weil  diese  be- 
züglich der  Achse  der  Oz  Null  sind. 

§  673.  Diese  Gleichungen  können  transformiert  werden. 
Zuerst  sieht  man,  dass 

dz 


dt 


=  0 


ist,  da  z  constant   ist,   alle   Punkte   beschreiben   um  die  Achse  Oz 
Kreise,  die  der  Ebene  der  xy  parallel  sind. 

Ferner   hat   man,    wenn  man   für  x,  y,  z  Polarcoordinaten  r, 
0,  z  einführt, 

X  =  r  cos  0,     X  =  r  sin  9. 

Differenziert   man    diese  Gleichungen    und   bedenkt    dass  bei 
der  Drehung  nur  0  variiert,  nicht  aber  r,  so  hat  man 

de 


-,  -  =  (0, 

dt  ' 


de    . 


da  -3      nichts  anderes  ist,  als  die  Winkelgeschwindigkeit  cd.  Ferner 


hat  man 

Weisstein,  Rationelle  Mechanik.  II. 


12 


dx 
dt' 

"dt  ■ 


y 


(O 


dx 


dt 

dy 


.    dt 


r  sm  H   ,     =  — 
dt 

r  cos  H  T—  =       X  ü) 
dt 


m  X  ö)  =       M  X,  0), 


3. 


wenn    man    nämlich    mit  M  die  totale  Masse   des  Körpers  und  mit 
X|,  y^  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Körpers  bezeichnet. 

Dadurch  werden  obige  Gleichungen  1.  und  2. 

X  +  (oMyi+Xi+X2  =  0 
Y  —  ü>Mx,  -fYi  +  Y2  =  0 

z  +  Zi  4-  Z2  =  0 

Y^h  — Z  ß  — a)Smxz  =  0 
Z  a  —  X2h  —  ü)2myz  =  0 
X  ß  — Y  a4-ü)£mr2    =0 

§  674.  Die  letzte  Gleichung,  welche  die  Componenten  der 
Reactionskräfte  nicht  enthält,  ist  die  Gleichung  der  Bewegung,  sie 
bestimmt  die  Winkelgeschwindigkeit  w,  indem  man  hat 

Ya— Xß 

Imr-' 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  Formel  5.  des  §  665  tiberein. 
Denn  u  bedeutet  dort  die  Projection  der  Geschwindigkeit  V  auf 
eine  Ebene,  welche  auf  O  z  senkrecht  steht,  die  Größe  |i  u  f  bedeutet 
die  Momente  der  Quantitäten  der  Bewegung  in  Bezug  auf  die  Achse 
Oz.  Aber  auch  X,  Y  stellen  die  Projectionen  der  momentanen 
Kraft  |x  V  vor,  und  mithin  ist  die  Größe  Y'^  a  —  X  ß  ebenfalls  da.s 
Moment  der  Quantitäten  der  Bewegung  in  Bezug  auf  die  Achse  0  z. 

Die  vierte  und  fünfte  der  Gleichungen  3.  bestimmen  X.,  und 
Y2,  die  erste  und  zweite  dieser  Gleichungen  lassen  dann  finden 
Xj  und  Y^,  die  dritte  dieser  Gleichungen  gibt  dann  die  Summe  von 
Z^  und  Z.,,  besonders  können  sie  nicht  bestimmt  werden,  wie  man 
das  schon  aus  dem  früheren  weiß.  Aus  der  vierten  und  fünften  ist 
endlich  zu  ersehen,  dass.  wenn  h  variiert,  X.>  und  Y«»  in  verkehrtem 
Verhältnisse  von  h  variieren. 


lyeaingungen,  aass  ate  jicnse  Keinen  ocojj  erceiae. 

§  675.  Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungen  aufsuchen,  welche 
erfüllt  sein  mtlssen,  damit  die  Achse  keinen  Stoß  erleide. 

Zu  diesem  Ende  ist  es  nothwendig,  dass  die  Componenten  der 
Reactionskräfte  Null  seien.  Führt  man  diese  Hypothesen  in  die 
ersten  fünf  Gleichungen  von  3.  ein,  nimmt  die  Ebene  Oi  x'  y'  für 
die  Ebene  der  xy,  nennt  z'  den  neuen  Wert  von  z,  so  hat  man 

X+wMy,  =0 
Y  —  (öMxi  =0 
5.    <!  Z  =  0 

Smxz'  =  0 
S  m  y  z'  =0 

Die  Gleichung  Z  =  0  drückt  aus,  dass  die  der  Masse  M  er- 
theilte  Percussion  in  einer  Ebene  liegen  muss,  welche  senkrecht 
auf  der  Achse  Oz  steht. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  drücken  die  Bedingung  aus, 
dass  Oz  eine  der  Hauptachsen  der  Trägheit  in  Bezug  auf  den 
Punkt  Ol  zu  sein  hat. 

§  676.  Um  die  ersten  zwei  Gleichungen  von  5.  zu  inter- 
pretieren, lassen  wir  die  Coordinatenebene  der  O^  x'  z  durch  den 
Schwerpunkt  gehen,  und  dann  hat  man 

yi=0?     Xi  =  gi  =  l. 
Die  zwei  ersten  Gleichungen  von  5.  werden  demnach 

X  =  0,     Y  =  ü)Ml. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  bedeutet,  dass  der  ganze  Stoß 
sich  auf  die  Componente  Y  reduciert,  da  man    schon  Z  =  0  hatte. 

Die  Percussion  muss  demnach  auf  der  Ebene  z  0  G,  welche 
durch  die  Achse  Oz  und  den  Schwerpunkt  geht,  senkrecht  stehen. 
Die  zweite  Gleichung  gibt  den  Wert  von  f,  das  ist  der  kürzesten 
Distanz  der  Percussionskraft  von  der  Achse  O  z. 

Denn  man  hat 


Y  =  (X  u,     CO  =  ^, 


[luf 


imr 


2* 


Die  Gleichung 


Y  =  a)Ml 


wird  demnach 


12* 


tj  677.  Sei  nun  M  p'^  das  Moment  der  Trägheit  bezüglich  einer 
Achse,  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  parallel  der  Oi 
geht,  30  hat  man  fUr  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  bezUglicti 
der  Achse  Oz 

Imr^  =  Sm  (P  +  p^)  =  M  (P  +  p^). 


Daher  hat  i 


6.    f  = 


l^_+_p^ 
"       1 


das  heißt,  der  Stoß  hat  die  darch  die  Achse  Oz  und  durch  deu 
Schwerpunkt  des  Körpers  gehende  Ebene  senkrecht  in  einem  Punkte 
zu  treffen,  dessen  Distanz  von  der  Achse  Oz  den  in  6,  au^e- 
drückten  Wert  hat. 

§  678.  Die  Bedingangen,  damit  die  Achse  keine  Percussion 
erleide,  sind  demnach  folgende. 

1.  Die  Direction  des  Stoßes  muss  senkrecht  stehen  auf  der 
Ebene,  welche  durch  die  fixe  Achse  und  den  Schwerpunkt  des 
Kürpers  geht. 

2.  Die  Achse  0  z  mtiss  eine  der  Hauptachsen  der  Trt^heit 
für  den  Punkt  0,  sein,  in  welchem  sie  die  Ebene  trifit,  die  die 
momentane  Kraft  enthalt   und  senkrecht  auf  der  Achse  steht 

H.  Endlich  muss  die  Distanz  der  momentanen  Kraft   von  der 

p^ 
Achse  O  z  gleich   sein  1  -[^  . ,   wobei   1   die   Distanz   des    Schwer 


Y  gleich  Null  sein,  und  alsdann  ist  f  = 
des  Stoßes  sei  anendlich  entfernt. 


,  das  ist,  der  Mittelpunkt 


§  680.  Ist  umgekehrt  der  Kürper  in  Bewegung  um  eine  Achse, 
könnte  man  brüsk  die  Bewegung  aufhalten,  ohne  dass  die  Achse 
einen  Stoß  erleide,  wenn  man  an  den  Mittelpunkt  des  Stoßes  eine 
momentane  Kraft,  gleich  u  M 1  senkrecht  auf  einer  Ebene,  welche 
durch  die  fixe  Achse  und  den  Schwerpunkt  des  Körpers  geht, 
appliciert. 


Siebenunddreißigstes  Capitel. 
SchwiBgongeiL  einer  biegsamen  Saite. 

§  681.  Betrachten   wir  eine  liomogene,    vollkommen  biegsame 
Saite,  gespannt  zwischen  zwei  fixen  Punkten  A  und  B. 

Die  Saite    sei   in 
der  ganzen  L&nge  gleich  8- 

dick,  ein  wenig  aus- 
dehnbar, durch  eine 
Kraft  gleich  dem  Ge- 
wichte (d  gespannt  und 
mit  den  beiden  Enden 
an  den  fixen  Punkten 
A  und  B  attachiert.  Sie 
bildet  in  ihrem  Gleich- 
gewi chtfizustan  de  eine 
gerade     Linie,     genug 

dünn,  so  dass  wir  die  Saite  als  mathematische  Linie  ansehen  kUnnen. 
Das  Gewicht  der  Saite  wird  gegenüber  w  vemachlflssigt.  Nehmen 
wir  nun  an,  man  entferne  sie  ein  wenig  aus  ihrer  Glcicbgewichts- 
lage  und  ertheile  allen  ihren  Punkten  kleine  Geschwindigkeiten, 
dann  wird  sie  nm  die  Gerade  AB  Schwingungen  machen,  und  man 
bat  nun  Lage  und  Geschwindigkeiten  ihrer  verschiedenen  Punkte 
in  einem  beliebigen  Zeitpunkte  zn  bestimmen. 

§  682.  Es   sei    zur  Epoche  t  die  Form    der  Saite  AMB,  die 
eben  oder  doppelt   gekrümmt  sei,    wo  M  die  Lage  ist,   die   ein  he- 


Daten  des  Punktes  N  in  seiner  Grleichgewichtslage  sein 

X,  0,  0, 
und  in  seiner  neuen  Lage  M 

AP  =  x  +  u,     PQ  =  y,    MQ  =  z. 

Die  Deplacements  der  Punkte  der  Saite  werden  sehr  klein 
sein,  und  daher  auch  u,  y,  z,  und  unsere  Aufgabe  ist,  deren  Werte 
als  Functionen  von  x  und  t  zu  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  mit  ds  das  Differentialelement  der  krummen 
[jinie  A  M  B.  also  den  unendlich  kleinen  Bogen  M  M',  welcher  dem 
Element  NN'  =  dx  entspricht.  Sei  e  die  Masse  der  Einheit  der 
Lange  der  Saite,  und  demnach  sds  die  Masse  des  Elementes  MM'. 
Die  Masse   von  N  N'   ist,   wenn    wir  das  Gewicht   der  Saite  mit  p. 

und  deren  Länge  mit  I  bezeichnen,  -  ,  d  x.  Da  nun  M  M'  und  N  S' 

eine  und  dieselbe  Masse  haben,  so  ei^ibt  sich 

1.     Ed8  =  i-dx. 

§  683.  Man  mnss  auch,  wenn  die  Schwingungen  sehr  klein 
sind,  die  Spannungen  von  d  x  und  d  s  betrachten.  Das  Element  der 
Länge  der  Saite  war  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  N  N'  =  d  x 
und  im  Zustande  der  Bewegung  M  M'  =  d  s  geworden.  Im  ersten 
Falle  ist  die  Spannung  (u,  im  zweiten  T.  Die  Erfahrung  lehrt  aber, 
dass,  bei  einem  homogenen  Faden  von  constanter  Dicke,  solange 
die  Spannung  nicht  der  Grenze  nahe  kommt,  bei  welcher  der 
Faden  zerreißt,  der  Unterschied  der  Spannungen  T  —  to  proportional 
ist  dem  Verbältnisse  seiner  Ausdehnung  d  s  —  d  x  zu  seiner  ursprüng- 
lichen Länge  d  x,  so  dass  man  hat 

^         dx 
wo  q  ein    constanter  Coefiicierit   ist,   welcher    vom  StoiTe    und   von 
der  Dicke  der  Saite  abhängt. 
Ferner  hat  man  auch 

ds=  =  (dx  +  du)2  +  dy^  +  dz^, 


ds  d  s 

die  Saite  nur  sehr  kleine  Schwingungen  effecti 
tungen  der  Tangenten  der  Punkte  der  krumme 
wenig  von  dieser  Linie  entfernen  und  mit  der 

d  V  dz 

kleine  Winkel  bilden.  Die  Größen  -z^-  und  5— 

ds  d  3 

gleich    Null   sein    und   können    in  der  Gleichui 

werden,  so  dass  diese  wird 

4.  ds  =  dx-[-du. 

Daher  wird  die  Gleichung  2. 

5.  T  —  ü)  =  f  1  .  -r— . 

^    dx 

§  684.  Man  bestimmt  zunächst  die  äußeren 
ein  Element  MM'  wirken.  Diese  Kräfte  sind  ( 
M  nnd  M',  ferner  etwaige  Kräfte,  deren  Compor 
heit  der  Masse  bezogen  X,  Y,  Z  heißen  mögen, 
nach  diese  Componenten  für  das  Element  MM' 

X  e  d  s,     Y  s  d  Sj     Z  e  d  s. 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines 
hatten  wir  im  §  264,  und  um  diese  Gleichungen 
den  Fall  anzuwenden,  haben  wir,  nach  dem  Princi 
nur   die  Trägheitskräfte    hinzuzufüoren,    und    dies 
in  Anwendung  zu  bringen. 

§  685.  Die  Trägheitskräfte  sind,  wenn  man 

d'^(x  +  u)        d^u     .   ^ 
setzt  und  erwägt,    dass  --—,—. — -  =  -\—:r^   mder 

dt-  dt- 

nicht  von  der  Zeit  t  abhängig  ist, 

,     d^u  1     d^v  j 

-Sds-^^-,,         -Sds--^,         -£di 

Die  Gleichungen   des   §    264    auf  den   vorl 
gewendet,  werden  demnach 


{-'KX^) 


■-^-)  +  Xsds  —  sds 


6.     -   d(^T-   -^^'-  -\  + Yeds  — sds 
^(^     "dr    -)  +  ^^^ds-£ds 


Sind  außer  den  SpannuDgen  keine  äußeren  KrUfte  vorhanden. 
oder  vernachlässigt  man  sie,  wie  die  Kraft  der  Schwere,  und  setzt 

fUr  eds  den  M'ert  -  ,  dx  aas  Gleichung  1..  so  hat  man 

gl  =      ' 


d(T 
d 


{^-t:  -)- 


p    d^z 
"gl   dF 


dx 


§  686.  Im  Falle,  wie  im  §  683  vorausgesetzt  wird,  die  Schwin- 
gungen sehr  klein  sind,  können  diese  Gleichungen  auf  die  lineare 
Form  zurückgeführt  werden  und  sind  integrierbar. 

Vermöge  4.  wird  d  (^T -^^i^\  =  dT  und  infolgeronö. 
ist  dTr=dlq3- I,  da  w  constant  ist. 

Die  erste  der  Gleichungen  7.  wird  mithin 

d'u  p    d-u 

**  dl^-  ~  glTt'' 


(]  g  1  d*  u 
p     dl<i  = 


d'u 
'  df 


Setzt   man  ■   --  =  a^    so  hat  man 
P 

d^n  j  d'u 

TP"'    dx'' 
§  687,  Audi  die  zwei  anderen  der  Gleichungen  7.  lassen  sich 
transformieren,  indem  man  hat 

dy dydx dy 

ds   dxds   dx^ 
dx 


dx   \  ^  'dx/dx    dx' 


da  -z —  und  ~  sehr   kleine  Größen    sind,    uno 
dx  dx  ' 

nachlässigt  werden  kann.  Man  hat  daher   fUr 


(^  a  .0  = 


ü>  d 


dx 


0) 


d^y  p    d"^y 

dx2  ~  glXt^" 


d''  y  ö>  g  1     d^  y 

dV  ~~    "p  "  •  d^^' 


«ogl 


und   setzt  man  —  —  =  a'*,  so  wird 


d^y 
dt'»" 


,  d^v 
*    dx^ 


Ganz  in  dieser  Weise  wird  die  dritte  Glei 


d2 


z 


dt2 


a- 


d^z 
d"x2' 


Die  Gleichungen  7.  werden  demnach 


8. 


d^ 

dt2 


a- 


d^u       d^y  2  ^^y       ^ 

~d'x2'     Tt^"""^    dx2'     "d 


und  man  kann  u,  y,  z  als  Functionen  von  x  ur 

Da  die  Veränderlichen  u,  y,  z  in  diesen  ' 
trennt  sind,  so  findet  man  daraus,  dass  die  Bewe 
der  Saite  parallel  den  Achsen  voneinander  ue 
sammen  bestehen  werden,  ohne  sich  wechselseit  ; 
Für  einen  beliebigen  Wert  von  x  gibt  die  ei  I 
Wert  von  u,  während  die  beiden  anderen  Gleic  i 
sein  können,  wenn  man  y  und  z  gleich  Null  setzt 
Saite  hat  dann  eine  schwingende  Bewegung  au  ' 
von  der  er  sich  nicht  entfernt. 

Die  Schwingungen  längs  der  Linie  A  B  heiße  i 
und  die  parallel  den  Achsen  Ay,  Az  sind  trans' 
Die  letzteren  werden   parallel  der  Ay  und   der  i. 

dz 
wenn  die  Anfan2:swerte   von  z  und  i-    dieselben 

°  dt 


Transversale  Scktinngungen. 
§  688.  Die  Gleichung 

d^y  2  d-y 

hat  zum  allgemeinen  Integrale 

9.     y='f  (x  +  at)  +  ^{x  — at), 
wo  f  und  if  zwei  willkürliche  Fanctionen  sind,  die  wir  betrachten 
wollen. 

Um  diese  zu  bestimmen,  muas  mau  im  Ursprünge  <ler  Zeit 
die  durch  die  Saite  gebildete  Curve  und  die  Componente  der  Ge- 
scliwindigkeit  eines  jeden  Punktes  parallel  der  Achse  der  y  kennen. 

Sei  für  t  =  0 

10.     y  =  f{x),    ||  =  f,W, 
und  fuhrt  man  diese  Werte  in  9.  ein,  so  hat  man 

11.    f(s)  =  'f(i)  +  4.w. 

12.     f,Cx)  =  a[T'W-fWl. 

18.     »•  (s)  —  f  (X)  =  ?!-^l 

Integriert  man  13.  und  setzt 

^.jf,Wdx  =  F(xX 

SO  hat  man 

14.    TW-tW=Ii'W  +  o. 
AuB  11.  und  14.  hat  man 

15.  tM=  2    [f(x)  +  F(x)  +  c]. 

16.  ^.(x)=  2    [f(s)-F(x)-c]. 

Substituiert  man  für  x  in  15.  die  Größe  x  -|-  at,  und  in  16. 
X  —  at,  und  addiert,  so  hat  man  den  Wert  von  y,  wo  c  nicht  vorkommt. 

§  689.  Man  sieht,  dass  man  durch  die  Gleichungen  15.  und 
16,  die  Fanctionen  'p  und  ^,  we  f  (x)  und  F  (x),  nur  für  Werte 
der  Veränderlichen   x   kennt,    welche    zwischen   x  3=  0  nnd  x  = ! 


liegen.  Man  braucht  aber  diese  r  unctionen  ^  und  ']^  außerhalb  dieser 
Grenzen  zu  kennen,  da  man  statt  x  die  Größen  x-j-at,  x  —  at 
zu  setzen  hat,  welche  Größen  die  Werte  von  0  und  1  überschreiten 
können,  da  die  Zeit  unendlich  wachsen  kann.  Um  also  die  Func- 
tionen ff  und  'ji  außerhalb  dieser  Grenzen  zu  bestimmen,  wollen  wir 
ausdrücken,  dass  die  Punkte  A  und  B  unbeweglich  sind. 

Für  den  Punkt  A  wird  man  haben,  wie  auch  immer  t  sei, 

cp  (at)-f-^(— at)  =  0, 
und  setzt  a  t  =  C,  so  wird  diese  Bedingung  sein 

17.    ?(C)  +  M-C)  =  0. 

Für  den  Punkt  B  wird  man  haben 

18.  cpa  +  o  +  ^'O  — c)  =  o. 

cp  (C)  und  <[)  (C)  sind  bekannt  für  die  Werte  von  C  zwischen 
0  und  1. 

Die  letzte  Gleichung  gibt 

18.  <p(l  +  C)  =  -^(l-C). 

^  {l  —  C)  ist  bekannt  für  Werte,  die  zwischen  0  und  1  liegen. 
Also  kann  man  daraus  cp  (1  -f-  C)  für  dieselben  Werte  von  C  wissen. 
Setzt  man  also 

1  +  c  =  c, 

so  wird  cp  (C)  bekannt  sein  für  die  Werte  von  C  zwischen  1  und 
2  1,  und  da  sie  schon  für  Werte  von  0  bis  1  bekannt  ist,  wird  sie 
für  Werte  von  0  bis  21  bekannt  sein. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  18.  C  durch  1  -[-  C,  so  wird 
dieselbe 

19.  <p(21  +  C)  =  -<[.(-C). 

Die  Bedingung  17.  gibt  aber 

<p  (0  =  -  4.  (-  C). 

Daher 

20.     cp(21  +  C;  =  ?(C), 
die    Function  cp   ist   also    periodisch   und   hat  zur  Periode  21,  und 
kennt  man  auf  diese  Weise  die  Function  cp  von  0  bis  co. 
Setzt  man  ferner  in  18. 

C  <  l  1  —  C  statt  C, 
so  erhält  man 

21.    rp(2i_C)  =  ^c!;(C). 
Die  Function  cf  ist,    wie  wir  bald    sehen  werden,  auch  perio- 
disch und  hat  eine  Periode  von  21,  es  folgt  demnach  aus  21.,  dass 
cp  auch  für  alle  negativen  Werte  bekannt  ist. 


wenn  man  statt  C  die  Crrößen  2 1  -|-  C  setzt 

?(21  +  C)  +  1,(-21-t)  =  0, 
aus  19.  and  20.  hat  man 

9  (21 +  C)  =  T  «)  =  -♦(-«, 

T(2i  +  i:)  +  tc-i:)  =  o. 

Daher 

tK-21  — O^l-C-C). 
Setzt  man  —  21  —  C  ^  C,  so  hat  man 

t  (21 +  (:')  =  ♦«■). 

Daraus  sieht  man,  dass  ^  auch  periodisch  wie  die  erste  ist 
and  eine  Periode  2 1  hat. 

21 
Aus  diesem  allem  erhellt,  dass,  wenn  at  um  2  L  oder  t  nm  -- 

'  '  ^  a 

wächst,  die   Ordinate  y  denselben   Wert  bekommt,  und  ebenso  -p- 

dz 
Dasselbe   wird   der  Fall   sein   mit   z  und  -j-.  Die  Saite  macht  daher 

eine    Folge   von   gleichen    und    isochronen  Schwingungen,  jede   in 

der  Dauer  von  — . 
a 

§  691.  Im  inneren  Raum  also,  wenn  die  Punkte  absolut  fix 
sind,  würde  die  Saite  eine  unendliche  Folge  von  den  erwähnten 
Schwingungen  machen.  Aber  der  Widerstand  der  Luf^  und  der 
Umstand,  dass  die  Saite  einen  Theil  ihrer  Bewegung  den  zwei  End- 
punkten A  und  B  mittbeilt,  vermindern  stufenweise  die  Amplitude 
der  Schwingungen  und  vernichten  sie  schließlich  ganz,  wobei  aber 
der  Isocbronismus  kaum  merklich  alteriert  wird.  Diese  Thatsache 
kann,  wie  bei  dem  einfachen  Pendel,  durch  die  Rechnung  gezeigt 
werden  und  wird  auch  durch  die  Erfahrung  bestätigt 

§  692.  Bezeichnet  man  mit  T  die  Dauer  einer  Schwingung, 
und  mit  n  die  Zahl  der  in  der  Einheit  der  Zeit  von  der  Saite 
effectuierten  Schwingungen,  so  hat  man 

T  -  ?1       „  _  1  _  i 
a'  T  ~  2r 

Man  hat  aber 


Die  BchwiDgeDde  Saite  theilt  ihre  SchwinguDgen  der  Luft  mit, 
und  diese  macht  dieselbe  Zahl  von  Schwingungen  in  derselben  Zeit. 
Der  erzeugte  Ton  hat  zum  Maße  n  und  ist  um  soviel  höher,  ala 
derselbe  in  einer  gegebenen  Zeit  eine  größere  Zahl  von  Schwingungen 
niacht.  Diese  Zahl  ist  unabhängig  von  der  Amplitude  der  Schwingungen, 
auch  unabhängig  von  der  anfänglichen  Figur  der  Saite  und  vom 
Modas  der  Erschütterung. 

Für  dieselbe  Saite  ist  diese  Zahl  der  Schwingungen  propor- 
tional der  Quadratwurzel  der  Spannung  co,  und  fUr  Saiten  von  dem- 
selben Stoffe  und  derselben  Dicke  ist  n  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse der  Lungen  der  Saiten,  da  p  proportional  der  Lange  I  ist. 
Endlich  ist  n  fUr  Saiten  von  derselben  Lange,  welche  gleich  ge- 
spannt sind  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Quadratwurzel  ihrer 
Gewichte.  Die  Erfahrung  bestätigt  diese  Gesetze. 


§  693.  Es  gibt  Fälle,  wo  die  Saite,  infolge  ihres  anfitnglichen 
Zastandes,  sich  gewissermaßen  spontan  in  eine  gewisse  Anzahl 
jrleicher  Theile  theilt,  welche  unisson  schwingen.  Die  Trennnngs- 
punkte,  Knoten  genannt,  bleiben  während  der  Dauer  der  Bewegung 
unbeweglich.  Der  Ton  erhöht  sich  im  Verhältnisse  der  Anzahl 
dieser  Theile.  Wir  gehen  gleich  einen  Fall  und  gehen  wir  von  der 
Gleichung  8.  aus. 

dV         *   "dx^" 

Nehmen  wir  an,  die  Dimensionen  der  Saite  und  deren  Spannung 

seien  gegebene,  so  kann  man  über  die  Figur  der  Saite  und  die  an- 

fiingliche    Geschwindigkeit   ihrer   Punkte    verfügen,   in   der  Weise, 

daas  ihre  Bewegung  vorgestellt  sei  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  e  X, 

wobei  6  eine  Function  nur  von  t,  X  eine  Function  nur  von  x  zu 
sein  hat.  Denn  differenziert  man  diese  Gleichung  unter  dieser  An- 
nahme, so  wird  man,  unter  Beachtung  der  Gleichung  8.,  haben 

X   dl"         n-   B    dt'  ' 


und  durch  diese  Gleichung  wird  die  Gleichung  8.  in  der  That 
verificiert. 

§  694.  Damit  aber  die  Gleichung  22.,  in  welcher  das  erste 
Glied  eine  Function  nur  von  x,  das  zweite  eine  Function  nur  von 
t  ist,  bestehen  kann,  müssen,  wie  wir  wissen,  damit  zwischen  0  und 
X  keine  Dependenz  eingeführt  werde,  beide  Glieder  sich  auf  eine  und 
dieselbe  Constante  reducieren.     Nennen  wir  diese    Constante  —  k^- 

Man  wird  demnach  haben 

d^X 
23.     ^-^  +k2X  =  0. 

Ein  particuläres  Integral  dieser  Gleichung  ist 

24.     X  =  sin  k  x. 

Auch  für  ö  hat  man  die  Gleichung 

d2  0 
25.       ~T  +  a2k2e  =  0, 
dt^ 

und  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist 

26.     0  =  c  cos  a  k  t  4"  C  sin  a  k  t. 

Daher 

27.     y  =  sin  k  X  (c  cos  a  k  t  -|-  c'  sin  a  k  t). 

Setzt  man  darin  t  =  0,  so  hat  man  für  die  anfängliche  Figur 

der  Saite 

28.     y  =  c  sin  k  X. 

Nehmen  wir  an,  die  Anfangsgeschwindigkeit  sei  Null,  was  wir 
annehmen  können,  dann  ist  c'  Null,  und  wir  haben 

29.    y  =  c  sin  k  x  cos  a  k  t. 

Man  muss  noch  die  Bedingung  ausdrücken,  dass  die  Punkte 
A  und  B  immer  fix  bleiben.  Für  x  =  0  hat  man  y  :=  0,  welchen 
Wert  auch  t  hat.  Will  man.  dass  y  =  0  für  x  =  1  werde,  welchen 

Wert  auch  t  hat.  muss  man  setzen  kl  =  m:u,  k  =  — p,  wo  meine 

ganze  Zahl  bedeutet,  und  die  Gleichung  29.  wird 

„^  .    mTüx        amirt 

30.     V  =  c  sm  — ; —  cos  — -. — . 

1  1 

Wenn  man  demnach  die  Saite,  welche,  ohne  Anfangsgeschwin- 
digkeit die  Form  der  Curve 

.    micx 
y  =  csin— j— 


-7 


isochronen  Schwingungen  effectuieren,  deren  Gesetz  durch  die 
Gleichung  30.  gegeben  ist. 

§  695.  Wie  wir  gesehen,  hat  y  eine  periodische  Function  von  t 
zu    sein.   In   der  That   nimmt  y  in  Gleichung  30.   denselben  Wert 

an,    wenn   t  um wächst,  wodann  y  und  -—■  dieselben  Werte 

'  m   a  ■'dt 

bekommen.    Die  Zahl   der  Schwingungen   sind  m  ;r-T,  also  m-mal  so- 

viel  als  diejenige  Zahl,  welche  nach  der  allgemeinen  Theorie  dem 
tiefsten  Ton  der  Saite  entspricht. 

§  696.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  in  diesem  Falle,  in  der 
That  die  Saite  sich  spontan  in  m  gleiche  Theile  theilt,  welche  so 
schwingen,  als  wären  sie  ganz  getrennt,  und  man  derart  m  —  1 
Schwingungsknoten  hat 

Man  wird  nämlich  alle  Punkte,  welche  während  der  ganzen 
Bewegung  unbeweglich  bleiben,  erhalten,  wenn  man  in  30. 

.    mirx       ^  i    , 

sm  — -, —  =  0,     X  =  —  1 
1  m 

setzt,  wo  i  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  kleiner  als  m  zu  sein 

hat,  und  y  wird  Null  werden  für  Werte  von  x 

'mm  1        '    ' 

was  auch  t  sei. 

Longitudinale  Schwingungen. 

§  697.  Die   longitudinale    Bewegung   ist    gegeben    durch    die 

Gleichung  8. 

d^u   .,  d^u 

Tt2"  —  ""'dt^' 

welche  ganz  von  derselben  Form  ist,  wie  bei  den  transversalen 
Schwingungen,  und  bezeichnet  man  mit  n'  die  Zahl  der  in  der 
Zeiteinheit   effectuierten   longitudinalen  Schwingungen,   so   hat  man 

a 
oder,  da 

P 


31. 


n.=r. 


daher 


4pl 


32. 


Q  q 


(0 


—  ist   eine   sehr   kleine  Größe,   denn    aus    der   Gleichung  5. 

q 

^  ds  —  dx 

T  —  a>  =:  q = 

dx 

sieht  man,  dass  q   die  Ausdehnung   der  Spannung  ist,  welche  man 

der  Saite  geben  müsste,   damit  seine  Länge    oder   die  Länge  eines 

jeden  Elementes  verdoppelt  werde,  da  wenn  man  d  s  =  2  d  x  setzt, 

T  —  CD  =  q  wird.    Die  Constante  q  ist  demnach  viel  größer  als  w. 

Man  sieht  also,   dass  das  Verhältnis  — -   sehr   klein   ist,    und  dass, 

7  n 

von  den  beiden  tiefsten  Tönen  derselben  Saite,  der  Ton,  welcher  den 
longitudinalen  Schwingungen  entspricht,  der  höhere  ist. 

§  698.  Setzt   man   in  der  Gleichung  5.  T  =  2  <o,  so  hat  man 

0)  ds  —  dx 

"if""        d^      ' 

und  nennt  man  X  die  Ausdehnung,  um  die  eine  Saite  von  der 
Länge  1  und  aus  der  Spannung  a>  ausgedehnt  wird,  wenn  die 
Spannung  co  um  co  zugenommen  hat,  so  sieht  man,  dass  X  und 
d  s  —  d  X  als  Vergrößerungen  von  1  und  d  x  proportional  sind  den 
Längen  1  und  dx,  mithin 

X         _  J 
"dx' 


daher 


ds  —  dx 

X  ds  —  dx 

"T  ~" 

OD 

q 


dir 

''  1' 


n 


CO 


X^ 

r 


0) 

Aus  diesem  Verhältnisse  sieht  man  noch  deutlicher,    dass  — 
sehr  klein  ist,  da  X  im  Verhältnisse  zu  1  sehr  klein  ist. 


VI.  Theil. 

STATIK    UND    DYI 

flüssiger    Kcirpcr. 


Aclitunddreißi^st OS    Cap 

Einleitende  Begriffe. 

§  699.  In   diesem   Theile   werden   wir   die 
Gleichgewichtes  und  der  Bewegung  flüssiger  Korpe 
Theil  der  Untersuchungen  würde  der  Statik  gehörei 
des  Gleichgewichtes  von  Flüssigkeiten  nimmt  eine 
ein,  und  bald  schließen  sich  daran  die  Fragen  de 

Die  Statik  der  Flüssigkeiten,  auch  Hvdrost 
zum  Gegenstande  die  Gesetze  des  Gleichgewichtes  ^ 
Man  betrachtet  hiebei  die  Flüssigkeit  als  eine  Sami 
Molecüle,  die  dem  geringsten  Bestreben,  sie  zu  tre 

Die  Flüssigkeiten,   welche   die  Natur   uns  bi( 
mehr  oder  weniger  diesem  Zustande  einer  voUkomn 
Zwischen  den  Theilchen  dieser  Substanzen  herrscht 
Zusammenhang,  den  man  Viscosität  oder  Zähig 
der  sich  der  Trennung  ihrer  Theile  widersetzt.  Mit  i 
einiger  Flüssigkeiten,  bei  welchen  diese  Zähigkeit  1 
kann  man  die  Gesetze  des  Gleichgewichtes,  zu  welcl 
bei  allen  übrigen  Flüssigkeiten  ohne  merklichen  F 
indem  wir  von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  d 
kommen  trennbar  und  beweglich  sind,  und  zwische 
keine  Cohäsion  stattfindet. 

§  700.  Man  unterscheidet  zwei  Arten  von  F 
tropfbaren  und  die  luft förmigen.  Die  tropfbar 
nennt  man  auch  unzusammendrückbare,  die  siel 
beträchtlichem  Drucke  zusammendrücken  lassen.    1 

WeUatein,   Rationelle  Mechanik.  II. 


vrasarcen  lassen  aica  zusammenarucKen  unu  sinu  voiiKomnieD 
elastisch,  so  dass  sie,  unter  dem  Drucke,  gleichzeitig  Gestnlt  ond 
Volumen  ändern,  und  sobald  der  Druck  auf  hürt.  wieder  ihre  ursprung- 
liche Gestalt  annehmen  können.  Deshalb  heißen  sie  auch  elastische 
Flüssigkeiten.  Zu  diesen  gehören  auch  die  Dämpfe,  sie  sind  elastiadi, 
jedoch  kann  ein  bestimmter  Kaum,  für  eine  gegebene  Temperatur, 
nur  eine  bestimmte  Quantitiit  Dampf  enthalten,  so  dass  sich  ein 
Theil  des  Dampfes  in  Wasser  verwandelt,  subald  der  Dampf  diese 
Grenze  überschritten  hat.  Dieses  Maximum  des  Dampfes  ist.  bei 
gleicher  Temperatur,  dasselbe  im  leeren  Raum,  oder  wenn  der  Raum 
mit  Luft  gefüllt  ist.  Die  atmosphärische  Luft  und  die  anderen 
Gasarten  nennt  man  auch  permanente  Flüssigkeiten. 

Ihuck  einer  Flüssigkeit  auf  eine   Gefäßwand. 

%  701-  Eine  Flüssigkeit,  welche  in  einem  offenen  oder  von 
allen  Seiten  geschlosseneu  Gefyße  unter  dem  Eindrucke  beliebiger 
Kräfte  im  Gleichgewichte  ist,  übt  einen  Druck  auf  die  sie  ein- 
schließenden Gefilßwünde  aus.  der  von  einem  Punkte  zum  anderen 
verschieden  sein  kann.  Um  diesen  Druck  auf  eine  Gefäßwand  genau 
zu  bestimmen,  nehmen  wir  eine  ebene  Fläche  dieser  Wand,  welche 
der  Einheit  gleichkommt,  und  in  dieser  Einheit  einen  unendlich 
kleinen,  den  Punkt  M  enthaltenden  Theil,  das  Element  w,  and 
nehmen  an,  dass  der  Druck  der  wirkenden  Kraft  auf  das  Element 
w  sieh  mit  derselben  Intensität  und  in  derselben  Richtung  auf 
alle  Elemente  dieser  Flächeneinheit  wiederhole,  das  heißt,  dasa 
alle  Elemente  w  dieser  Flächeneinheit  denselben  Druck  erleiden, 
Sil  gibt  die  Resultante  dieser  Kriifte  das  Maß  für  den  Druck  der 
Fltlssigkeit  auf  die  Flächeneinheit  dieses  Theiles  der  Wand,  in  welchem 
der  Punkt  M  cntbalten  ist.  Es  ist  der  Druck  der  Kräfte  bezogen 
auf  diese  Flächeneinheit  fur  diesen  Theil  der  Wand,  den  wir  mit 
p  bezeichnen.  Die  Flüssigkeit  übt  gewisse  Actionen  auf  ein  Element  o» 
dieser  Flächeneinheit  aus.  deren  Resultante  vorgestellt  werden  kann 
durch  ptu.  Der  Druck  der  Flüssigkeit  auf  ein  Element  to  und  einen 
in  diesem  Elemente  enthaltenen  Punkt  M  der  Wand,  den  wir  den 
Druck  im  Punkt  M  nennen,  und  mit  p  bezeichnen,  ist  nichts 
anderes  als  die  Grenze  des  Verhältnisses  jener  Resultante  zum 
Flächeninhalte  dieses  den  Punkt  M  enthaltenden  Elementes  w. 


§  702.  Man   kann   es   als    Ergebnis   der 
dass    die  Richtung   des  Druckes   immer   senkrc 
dem  Drucke   befindlichen  Elemente   der  Wand 
und  Reaction  immer   gleich  sind,   so  existiert  ii 
Sinne  ein  gleicher  Druck  in  der  Ausdehnung  d 

Diese   senkrechte  Richtung   der  Wirkung 
allgemeinen    Gesetzes,    dass    sich   berührende  K» 
Wirkungen  aufeinander  ausüben,  wenn  keine  Reil 
stattfindet. 

Eine    fernere    Eigenschaft     der    Flüssigke^ 
wenn  auf  einen  Theil    einer,    in    einem    allseitig 
fäße  im  Gleichgewichte  befindlichen  Flüssigkeit, 
genau  ausfüllt,   ein   nach    innen   gerichteter  Dru« 
eine   nach   innen   gerichtete   Verschiebung    der 
beispielsweise  durch  Hineindrticken  eines  dicht  schl 
ausgeübt  wird,  dieser  Druck  mit  derselben  Intensiti 
großen  ebenen  Theil  der  Fläche  der  Wände  sich 

Die  Größe  dieses  Druckes  wird  demnach  au 
im  Verhältnisse  dieser  Flächen  sein,  wenn  diese  c 
es  nicht,  so  gilt  dieser  Satz  für  unendlich  kleine 

§  703.  Diese  Theoreme  gelten  für  innere  D] 
auf  die  W^ände  ausgeübten  Drucke.  Denn  das  Gle 
nicht  gestört  sein,  wenn  man  annehmen  würde,  das 
der  Flüssigkeit,  die  Punkte  invariabel  zu  einem  s< 
worden,   man  kann  daher   im  Innern  der  Flüssig! 
Richtung  eine  feste  Wand  sich  angebracht  denken 
jedes  Element  dieser  Wand  wird  demnach  normal 
in  dem  im  §  702  vorausgesetzten  Fall,  der  Druck 
gegebene  Weise  fortpflanzen,  und  daher  gelten  jene  i 
für  den  Druck  der  Flüssigkeiten  auf  die  Wände  dei 
den    Gefäße   aufgestellt   haben,    auch   für   Drucke 
der   Flüssigkeiten  ausgeübt  werden. 

§  704.   Daraus    wird    man    den  Satz    ableite 
einer  im  Gleichgewichte  befindlichen  Flüss 
Oberflächenelement   ausgeübte   Druck   von 
dieses   Elementes   unabhängig   ist.     Denn  bes 
einen  der  Punkte   der  Flüssigkeit   ein  unendlich    k 
und  betrachtet  es  als  fest,  so  ist  es  unter  dem  Einflus: 
Oberfläche  ausgeübten  Pressung  und  der  Kräfte,  welc 


Resultante  proportional  der  Masse  des  Polyeders,  die  mitbin  eine 
unendlicli  kleine  Größe  dritter  Ordnung  ist.  Da  nun  seine  Seiten- 
ilfichen  unendlich  kleine  Grüßen  zweiter  Ordnung  sind,  und  es  sich 
mit  den  Drucken,  die  sie  erleiden,  ebenso  verbalt.  so  kann  man  das 
Gleichgewicht  so  betrachten,  als  bestände  es  zwischen  diesen  von  der 
Flüssigkeit  herrührenden  Drucken  allein.  Gibt  man  jetzt  dem  Polyeder 
seine  frühereFlüssigkeitzurück-machtden  übri<^enThei!  der  Flü.ssigkeit 
fest,  so  ändert  sich  nicbte  an  der  gegenseitigen  Wirkung  der  Molecüle 
und  nichts  an  den  Drucken.  Nun  weiß  man  aus  dem  Früheren,  dass 
die  Drucke  auf  die  Wände  für  gleiche  Oberflächenelemente  gleich 
sind;  welche  auch  deren  Richtungen  sein  mügen.  üa  aber  alle  diese 
Oberflächenelemente  in  der  Grenze  durch  den  betrachteten  Punkt 
gehen,  so  folgt  daraus  evident,  dass  bei  jeder  beliebigen  Richtung, 
womit  ein  ebenes  Element  durch  irgend  einen  Punkt  einer  im  Gleich- 
gewicht« betindlichen  Flüssigkeit  geht,  der  auf  dasselbe  ausgeübte 
Druck,  auf  die  Einheit  bezogen,  immer  derselbe  bleibt.  Man  sieht 
also  klar,  dass  der  Druck  auf  ein  ebenes  Element  von  der  Richtung 
dieses  Elementes   unabhängig  ist. 

§  705,  Es  sei  nun  eine  unzusammendrückbare  Flüssigkeit  in 
einem  unbeweglichen  Gefäße  eingeschlossen  und  Drucken  unter- 
worfen, welche  durch  eine  beliebige  Anzahl  Kolben  hervorgebracht 
seien.  Bezeichnen  wir  mit  a,  a',  a"  die  Flächen,  an  welchen  diese 
Kolben  wirken,  so  sind  die  durch  diese  Kolben  erzeugten  Drucke, 
auf  die  Flächeneinheit  bezogen,  gleich,  und  bezeichnet  man  diesen 
Wert  mit  p,  so  werden  die  auf  obige  Flächen  der  Flüssigkeit 
wirkenden  Kräfte  ausgedrückt  sein  durch  die  Grüßen 


Damit  sich  alle  diese  Kräfte  Gleichgewicht  machen,  ist  nach 
dem  Principe  der  virtuellen  Depiacierungen,  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  die  Summe  aller  mit  den  Bedingungen  des  Systems 
compatiblen  virtuellen  Arbeiten  der  gegebenen  Kräfte  Null  sei. 

Sieht  man  als  Bedingungen  dea  Systems  an,  dass  die  Flussi<;- 
keit  stetig  und  von  constantom  V'olumen  bleibt,  während  sie  fort- 
während mit  den  Grundflächen  der  Kolben  in  Berührung  kommt. 
so  darf  durch  eine  virtuelle  Deplacierung  das  Volumen  der  Flüssigkeit 
nicht  geändert  werden  und  kein  leerer  Raum  entstehen.  Nennt  man 


daher  diese  virtuellen  Deplacierungen  der  Angriffspunkte  dieser 
Kräfte,  nach  ihren  Richtungen  geschätzt,  8  p,  8  p',  8  p"  .  . .,  so  wird 
man  haben 

a  8  p  -J-  a '  8  p'  +  a"  8  p "  4-  . . .  =  0, 

mithin,  wenn  man  mit  p  multipliciert, 

ap8p  4-a'pSp'  +  a"p8p"-f  ...  =  0 
als  Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichtes. 

]Nroiinunddi'<.^ißi^.'^tc,\s  Ciipitel. 

Fundamentalgleichungen   der   Hydrostatik. 

§  706.  Seien  Ox,  Oy.  Oz  drei  rechtwinklige  Achsen,  die 
Achse  Oz  im  Sinne  der  Schwere  gerichtet,  da  wir  vorzugsweise 
schwere  Flüssigkeiten  betrachten. 

Es  ist  vor  allem  wichtig,  zwei  Arten  von  Druck  zu  unter- 
scheiden, welche  auf  die  Wände  eines  Gefäßes,  das  eine  im  Zu- 
Stande  des  Gleichgewichtes  befindliche  Flüssigkeit  enthält,  oder  auf 
die  Theile  der  Flüssigkeit  selbst  ausgeübt  werden.  Der  eine  Druck, 
welcher  von  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  oder  einer  anderen  be- 
wegenden Kraft  der  flüssigen  Masse  herrührt,  ändert  sich  von  einem 
Punkte  zum  anderen.  Der  andere  Druck  rührt  von  Kräften  her, 
die  an  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  angebracht  sind,  pflanzt  sich 
überall  fort  und  bleibt  überall  derselbe.  Diese  zwei  Drucke  verbinden 
sich  in  jedem  Punkte,  um  den  ganzen  Druck  zu  erzeugen. 

Denken  wir  uns  im  Punkte  m,  dessen  Coordinaten  x,  v.  z 
seien,  in  der  im  Gefäße  enthaltenen,  im  Gleichgewichte  befindlichen 
Flüssigkeit,  ein  unendlich  kleines  Parallelepiped  construiert.  dessen 
Seiten  parallel  den  Achsen  dx.  dy.  dz  sind.  Die  Masse  desselben 
ist  dm  =  pdxdydz,  wo  f>  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  am 
Punkte  m  bedeutet. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  X.  Y,  Z  die  Componenten  der  be- 
wegenden Kraft  P.  bezogen  auf  die  Einheit  der  Masse,  welche  jedes 
Theilchen  dieses  Parallelepipedes  sollicitiert.  Die  Componenten  der 
Kraft  P  werden  demnach  sein  X dm,  Ydm,  Zdm.  Endlich  nennen 
wir  p  den  Druck  bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche  am  Punkte  m, 
und  welcher  derselbe  ist  um  diesen  Punkt,  im  ganzen  Parallel- 
epiped. 


ponenten  der  Kräfte  nach  jeder  der  Achsen  fUr  sich  Null  sein. 

Diese  Kräfte  sind  zusammeogesetzt  aus  den  bewegemlen 
Kräften  X  d  m,  Y  d  m.  Z  d  m.  ferner  aus  den  Drucken,  welche  von 
der  die  seeha  Flächen  des  Parallelepipedes  umgebenden  Flüssigkeit 
anf  diese  ausgeübt  werden. 

Betrachten  wir  die  verticalen  Drucke  auf  die  obere  und  untere 
Fläche  des  Parallelepipedes.  welche  Flächen  der  Ebene  x  y  parallel 
sind,  sie  wirken  in  entgegengesetztem  Sinne,  und  geht  der  Druck 
anf  die  obere  Fläche  durch  den  Punkt  m,  dessen  Coordinaten  x.  v,  i 
sind,  während  der  Druck  auf  die  untere  Fläche  des  Parallelepipedes 
durch  einen  Punkt  geht,  dessen  Coordinaten  x.  y,  z  -}-  dz  sind. 
Der  erste  Druck  ist  gleich  p  d  x  d  y.  der  zweite  gleich 

-d-ciy(p+||<iz), 

und    die  Resultante    dieser   beiden  Drucke   parallel   der  Achse  Oz 

dp  ,      ,     ,  dp  dm 

ist  daher  =; ,-   dxdvdz=  —   ^ ■. 

dz  "  d  z    [i 

Alle  diese  Kräfte,  sowohl  die  von  der  Flüssigkeit  herrüliren- 
den  Drucke,  als  auch  die  Resultante  der  .in  alle  Punkte  angebraelitcn 
Kräfte,  können  als  im  Mittelpunkte  des  Parallelepipedes  angreifenJ 
gedacht  werden,  weil  diese  Krilfte  nach  Größe  und  Richtung  als 
constant  angeaeiien  werden  müssen,  und  weil  p  in  allen  Punkten 
dieses  unendlich  kleinen  Parallelepipedes  dieselbe  bleibt. 

Es  ist  mithin  zum  Gleichgewichte  nothwendig  und  hinreichend. 
wie  wir  bereits  hervorgehoben,  dass  die  jeder  einzelnen  Achse 
parallelen  Kräfte  sieh  zerstören,  und  deren  Summe  Null  ist. 

Man  wird  daher  haben 


d  p  d  ni 


Z  d  m  =  0, 


=  pZ; 


Achsen   der  Ox    und   der  Oy   parallelen  Drucke,   und   wir  haben 
demnach  folgende  Gleichungen  des  Gleichgewichtes. 


1. 


dp 
dx 


dp  dp 

pX,     — '^^pl,     -^=pZ. 
dy  dz 


§  708.  Die  partiellen  Derivierten  von  p  sind  demnach  gleich 
den  respectiven  Größen  pX,  pY,  pZ,  und  daher,  wenn  man  die 
Gleichungen  1.  mit  dx.  dy,  dz  multipliciert  und  zusammensetzt, 
hat  man  für  das  totale  Differential  von  p 

2.     dp  =  p(Xdx  + Ydy  +  Zdz}. 

Dies  ist  die  Formel,  welche  den  Zuwachs  des  Druckes  an- 
gibt, wenn  man  vom  Punkte  m  (x,  y,  z)  zu  einem  nachbarlichen 
Punkte  tibergeht,  dessen  Coordinaten  x  -j-  ^  x,  y  -|-  <i  y?  z  -f-  ^  z  sind. 

Da  im  Falle  des  Gleichgewichtes  p  eine  Function  von  x,  y.  z 
zu  sein  hat,  so  muss  das  zweite  Glied  das  vollständige  Differential 
einer  Function  von  x,  v,  z  sein,  und  diese  Function  ^iribt  bis  auf 
eine  willkürliche  Constante  die  Intensität  des  im  Punkte  x  v  z  statt- 
findenden  Druckes. 

Man  hat  daher 


3. 


d(pX)       d(pY;     dipXi       d(pZ)      di-pY)       dfpZ) 


dy 


dx 


dz 


dx 


dv 


Indem  ferner  der  Ausdruck  pfXdx-)-Ydy4-Zdz]  das 
exacte  Dififerential  einer  gewissen  Function  ist.  die  wir  mit  fix.  v.  zi 
bezeichnen,  so  hat  man 

4.     p  =  f  (x,  y,  z)  -|-  c, 

wo    c    die  Integrationsconstante    ist.    die  bestimmt    sein  wird,  wenn 
man  den  Druck  p^  an  einem  Punkte  (xo,  yo,  z^)  kennen  wird. 

Gibt  es  keine  Kraft,  welche  die  inneren  Molecüle  angreift,  als- 
dann wird  der  Druck  constant  in  der  ganzen  Masse  der  Flüssig- 
keit sein,  derart,  dass  ein  äußerer,  auf  einen  Theil  der  an  einer 
Gefäßwand  anliegenden  Flüssigkeit  ausgeübter  Druck  sich  mit  der- 
selben Intensität  auf  gleiche  Elemente  der  ganzen  blasse  und  aller 
Wände  fortpflanzen  wird. 


nennt  man  Niveaufläche  eine  Fläche,  deren  sllmmtliclie  Punkte 
denselben  Drack  erleiden,  wo  also  p  constant  ist.  Die  Gleicbnng-  4. 
zeigt,  dasa  alle  Niveauääcfaen  begriffen  sind  in  der  Gleichnng 

&.     f(x,y,z)  =  a, 

wo  a  eine  Constante  bedeutet.  Lässt  man  diese  Quantität  in  con- 
tinuierlicber  Weise  variieren,  so  erhält  man  eine  unendliche  Zahl 
von  Flachen.  Eine  Niveauschiclit  ist  die  zwischen  zwei  Niveaufl flehen 
enthaltene  Masse  der  Flüssigkeit.  Die  Gleichung  f  (x,  y,  z)  =  a  zfigt, 
dass  zwei  Niveauflächen  sich  nicht  schneiden  können,  denn  sonstigen 
Falles  milsste  für  manchen  Punkt  gleichzeitig 

f  (x,  y,  z)  =  a,     f  (X,  y.  z)  =  a' 

sein,  was  nicht  möglich  ist,  wenn  a  und  a'  verschieden  sind. 

§  710.  Die  bewegende  Kraft  P  ist  oormai  auf  der  Niveau- 
Üäche  in  jedem  ihrer  Punkte.  Denn  man  bat  aus  2.,  da  p  constaDt, 
d  p  =  0  ist, 

6.     Xdx  + Ydy  +  Zdz  =  0, 
und  dividiert  man  diese  Gleichung  durch  Pds,  so  hat  man 


Pds  ^"Pds  "^"Pds 


=  0, 


wo  d  s  einen  unendlich  kleinen  Bogen  der  Fläche  bedeutet  und 
daraus  sieht  man,  dass  P  normal  ist  auf  jedem  Elemente  der  auf 
der  Kiveauääche  gezeichneten  und  durch  den  Punkt  m  gehenden 
(Jurve  ist. 

Man  könnte  das  Normalstehen  der  Kraft  auf  jedem  Punkte 
der  Fläche,  als  Definition  einer  Kiveaufläche  nehmen,  und  wird 
diese  Definition  ausgedruckt  durch  die  Gleichung  6.  Daraus  folgt 
aber  d  p  ^  0.  p  ^  const.,  also  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass 
der  Druck  auf  die  NiveauBäche  constant  ist. 

§  711.  Ist  der  Druck  Null  oder  constant  in  allen  Punkten 
einer  freien  Fläche  einer  Flüssigkeit,  ist  diese  eine  Niveaufläche. 
Bei  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  ist  es  möglich,  dass  keine  äußeren 
Drucke    vorhanden  sind.  Anders  ist  es  bei  elastischen  Flüssigkeiten. 


201 

Diese  können  keine  freie  Oberfläche  haben,  wo  der  Druck  auf 
diese  Null  ist,  weil  der  Druck  an  die  Dichte  durch  die  Gleichung 
gebunden  ist  p  =  k  p,  wo  k  eine  Constante  ist,  die  von  der  Tem- 
peratur abhängt,  so  dass  p  nur  dann  Null  sein  könnte,  und  kein 
Druck  vorhandien  wäre,  wenn  p  Null  sein  würde,  das  heißt,  wenn 
keine  Materie  w^äre.  Daraus  erklärt  sich,  dass  Gase  in  allseitig  ge- 
schlossenen Gefäßen  gehalten  werden  müssen. 
§  712.  Kehren  wir  zur  Gleichung  zurück 

dp  =  p(Xdx  +  Ydy  +  Zdz). 

Nehmen  wir  an,  dass  Xdx-f-Ydy-j-Zdz  das  exacte  Diffe- 
rential einer  Function  cp  (x,  y,  z)  sei,  welcher  Fall  beispielsweise  ein- 
treten würde,  wenn  die  bewegenden  Kräfte  von  den  wechselseitigen 
Wirkungen  zwischen  den  verschiedenen  Punkten  der  Flüssigkeit 
herrühren  oder  wenn  die  gegebenen  Kräfte  nach  festen  Punkten 
gerichtet  und  nur  von  den  Distanzen  von  diesen  Punkten  abhängig 
sind,  alsdann  nimmt  die  letzte  Gleichung  folgende  Form  an 

7.     dp  =  pdcp. 

Das  erste  Glied  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  unab- 
hängigen Variablen  x,  y,  z.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  d  cp.  Es  ist 
daher  zur  Identität  beider  Theile  nothwendig,  dass  p  eine  Function 
von  9  und  daher  auch  von  p  ist.  Ist  9  constant,  so  muss  gleich- 
zeitig auch  p  constant   sein   für   alle  Punkte   einer    und    derselben 

Niveaufläche. 

§  713.  Bei    elastischen  Flüssigkeiten    ist    die    Dichtigkeit   mit 

dem  Drucke  verbunden  und  kann  nicht  willkürlich  gegeben  sein, 
und  hat  man  bei  den  elastischen  Flüssigkeiten  die  Gleichung  p  =  k  p, 
wo  der  Coefficient  k,  wie  bereits  erw^ahnt,  von  der  Temperatur  ab- 
hängt. Ist  diese  constant  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Masse,  so 
ist  k  constant.  Ob  k  constant  ist  oder  nicht,  hat  man,  infolge  der 
Gleichung  7., 

dp_d'f 

o.      —  —  ~{ — . 
P  k 

Ist  k  constant,  und  integriert  man.  so  ergibt  sieb. 


•p_ 

'S 

__        1 

Ic  ~ 

"  k 

(0 

■ 

k 

p  =  ce 
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und  daher 


9  =  -ü^ 


Ist  die  Temperatur  nicht  dieselbe  in  der  ganzen  Masse  der 
Flüssigkeit,  sieht  man  aus  Gleichung  8..  dass  k  eine  Function  von 
cp,  so  gut  wie  p  ist,  und  daher  werden  die  Dichtigkeit  und  die  Tem- 
peratur für  alle  Punkte  einer  Niveaufläche  dieselben  und  von  einer 
Niveaufläche  zur  anderen  veränderlich  sein. 

Insbesondere  wird  man  in  diesem  Pralle  haben,  wenn  man 
integriert 


^P=-   TT 


Ic 


p  =  ce 

P        c    Jir 
P=-"¥  =  ¥"     • 

Betrachtet  man  die  Atmosphäre,  welche  die  Erde  umgibt, 
und  abstrahiert  dabei  von  der  Rotation sbewegung  der  Erde.  Jedes 
Molecüle  m  der  Atmosphäre  wird  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde 
durch  eine  Kraft  angezogen,  welche  in  gleicher  Distanz  vom  Erd- 
mittelpunkte dieselbe  bleibt.  Daraus  sieht  man,  dass  Gleichgewicht 
nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  die  Temperatur  in  gleicher  Distanz 
vom  Mittelpunkte  dieselbe  bleibt,  und  dass  die  Niveauflächen  Sphären 
sein  müssen,  welche  den  Erdmittelpunkt  zu  ihren  Mittelpunkten 
haben,  da  sie  in  jedem  Punkte  normal  sein  müssen  auf  der  Richtung 
der  bewegenden  Kraft. 


Viei'zig5?tes5  Capitol. 

Die  Niveauflächen  rotierender  Flüssigkeiten. 

Gleichung  der  Niveauflächen  7'otierender  Flüssigkeiten. 

§  714.  Eine  in  einem  Gefäße  von  welcher  Form  immer  be- 
findliche schwere  Flüssigkeit  dreht  sich  mit  gleichförmiger  Be- 
wegung um  eine  verticale  Achse  O  z.  Am  Ende  einer  gewissen  Zeit 
nimmt  die  Flüssigkeit  eine  permanente  Figur  des  Gleichgewichtes 
an.  welche  wir  bestimmen  wollen.    Zu  diesem  Ende  wollen    wir  die 
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Theoreme  in  Erinnerung  bringen,  die  wir  bei  der  relativen  Bewegung 
und  beim  relativen  Gleichgewichte  kennen  gelernt. 

Vermöge  Gleichungen  4.  des  §  489  wissen  wir,  dass  die 
Gleichungen  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
mobile  Achsen  dieselben  sind,  als  wenn  die  Achsen  fix  wären,  und 
man  zwei  fictive  Kräfte  hinzufügen  würde,  die  Centrifugalkraft  und 
die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft. 

Femer  hatten  wir  für  das  relative  Gleichgewicht  im  §  491, 
wo  die  complementäre  Acceleration  Null  ist,  den  Satz,  dass  man. 
um  die  Bedingungen  des  relativen  Gleichgewichtes  zu  haben,  die 
rotierende  Flüssigkeit  als  fix  betrachten  kann,  wenn  man  nur  zu 
den  Torhandenen  Kräften  die  eine  fictive  Kraft,  nämlich  die  Centri- 
fugalkraft, hinzufügt. 

§  715.  Es  seien   nun    die  Componenten   der  acceleratorischen 
Kraft  P  eines  Punktes  m,  X,  Y,  Z.    Der  Punkt  m  der  Flüssigkeit 
beschreibt  um  die  Achse  O  z  einen  Kreis  vom 
Halbmesser  r,  indem  sich  die  Flüssigkeit  um  *'*S-  ^3- 

diese  mit  einer  Constanten  Winkelgeschwindig- 
keit ü)  dreht. 

Stellen  wir  uns  also  vor.  c'  sei  die 
Curve  der  rotierenden  Flüssigkeit,  und  auf 
dieser  Curve  befinde  sich  ein  Punkt  von  der 
Masse  m.  Suchen  wir  nun  das  Gleichgewicht 
dieses  Punktes  m  auf  dieser  Curve,  so  können 
wir  diese  als  fix  betrachten  und  dafür  in 
der  Gleichung  des  Gleichgewichtes  2.  des 
§  708  zu  den  vorhandenen  Kräften  noch  die 
Centrifugalkraft  4>  hinzufügen. 

Der  Punkt  m  beschreibt  in  seiner  Entrainementsbewegung  den 
Parallel  vom  Halbmesser  m  P  =  r,  und  seine  Acceleration  ist  m  o)'-  r, 
gerichtet  nach  der  Verlängerung  von  Pm.  Die  Componenten  dieser 
Centrifugalkraft  nach  den  Achsen  sind  mxco^.  mvcD*^,  0,  und  man 
hat  demnach  statt  der  Gleichung  2.  des  §  708,  die  Gleichung 

1.     dp  =  p(Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  +  pc«)Mxdx  +  ydy). 

§  716.  Reducieren  sich  alle  bewegenden  Kräfte  auf  die  Schwere, 
hat  man  X  =  0,  Y  =  0,  Z  =  —  g,  und  die  Gleichung  1.  wird 

2.     d  p  =  —  p»  g  d  z  -|-  p  ö)'^  (x  d  X  +  y  d  y). 
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Integriert   man   und   setzt  für   die  Constante  die  Größe  pgc, 
so  hat  man 

3.     ip  =  g9(o-z)+^^^'{^-  +  y^ 

Ertheilt  man  jetzt  p  constante  Werte,  so  wird  man  verschiedene 
Niveauflächen  haben,  deren  Gleichung  ist 

gp       2g         '    '  ' 


Diese    Gleichung     ist    die    eines    Rotationsparaboloides,    von 
welchen  die  durch  die  Ebene  der  x  z  gehende  Parabel  zur  Gleichung  hat 


(o- 


5.     z  =  c— -f^  +  ^j-x^ 


er 


gp    '    2 

deren  Parameter  also  -^  ist,  und  ist  die  Lage  des  Scheitels  dieser 

Parabel   auf   der  Rotationsachse  veränderlich   je  nach    dem  Werte, 
den   wir   der  Größe  p    geben,    da   die   Distanz    des    Scheitels   vom 

Ursprünge  gleich  ist  c —, 

§  717.  Alle  Niveauflächen  sind  immer  Rotationsparaboloide, 
welche  Form  das  Gefäß  auch  hat,  und  von  welcher  Form  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  auch  sei.  In  allen  diesen  Fällen  wird  man  die 
Constante  c  dadurch  berechnen,  dass  das  Volumen  der  Flüssigkeit 
gegeben  ist. 

Nehmen  wir  an,  die  Flüssigkeit  befinde  sich  in  einem  auf  der 
Ebene  der  xv  stehenden  Cvlinder  vom  Halbmesser  a,  und  ist  der 
Theil  des  Cylinders,  welcher  mit  der  Flüssigkeit  gefüllt  ist,  von 
der  Höhe  h,  die  Basis  hat  also  den  Flächeninhalt  ^ra*-^.  und  das 
Volumen  der  Flüssigkeit  ist  ira^h.  welches  also  bei  der  Rotierung 
dasselbe  geblieben.  Nehmen  wir  schließKch  an,  dass  die  Oberfläche 
nur  den  constanten  atmosphärischen  Druck  n  erleidet,  so  dass 
p  =  n  ist.  Anderseits  kann  man  auch  das  Volumen  der  Flüssigkeit 
berechnen,  nach  dem  sie  infolge  der  Rotierung  die  Form  eines 
Rotationsparaboloides  angenommen,  indem  man  es  in  cylindrische 
Schnitte  zerlegt,  deren  Achse  die  Achse  der  z  ist,  und  dieses  Volumen 
wird  dem  früheren  gleich  sein. 
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Man  wird  demnach  haben,  wenn  man  die  veränderlichen  Halb- 
messer mit  r  bezeichnet, 

=  27:V  zrdr. 


t:  a'^  h  =  2  t:  V 


0 

Setzt  man  darin  für  z  den  Wert  aus  4.,  nümlich 

11     ,    0)2  r- 

z  =  c 1- 


gp    '     2g' 


und  intesjriert.  so  wird  man  haben 


ita2h  =  2«V  IC \-  — —  1  r d r  = 


0 


.      /     a-         n    a-    ,    a>^a^\ 

h  =  c \-  ~ 

gp         4g 

,     ,     II        ü)'^a- 
c  =  h  H . — . 

SP         4g 

§  718.  Dieses  alles  wird  bestätigt,  wenn  wir  die  Figur  be- 
trachten. 

Die  Kräfte,  welche  auf  einen  Punkt  m,  der  sich  auf  der 
rotierenden  Curve  c*  befindet,  wirken,  sind  sein  Gewicht  mg,  ferner 
die  normale  Reaction  N,  nämlich  der  Druck,  den  wir  mit  p  be- 
zeichnen und  schließlich  als  atmosphärischen  Druck  n  nannten. 
Um  das  relative  Gleichgewicht  aufzufinden,  betrachten  wir  die  Curve  c' 
als  fix,  und  fügen  die  fictive  Centrifugalkraft  4>  hinzu,  deren 
Größe  0)2  r  ist.  Zwischen  den  drei  Größen  m  g,  p  o)'-  r  hat  Gleich- 
gewicht zu  sein.  Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  mpP  und  m4>R 
bat  man 


PP 


mgr_  g 


4>  0)-' 


<i  * 


Die  Lagen  des  Gleichgewichtes  sind  demnach  die  Punkte  der 
Curve  c'.  wo  die  Subnormale  P  p  gleich  ist  der  Größe 

Ist  aber,   wie   in  unserem  Falle,   die   Curve   eine  Parabel,   ist 

er 

deren  Parameter  gleich  ~^,,  indem    bekanntlich    bei   einer   Parabel 


g 
0)2- 


0)- 


206 

die  Subnormale  immer  gleich  ist  dem  Parameter,  alBdann  entsprechen 
alle  Punkte  obiger  Bedingung,  und  befinden  sich  alle  Punkte  bei 
der  Rotierung  der  Curve  im  relativen  Gleichgewichte. 

Das   ist  aber  hier   eben  der  Fall.    Aus  5.  sehen  wir  nämlich^ 

er 

dass  der  Parameter  der  Parabel  erleich  ist  -^,  und  mithin  befinden 

sich  alle  Punkte  der  rotierenden  Flüssigkeit  im  relativen  Gleich- 
gewichte. 

Einunclvierxif^stc ^s  Capit< >1. 

Drucke  schwerer  Flüssigkeiten. 

§  719.  Betrachten  wir  eine  unzusammendrUckbare  schwere 
Flüssigkeit,  welche  nur  der  Schwere  unterworfen  ist.  Nehmen  wir 
dieselben  Achsen  wie  im  allgemeinen  Fall  des  §  706,  und  halten 
wir  die  dortigen  Bezeichnungen  bei,  so  wird  die  allgemeine 
Gleichung  2.  des  §  708 

d  p  =  p  g  d  z. 
Daher 

p  =  pgz  +  n, 

wo  n  die  Integrationsconstante  bedeutet.  Der  Druck  variiert  also 
nur  mit  z,  wächst  also  proportional  mit  der  Tiefe.  Die  Niveau- 
flächen sind  also  horizontale  Ebenen.  Setzt  man  z  =  0,  so  hat  man 
p  =:  n,  also  den  Druck,  welcher  auf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
wirkt,  das  ist  in  der  Regel  den  atmosphärischen  Druck.  Dieser 
Druck,  verbunden  mit  dem  Druck  p  g  z  der  Flüssigkeit,  bilden  den 
Gesammtdruck  in  der  Tiefe  z. 

Um  die  Sache  zu  vereinfachen,  lassen  wir  einstweilen  die 
Constante  n  weg,    die  wir  rückeinführen   werden,   und   setzen  also 

p  =  p  g  z. 

Ist  also  b  der  Flächeninhalt  der  Basis  des  Gefäßes,  worin  die 
Flüssigkeit  enthalten  ist,  welche  Basis  man  als  horizontal  und  eben 
voraussetzt,  und  ist  h  die  Höhe  der  Flüssigkeit,  so  ist  der  totale 
Druck,  den  die  Basis  des  Gefäßes  von  der  Flüssigkeit  erleidet,  und 
den  wir  mit  P  bezeichnen, 

P  =  pgbh. 

Von  welcher  Form  immer  also  das  Gefäß  auch  sei,  ist  der 
Druck   auf  die   Basis   gleich    einem    Cylinder   Flüssigkeit,    dessen 
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Basis  gleich  b.  und  dessen  Höhe  gleich  h  ist,  so  dass  der  Druck 
größer  oder  kleiner  als  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  sein  kann. 

§  720.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  im  Gefäße  sich  zwei 
Flüssigkeiten  befinden,  die  sich  nicht  vermischen.  Ihre  Trennungs- 
fläche wird  nothwendig  eine  Horizontalebene  sein,  da,  wie  wir  ge- 
sehen, die  Niveauflächen  Horizontalebenen  sind,  die  sich  nicht 
schneiden  können,  und  hat  in  jeder  Kiveaufläche  die  Dichtigkeit  in 
der  ganzen  Ausdehnung  dieselbe  zu  sein,  was  nicht  möglich  wäre, 
wenn  eine  Horizontalebene  beide  Flüssigkeiten  treflFen  könnte. 

Sei  also  b  die  Basis,  h  die  Höhe,  p  die  Dichtigkeit  der  einen 
Flüssigkeit,  die  sich  auf  dem  Grunde  des  Gefäßes  befindet,  b',  h',  p' 
die  analogen  Quantitäten  der  anderen  Flüssigkeit,  welche  sich  über 
jene  gelagert.  Der  Druck  dieser  zweiten  Flüssigkeit  auf  eine  Ein" 
heit  der  Fläche  b'  ist  gp'h'.  Dieser  Druck  pflanzt  sich  fort  auf  die 
untere  Flüssigkeit  und  auf  den  Boden  des  Gefäßes  und  setzt  sich 
mit  dem  Druck  g  p  h  zusammen,  den  die  untere  Flüssigkeit  auf  die 
Einheit  der  Fläche  der  Basis  ausübt.  Der  Druck  auf  den  Boden 
des  Gefäßes  wird  demnach  sein  g  (ph -(- p'h')  b,  also  gleich  einer 
cylindrischen  Säule  von  der  Basis  b,  welche  in  der  Höhe  h  die 
untere  Flüssigkeit  und  in  der  Höhe  h'  die  obere  Flüssigkeit  ent- 
halten würde. 

Ein  ähnliches  Theoreme  wird  man  erhalten  für  eine  unbe- 
schränkte Zahl  von  Flüssigkeiten,  welche  sich  in  demselben  Gefäße 
befinden  und  sich  miteinander  nicht  vermischen,  und  auch  für 
eine  Flüssigkeit,  deren  Dichtigkeit  in  continuierlicher  Weise  mit 
der  Höhe  z  variiert. 

Communiderende  Oefäße, 

§  721.  Betrachten  wir  zunächst  eine  einzige  Flüssigkeit,  welche 
sich  in  zwei  communicierenden  Gefäßen,  als  in  einer  gebogenen 
Röhre  oder  in  zwei  Röhren,  die  miteinander  communicieren,  be- 
findet, so  muss,  im  Falle  des  Gleichgewichtes,  das  Niveau  dieser 
Flüssigkeit  in  beiden  Röhren  dasselbe  sein. 

Steht  die  Flüssigkeit  in  dem  einen  Gefäße  bis  AB  und  im 
anderen  bis  CD,  so  müssen  beide  Linien  in  einer  Horizontalebene 
liegen.  Wäre  das  nicht  der  Fall,  und  würde  die  Verlängerung  von 
CD  das  andere  Gefäß  in  aß  treflFen,  welche  im  Abstände  8  unter 
AB  liegt,  könnte  nicht  Gleichgewicht  stattfinden.  Denn  gesetzt,  es 
wäre  Gleichgewicht  vorhanden,  so  würde,  es  nicht  gestört  sein,  wenn 
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man  den  Schnitt  C  D  solidificieren,  respective  durch  eine  feste  Wand 
ersetzen    würde.    Die  zwischen  AB  und  aß    befindliche  Flüssigkeit 

übt  aber  auf  a  ß  einen  Druck 
^^'  aus,    der   gleich    ist  p  g  7  3. 

wenn  man  p  die  Dichtigkeit 
und  Y  den  Flächeninhalt  des 
Schnittes  a  ß  nennt.  Dieser 
Druck  pflanzt  sich,  vermittelst 
der  in  beiden  Gefäßen  ent- 
haltenen Flüssigkeit,  bis  C  D 
fort,  und  es  entspringt  daraus 
ein  Druck  auf  diese  hori- 
zontale Ebene,  der  von  unten 
nach  oben  gerichtet  ist,  und  durch  p  g  Y  c  ausgedrückt  wird,  wenn  man 
durch  c  den  Flächeninhalt  von  C  D  bezeichnet.  Das  Gleichgewicht  hat 
daher  nicht  mehr  statt,  wenn  man  die  Wand  C  D  wegnimmt,  wenn 
nicht  8  gleich  Null  ist.  das  heißt,  das  Niveau  der  Flüssigkeit  muss 
in  beiden  Geflißen  dasselbe  sein. 

§  722.  Sind  also    die  beiden  Schnitte    AB  und  CD  einer  im 
Gleichgewichte  befindlichen  Flüssigkeit  in  derselben  Ebene  enthalten, 
und  gießt  man  über  A  B  eine  Flüssigkeit,  die  sich  bis  A'  B'  erhebt, 
und  deren  Dichtigkeit  p'  ist,    so  übt  sie  auf  AB  einen  Druck  aus. 
der  gleich  ist  p'  g  b  h,    wenn  mit  b  der  Flächeninhalt  von  A  B  und 
mit  h    die  Distanz   zwischen    den   beiden  Schichten  AB   und  A'B' 
bezeichnet  werden.   Dieser  Druck  pflanzt  sich  bis  CD  fort    wo  er 
gleich  p'gch  ist    und  von  unten  nach  oben  gerichtet  ist.    Um  nun 
diesen  Druck    aufzuheben,    muss   man  entweder   das  Gefäß   in  CD 
schließen   oder   darauf  eine    Flüssigkeit  gießen,    deren    Druck   auf 
CD  p'gch  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Steht  in  diesem  Fall  die 
Flüssigkeit  bis  CD',   bezeichnet   man  ihre  Dichtigkeit   mit  p,   und 
mit  k  die  Distanz  zwischen  CD  und  CD',   so  ist  der  Druck,  den 
diese  Flüssigkeit  auf  CD  ausübt,  gleich  pjgck.  Findet  also  Gleich- 
gewicht statt,  so  muss  sein 

p'  g  c  h  =  Pi  g  c  k,     p'  h  =  p,  k,     p' :  pi  =  k  :  h. 

Man  "sieht  also,  dass  es  zum  Gleichgewichte  verschiedener,  in 
cominunicierenden  Gefäßen  enthaltenen  Flüssigkeiten  nothwendig 
ist,  dass  ihre  Dichtigkeiten  in  umgekehrtem  Verhältnisse  ihrer  Höhen 
über  die  durch  dieselbe  horizontale  Ebene  gemachten  Durchschnitte 
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dieser  Gefäße  stehen.  Gießt  man  neue  Flüssigkeiten  über  die  so- 
eben betrachteten,  so  sieht  man,  dass,  wenn  man  mit  h',  h",  h"'  . .  .  die 
Dicke  der  einzelnen  Flüssigkeiten  in  einem  der  Gefäße,  und  mit 
PS  P"?  P"  •  •  •  deren  Dichtigkeit  bezeichnet,  und  mit  k',  k",  k'"  . .  . 
Po  P'o  P'*f  •  •  •  die  analogen  Quantitäten  für  die  Flüssigkeiten  im 
anderen  Gefäße  nennt,  man  die  Gleichung  hat 

r.'h'  +  p"h"  +  +  ...  =  p,k'  +  p„  k"  +  +  .. . 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  also,  dass  die  auf  die  Ein- 
heit der  Oberflächen  bezogenen  Drucke  auf  beiden  Oberflächen  A  B 
und  C  D  der  gleichartigen  Flüssigkeit,  die  von  einem  Gefäße  zum 
anderen  geht,  gleich  sind,  sobald  die  sie  begrenzenden  zwei  Ober- 
flächen in  derselben  horizontalen  Ebene  enthalten  sind. 

Druck  einer  schweren  Flüssigkeit  auf  eine  ebene    Wand, 

§  723.  Sei  AB  eine  in  einer  Flüssigkeit,  in  welcher  Lage 
immer,  placierte  ebene  Wand,  a>  der  Flächeninhalt  eines  Elementes 
der  Fläche  AB  und  z  die  Distanz  von  (o  zum  oberen  Niveau  der 
Flüssigkeit,  so  erleidet  o)  von  der  Flüssigkeit  einen  Druck,  der 
gleich  ist  gpzo>,  abgesehen  vom  atmosphärischen  Druck,  den  wir 
auslassen.  Alle  von  der  Flüssigkeit  auf  alle  Elemente  a>  der  Fläche  A  B 
ausgeübten  Drucke,  welche  alle  auf  AB  normal  stehen,  haben  eine 
Resultante,  welche  gleich  ist  der  Summe  g  p  X  z  cd  und  normal  auf 
AB  steht.  Bezeichnet  man  mit  b  den  Flächeninhalt  von  AB  uncl 
mit  Zj  die  Distanz  des  Schwerpunktes  der  Fläche  A  B  vom  Niveau 
der  Flüssigkeit,  so  hat  man  für  den  Druck  der  Flüssigkeit  auf  A  B 
den  Ausdruck  gpbz,.  Dieser  Druck  ist  also  gleich  dem  Gewichte 
eines  Cylinders  Flüssigkeit,  welcher  eine  Basis  gleich  der  Fläche 
der  Wand  und  eine  Höhe  gleich  der  Distanz  des  Schwerpunktes 
dieser  Wand  vom  Niveau  der  Flüssigkeit  hat. 

Der  Applicationspunkt  der  Resultante  aller  auf  AB  ausge- 
übten Drucke  heißt  Mittelpunkt  des  Druckes.  Derselbe  fällt 
nur  dann  mit  dem  Schwerpunkte  von  AB  zusammen,  wenn  diese 
in  der  Flüssigkeit  horizontal  placiert  ist.  Ist  aber  A  B  geneigt  placiert, 
liegt  derselbe  tiefer  als  der  Schwerpunkt,  da  die  auf  die  Elemente  co 
ausgeübten  Drucke  an  Intensität  größer  werden,  je  tiefer  diese 
Elemente  liegen,  wie  wir  gleich  sehen  werden. 

§  724-  Nehmen  wir  an,  die  eingetauchte  Wand  hätte  die  Form 
eines  Trapezes,  dessen  parallele  Seiten  horizontal  seien.  Der  Mittel- 

Weimtein,  Rationelle  Mechanik.  II.  14 
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punkt  des  Druckes  befindet  sich  evident  auf  der  Linie  GH  (Fig.  25),  welche 
die  Mitten  beider,  parallelen  Seiten  verbindet.  2^rlegen  wir  nun  das 

Trapez   durch   zur  AB  geführte 
Fig.  25.  parallele  Linien  in  eine  unendliche 

Zahl  unendlich  kleiner  Theile, 
von  welchen  E  F  E'  F'  ein  Element 
bildet.  Bezeichnen  E  F  mit  v  und 
die  von  M  auf  A  B  gefällte  Senk- 
rechte M  N  mit  u,  so  ist  das 
Element  E  F  E'  F'  =  v  d  u,  und 
der  Druck,  den  dieses  Element  er- 
leidet, ist  gpzvdu.  Nennt  man 
femer  u^  die  Distanz  des  Mittelpunktes  des  Druckes  von  AB,  und  h  die 
Höhe    des    Trapezes,    so    wird    u^    durch  die  Gleichung   bestimmt 

1.     u,  \    gpzvdu=  \   gpzvudu 

0  Ü 

oder,    bei    Weglassung    des    in    beiden    Gliedern    vorkommenden 
Factors  gp, 

2.     U|\zvdu=\zvudu. 
*o  0 

Wir  haben  jetzt  z  und  v  als  Function  von  u  auszudrücken. 
Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die  geneigte  Ebene  des  Trapezes 
mit  einer  Horizontalebene  bildet,  mit  a  und  die  Distanz  der  Linie 
AB  vom  Niveau  der  Flüssigkeit,  welche  wir  zur  Ebene  der  xy 
nehmen,  mit  c,  so  wird  man  haben 

3.     z  =  c  +  ^  sin  a. 

Ziehen  wir  noch  BK  parallel  zu  AG  und  verlängern  EF 
und  CD  bis  L  und  K,  so  geben  die  ähnlichen  Dreiecke  BDK 
und  B  F  L,  indem  man  A  B  =  a  und  C  D  =  b  setzt, 


a— b 


a 


h 
u 


und  daraus 


A                   I    b— a 
4.     v  =  a  -j r- —  u. 


Setzt   man   die  Werte  von  z  und  v   aus  3.  und  4.  in  2.  und 
integriert,  so  hat  man 
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,  _  2hc(a4-2b)  +  hMa  +  3b)sina 

■     "'  6c(a-|-b)  +  21i(a-|-2b)«ma     * 

Ist  A  B  am  Kiveaa  der  Flüssigkeit,  dann  ist  c  =  0,  und  u,  wird 


n 


^  h  (a  4-  3  b) 
^  ~  2  (a  +  2  b)' 


§  725.  Ist  das  Trapez  horizontal,  mithin  sin  ot  =  0,  alsdann 
hat  man 

h(a-f  2b) 
^1—    3(a  +  b)' 

das  heißt,  der  Mittelpunkt  des  Druckes  fkUt  mit  dem  Schwerpunkte 
zusammen. 

Ist  die  eingetauchte  Fläche  nicht  eben,  alsdann  ist  der  totale 
Druck,  den  sie  erleidet,  nicht  die  Summe  der  auf  die  Elemente  aus- 
geübten Drucke,  weil  diese  nicht  parallel  sind.  Überhaupt  haben 
diese  Drucke  im  allgemeinen  nicht  eine  einzige  Besultante  und 
reducieren  sich  auf  zwei  Kräfte,  welche  nicht  in  einer  Ebene  sind, 
oder  auf  eine  Kraft  und  ein  Paar. 


Zweiundvierzigstcö  Capitel. 

Druck  auf  in  im  aieichgewiclite  beflndlichen  Flüssigkeiten 

eingetauchte  Körper. 

§  726.  Nehmen  wir  zunächst  an,  der  Körper  sei  ganz  in  die 
im  Gleichgewichte  befindliche  Flüssigkeit  eingetaucht.  Sei  a>  ein 
Element  der  Oberfläche  des  Körpers,  durch  dieses  Element  a>  lassen 
wir  drei  Cylinder  parallel  den  rechtwinkligen  Achsen  Ox,  Oy, 
Oz  durchgehen,  und  sei  die  Achse  der  z  im  Sinne  der  Schwere 
nach  unten  gerichtet.  Sei  p  der  an  diesem  Punkte  ausgeübte  Druck, 
bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche,  po)  ist  der  Druck,  den  das 
Element  erleidet.  Seien  ferner  a,  ß,  7,  a',  ß',  t'  . . .  die  Winkel, 
welche  die  Normale  auf  die  verschiedenen  Elemente  10  mit  den 
Achsen  schließt,  so  werden  die  Componenten  von  pco  nach  den 
Achsen  sein  p  w  cos  a,  p  <«>  cos  ß,  p  <ö  cos  y-  Alle  horizontalen  Com- 
ponenten wie  p  0)  cos  a  werden  sich  je  zwei  zerstören.  In  der  That 
der  kleine  eingetauchte  Cylinder,  parallel  der  Achse  der  x  schneidet 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Oberfläche  ein  kleines  Element  cd', 

dessen  Projection  auf  die  Ebene  der  y  z  gleich  ist  w'  cos  a'  =  (o  cos  a, 

14» 
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das  heißt  die  Projectionen  der  Elemente  auf  die  Ebene  der  y  z  sind 
gleich,  und  der  horizontale  Druck  auf  <ü'  ist  derselbe  wie  auf  w. 
weil  beide  in  derselben  Tiefe  liegen.  Die  beiden  horizontalen  Drucke 
auf  (0  und  od'  sind  demnach  gleich,  und  da  sie  in  entgegengesetztem 
Sinne  wirken,  so  heben  sie  sich  auf.  Ebenso  verhält  es  sich  mit 
den  zur  y-Achse  parallelen  horizontalen  Componenten  aller  Drucke, 
sie  zerstören  sich  je  zwei  wechselseitig,  und  man  hat  also  nur  die 
verticalen  Componenten  der  Drucke  in  Betracht  zu  ziehen,  von 
welchen  je  zwei  entgegengesetzte  Elemente  nicht  in  derselben  Tiefe 
liegen.  Der  kleine  verticale,  der  Achse  Oz  parallele  Cylinder  von 
der  Basis  a>  schneidet  auf  dem  oberen  Theil  der  Fläche  ein 
Element  ü>^,  dessen  Projection  auf  die  Ebene  der  xy  gleich  ist 
fittj  cos  Y.  Die  Projectionen  des  unteren  und  oberen  Elementes  co  cos  y 
und  0),  cos  y'  auf  die  Ebene  der  x  y  sind  gleich.  Ist  p^  daselbst 
der  Druck,  bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche,  so  ist  der  kleine 
Cylinder  cd  cd^  einem  verticalen  Drucke  von  unten  nach  oben  unter- 
worfen, der  gleich  ist  (p  —  Pi)  <«>  cos  y,  und  da  p  =  gpz  -|-  n  ist, 
so  ist  dieser  Druck 

(p  —  Pi)  <ö  cos  T  =  gp(z  —  z,)a)  cos  y  =  g  p  a>  cos  y  1. 

wo  p  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  welche  als  constant  voraus- 
gesetzt wird,  Zi  das  z  des  Elementes  a>,,  und  1  die  Länge  des 
cylindrischen  Fadens  (ü<üi  bedeuten.  Dieser  Druck  ist  aber  gleich 
dem  Gewichte  der  Flüssigkeit,  deren  Stelle  dieser  kleine  cylindrische 
Faden  einnimmt.  Zerlegt  man  also  den  Körper  in  eine  unendliche 
Zahl  verticaler  Fäden,  so  erleidet  jeder  dieser  Fäden  einen  Druck 
von  unten  nach  oben  durch  eine  ähnliche  Kraft  und  alle  diese  anf 
den  Körper  ausgeübten  Drucke  vereinigen  sich  in  eine  einzige,  von 
unten  nach  oben,  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Schwere  wirkende 
Kraft,  welche  gleich  ist  dem  Grewichte  der  Flüssigkeit,  deren  Stelle 
der  eingetauchte  Körper  einnimmt,  und  im  Schwerpunkte  dieser 
verdrängten  Flüssigkeit  angebracht  ist.  Die  Resultante  aller  dieser 
Drucke  nennt  man  den  Auftrieb  der  Flüssigkeit. 

§  727.  Dieses  schon  von  Archimedes  entdeckte  hydrostatische 
Princip,  das  gleichmäßig  für  tropfbare  und  gasförmige  Flüssigkeiten 
gilt,  fasst  man  gewöhnlich  in  die  Worte  zusammen: 

Beim  Eintauchen  in  eine  im  Gleichgewichte  befind- 
liche Flüssigkeit,  verliert  jeder  Körper  soviel  an  seinem 
Gewichte  als  die  von  ihm  verdrängte  Flüssigkeit  wiegt 
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Dieses  Princip  besteht  aber  auch,  wenn  der  Körper  nicht  ganz, 
sondern  nur  zum  Theile  in  eine  Flüssigkeit  eingetaucht  ist.  Auch 
hier  zerstören  sich  die  horizontalen  Projectionen  der  Drucke  wechsel- 
seitig, und  bleiben  nur  die  verticalen  Drucke.  Ein  Cylinderfaden 
des  eingetauchten  Körpers,  dessen  unteres  und  oberes  Element  a>' 
und  coj  sein  mögen,  und  deren  Projectionen  auf  die  Ebene  der  xy 
gleich  sind,  erleidet  am  unteren  Element  (a*  von  der  Flüssigkeit 
einen  verticalen  Druck,  der  vorgestellt  wird  durch 

P'  =  (g  P  z  +  n)  ^'  cos  Y, 

und  am  oberen  Elemente,  das  am  Niveau  der  Flüssigkeit  liegt,  einen 
verticalen  Druck,  welcher  gleich  ist  ii  (Oj  cos  f,  und  daher  einen 
verticalen  Druck  von  unten  nach  oben,  welcher  der  Differenz  beider 
Drucke  g  p  zw'  cos y  gleichkommt,  indem  n, co' cos  y  und  n  (Oj  cos  y  gleich 
sind  und  in  der  Differenz  verschwinden.  Der  Oesammtdruck,  den 
der  Körper  erleidet,  ist  daher  gleich  dem  Gewichte  eines  Volumen 
der  verdrängten  Flüssigkeit,  deren  Stelle  jetzt  der  eingetauchte  Theil 
des  Körpers  einnimmt. 

§  728.  Das  Theoreme  von  Archimedes  besteht  noch  auch  dann, 
wenn  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  p  nicht  in  allen  Tiefen  die- 
selbe ist,  denn  die  horizontalen  Drucke  zerstören  sich  und  der 
verticale  Druck,  den  der  Cylinder  axoi  erleidet,  wird  sein 

(p  —  pi)  0)  cos  Y  =  tt>  cos  Y\  '  g  p  d  z, 

da  man  immer  hat 

P  =  j'gpdz-fn, 

WO  a  der  Wert  von  z  ist,  für  welchen  man  hat  p  =  n. 

Das  Integral  oo  cos  y  \    gpdz  ist   aber  das  Gewicht   der  ver- 

drängten  Flüssigkeit. 

§  729.  Ist  das  Gewicht  eines  Körpers  gleich  dem  Gewichte 
eines  gleichen  Volumens  der  Flüssigkeit,  in  die  der  Körper  ein- 
getaucht wird,  so  bleibt  er  im  Gleichgewichte  in  allen  Tiefen, 
vorausgesetzt,  dass  sein  Schwerpunkt  und  der  des  Volumens  der 
verdrängten  Flüssigkeit  auf  derselben  Verticalen  liegen.  Der  Körper 
fällt  auf  den  Grund  des  Gefäßes  oder  steigt  auf  die  Oberfläche,  je 
nachdem   sein   Gewicht   größer   oder   kleiner  ist,   als  das   der  ver- 
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drängten  Flüssigkeit  Im  letzteren  Fall  muss  der  Körper  in  einem 
Theile  über  das  obere  Niveau  sein,  und  das  Gleichgewicht  wird  nur 
dann  hergestellt  sein,  wenn  das  Gewicht  der  verdrängten  Flüssig- 
keit gleich  ist  dem  Gewichte  des  Körpers. 

§  730.  Wiegt  man  einen  Körper  in  einer  FltLssigkeit,  so  hat 
man  nicht  sein  wahres  Gewicht,  sondern  nur  den  Überschuss  dieses 
Gewichtes  über  das  der  deplacierten  Flüssigkeit.  Sei  nun  P  das 
Gewicht  des  Körpers  im  leeren  Räume,  P'  das  eines  gleichen 
Volumens  der  Flüssigkeit,  D  die  wahre  Dichtigkeit,  p  die  schein- 
bare Dichtigkeit,  so  hat  man 

P       _  D 
P— P  ~   p 
DP'     • 


P  = 


D-p 


§  731.  Der  Beweis  für  das  Princip  von  Archimedes  passt 
auch  auf  die  Seitenwände  eines  Gefäßes,  in  welchem  sich  eine 
Flüssigkeit  befindet,  und  man  findet  auch  hier,  dass  die  horizontalen 
Seitenkräfte  der  von  innen  nach  außen  auf  die  ganze  innere  Ober- 
fläche des  Gefäßes  ausgeübten  Drucke  sich  paarweise  aufheben. 
Macht  man  aber  in  einer  der  Seitenwände  eine  Öffnung  unter  dem 
Niveau  der  Flüssigkeit,  so  fließt  diese  durch  die  Öffnung  ab,  und 
da  der  Druck  auf  einen  Theil  der  Wand,  den  man  weggenommen, 
nicht  mehr  statthat,  so  wird  der  auf  den  entgegengesetzten  Theil 
der  Wand  ausgeübte  Druck  nicht  mehr  aufgehoben,  und  dadurch 
wird  das  Gefäß  im  entgegengesetzten  Sinne  des  Abflusses  der 
Flüssigkeit  in  Bewegung  gesetzt.  Auf  dieses  Princip  gründen  sich 
verschiedene  Arten  von  ßeactionsmaschinen. 

§  732.  Aus  denselben  Betrachtungen  folgt  auch,  dass  der 
ganze  auf  den  Boden  imd  die  Seitenwände  des  Geizes  ausgeübte 
Druck,  immer  dem  Gewichte  der  im  Gefäße  enthaltenen  Flüssigkeit 
gleich  und  im  Sinne  der  Schwere  an  den  Schwerpunkt  der  Flüssig- 
keit   angebracht  ist. 

Man  muss  diesen  Druck  von  dem  unterscheiden,  der  nur  auf  dem 
Boden  statthat,  und,  wie  bereits  früher  nachgewiesen,  dem  Ge- 
wichte der  Flüssigkeit  nur  dann  gleich  ist,  wenn  das  Grefäss  ein 
gerader  Cylinder  oder  gerades  Prisma  ist.  Er  ist  geringer  als  dieses 
Gewicht,  wenn  das  Gefäß  vom  Boden  nach  seinem  höheren  Theile 
zu  breiter  ist,  weil  die  verticalen  Streifen  der  Flüssigkeit,  die  vom 
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Niveaa  ausgehen  und  durch  die  Seitenwände  unterbrochen  sind, 
nicht  auf  den  Boden  drücken.  Dagegen  ist  er  größer  als  das  Gewicht 
der  Flüssigkeit,  wenn  das  Gefäß  immer  enger  wird,  weil  die  verti- 
calen  Fäden,  die  von  dem  Boden  des  Gefäßes  ausgehen,  und  durch 
die  Seitenwände  unterbrochen  werden,  immer  denselben  verticalen 
Druck  ausüben,  als  wenn  sie  sich  bis  zum  Niveau  der  Flüssigkeit 
ausdehnen  würden,  da  das,  was  dem  Gewichte  eines  jeden  dieser 
unvollständigen  Streifen  abgeht,  durch  den  Widerstand  der  Wand, 
welche  sie  begrenzt,  ersetzt  wird. 


Dreiundviorzigstes  Capitel. 

Über  das  Gleichgewiclit  schwimmender  Körper. 

§  733.  Soll  ein  fester  Körper,  welcher  zum  Theil  in  eine 
Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  im  Gleichgewichte  sein,  so  ist  es  dem 
Obigen  gemäß  nothwendig,  dass  sein  Gewicht  dem  Gewichte  der 
verdrängten  Flüssigkeit  gleichkomme,  und  dass  sein  Schwerpunkt 
auf  derselben  Verticalen  liege,  auf  welcher  sich  der  Schwerpunkt 
dieses  Theiles  der  Flüssigkeit  befindet.  Bei  einem  in  homogener 
Flüssigkeit  schwimmenden  Körper  von  homogener  Dichtigkeit  fällt 
der  Schwerpunkt  der  verdrängten  Flüssigkeit  mit  dem  Schwerpunkte 
des  von  dem  anderen  Körper  eingetauchten  Theiles  zusammen.  Im 
Zustande  des  Gleichgewichtes  verhält  sich  das  Volumen  dieses  Theiles 
des  Körpers  zu  dem  des  ganzen  Körpers,  wie  die  Dichtigkeit  des 
Körpers  zu  der  der  Flüssigkeit.  Um  also  die  Lagen  zu  bestimmen, 
bei  welchen  der  Körper  im  Gleichgewichte  beharren  kann,  muss 
man  ihn  durch  eine  Ebene  schneiden,  dass  das  Volumen  des  einen 
Theiles  sich  zum  ganzen  Volumen  des  Körpers,  wie  die  Dichtigkeit 
des  Körpers  zu  jener  der  Flüssigkeit,  und  dass  die  Schwerpunkte 
dieses  Theiles  und  des  ganzen  Körpers  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden liegen,  welche  auf  der  schneidenden  Ebene  senkrecht  steht. 
Das  Gleichgewicht  tritt  dann  ein,  sobald  diese  Ebene  mit  der  Ober- 
Üäche  der  Flüssigkeit  zusammenfällt. 

§  734.  Als  Beispiel  für  diese  Aufgabe  wählen  wir  ein  drei- 
seitiges gerades  Prisma,  dessen  Kanten  horizontal  liegen. 

In  der  Gleichgewichtslage  hat  es  entweder  zwei  seiner  Kanten 
oder  nur  eine  über  dem  Niveau  der  Flüssigkeit.  Wir  betrachten 
zuerst  den  ersten  Fall,  wo  nur  eine  Kante  unter  der  Flüssigkeit  sich 
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befindet  Man  sieht,  dass  die  Länge  des  Prisma  keinen  Einfluss  auf 
die  gesuchte  Lage  hat,  und  dass  ferner  jede  zu  den  Kanten  parallele 

Ebene  das  Volumen  des  Prisma 
^^s-  26.  in  demselben   Verhältnisse  wie 

die  Grundfläche  theilt. 

Es  sei  daher  C(Fig  26)  die 
eingetauchte  Spitze,  und  M  N  der 
Durchschnitt  der  schneidenden 
Ebene  mit  der  Grundfläche  ABC. 
der  bestimmt  werden  soll,  und 
das  Niveau  der  Flüssigkeit 
darstellt. 

Die  Seiten  des  Drei- 
eckes seien 

BC  =  a,    AC  =  b,     AB  =  c, 

und  bezeichnen  wir  mit  x  und  y  die  unbekannten  Seiten  CM  unJ 
C  N  des  Dreieckes  M  N  C.  Die  Flächeninhalte  beider  Dreiecke  sind 

ABC=  ^-absinC,    MNC  =  4xysinC. 

Das  ganze  Prisma  und  der  in  Flüssigkeit  eingetauchte  Theil 
desselben  verhalten  sich  zu  einander,  wie  die  Grundflächen  ABC 
und  MNC. 

Man  muss  daher  haben 

MNC:ABC  =  r:l, 

wo  r  eine  Größe  ist,  die  kleiner  als  die  Einheit  ist,  und  das  Ver- 
hältnis der  Dichtigkeit  des  schwimmenden  Körpers  zu  der  der 
Flüssigkeit  angibt. 

§  735.  Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  statt  MNC  und 
ABC  ihre  vorhergehenden  Werte,  so  hat  man 

1.    xy  =  rab. 

Sei  nun  D  die  Mitte  der  Linie  AB,  und  E  die  Mitte  der 
Linie  MN,    und    ziehen   wir    die   Verbindungslinien  CD,  CE.     Ist 

D  G  =  4-  C  D,    E  F  =  4-  CE,  so  sind  G  und  F  die  Schwerpunkte 

der  Dreiecke  ABC  und  MNC.  Die  Linie  G  F  muss  daher  senk- 
recht auf  M  N  sein.  Da  aber  die  Linien  C  D  und  C  E  des  Drei- 
eckes CDE   in   den  Punkten  G   und  F  proportional  getheilt  sind. 
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so  muss  D  E  parallel  zu  G  F  sein,  und  daher  ist  auch  D  E,  welche 
die  Mitten  der  beiden  Grundlinien  AB  und  MN  verbindet,  eben- 
falls senkrecht  auf  MN,  und  ergibt  sich  daraus,  dass  die  beiden 
Linien  DM  und  DN  gleich  sind. 

§  736.  Ist  umgekehrt  D  M  =  D  N,  so  steht  die  Linie  D  E, 
ebenso  wie  die  ihr  parallele  G  F,  senkrecht  auf  M  N.  Soll  daher 
die  Linie,  welche  die  beiden  Schwerpunkte  G  und  F  verbindet, 
auf  dem  Durchschnitte  MN  senkrecht  stehen,  so  ist  es  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  die  Werte  von  DM  und  DN  gleich 
sind.  Dies  vorausgeschickt,  sei  C  D  =  h,  und  a  und  ß  die  beiden 
Winkel  DOM  und  DCN,  so  hat  man  in  den  Dreiecken  DCM 
und  DCN 

DM2  =  h2  4- x2  —  2hx  cos  a, 

DN2  =  h2  +  y2  —  2hy  cos  ß, 

und  setzt  man  diese  Werte  einander  gleich,  so  kommt 

2.     x^  —  2  h  X  cos  a  =  y2  —  2  h  y  cos  ß. 

Verbindet  man  die  Gleichungen  1.  und  2.,  so  kann  man 
daraus  x  und  y  bestimmen.  Durch  Elimination  von  y  findet  man 
daraus 

3.     x^  —  2 h x^cos  a  +  2 h r a b X  cos  ß  —  r^a^b^  =  0. 

Man  kann  aus  dieser  Gleichung  vom  vierten  Grade  x  finden 
und  hat  dann  y  = für  den  entsprechenden  Wert  von  y. 

Da  die  Gleichung  3.  vom  vierten  Grade  und  ihr  letztes  Glied 
negativ  ist,  so  folgt  daraus,  dass  sie  nothwendig  zwei  reelle  Wurzeln 
hat  eine  positiv,  die  andere  negativ.  Die  zwei  anderen  können  reell 
oder  imaginär  sein.  Sind  sie  reell,  so  müssen  sie,  nach  der  carte- 
sischen  Regel,  beide  positiv  sein,  da  man  drei  Zeichenwechsel  und 
eine  Zeichenfolge  hat,  man  mag  das  fehlende  Glied  mit  welchem 
Zeichen  immer  versehen. 

Da  die  unbekannten  Größen  x  und  y  nur  positive  Größen 
und  kleiner  als  C  A  und  C  B  sein  können,  so  kann  man  die  negative 
Wurzel,  wie  auch  Werte  für  x  größer  als  a  und  für  y  größer  als 
b,  als  der  Aufgabe  fremd  verwerfen.  Es  gibt  mithin  höchstens  drei 
Lagen  des  Gleichgewichtes,  wenn  eine  Kante  sich  unter  der  Flüssig- 
keit befindet. 
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§  737.  Liegen  zwei  Kanten  unter  der  Flüssigkeit,  so  kann 
die  Aufgabe  in  der  früheren  Weise  gelöst  werden,  wenn  man  nur 
in  den  Gleichungen  1.  und  iJ.  statt  r  die  Größe  1  —  r  setzt 

Dieses  ersieht  man  aus  folgender  Erwägung. 

Sind  die  beiden  Kanten  A  und  B  in  die  Flüssigkeit  einge- 
taucht, so  muss  die  Gleichung  sein 

MNBA:ABC  =  r:  1, 
und  daraus  hat  man 

MNC:ABC=  l  —  r  :  1, 
so  dass  statt  der  Gleichung  1.  man  jetzt  hat 

4.     X  y  =  (1  —  r)  a  b. 

Da  ferner  die  Schwerpunkte  des  Dreieckes  ABC  und  seiner 
beiden  Theile  MNBA  und  MNC  auf  einer  und  derselben  Linie 
liegen,  und  die  Schwerpunkte  von  MNBA  und  von  ABC  auf  einer 
Linie  liegen,  die  auf  M  N  senkrecht  steht,  so  müssen  die  Schwerpunkte 
von  ABC  und  MNC  auf  einer  und  derselben  Linie  liegen,  welche 
auf  MN  senkrecht  stehen,  und  ist  es  klar,  dass  die  Änderung  von 
r  in  1  —  r  genügt,  um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  so  dass  die  Gleichung  4. 
an  Stelle  von  1,  tritt,  und  auch  in  3.  statt  r  die  Größe  1  —  r  gesetzt 
werden  muss,  ohne  dass  die  Gleichungen  2.  eine  Änderung  erleideu. 

Eliminiert  man  jetzt  aus  den  Gleichungen  2.  und  4.  y,  so 
findet  man 

5.     X*  — 2hx5cosa  +  2h(l  -  r)abxcosß  — (l  —  T)^B,^h^  =  0. 

Auch  aus  dieser  Gleichung  findet  man  wie  früher,  dass  man 
höchstens  drei  Gleichgewichtslagen  hat,  wenn  die  beiden  Kanten  A 
und  B  unter  der  Flüssigkeit  sich  befinden. 

Stahüüdtt  des  Oleichgewichtes  eines  schwimmenden  Körpers. 

§  738.  Das  Gleichgewicht  eines  schwimmenden  Körpers  ist 
stabil  oder  nicht  stabil,  je  nachdem,  bei  einer  geringen  Entfernung 
des  Körpers  aus  seiner  Lage,  derselbe  in  seine  anfängliche  Gleich- 
gewichtslage zurückzukehren  oder  sich  von  derselben  zu  entfernen 
strebt.  Um  zu  beurtheilen,  wann  der  eine  oder  der  andere  Fall  ein- 
tritt, werden  wir  uns  des  Principes  der  lebendigen  Kräfte  bedienen. 

Zu  diesem  Ende  betrachte  man  einen  Körper  von  beliebiger 
Gestalt,  er  sei  gleichartig  oder  nicht  gleichartig,  der  auf  der  Ober- 
fläche   der   Flüssigkeit    im    Gleichgewichte    ist,    und    sei    AB  CD 
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(Fig.  27)  der  DarcHsclinitt  dieses  Körpers  mit  dem  durch  das  Innere 
desselben  verlängerten  Niveau  der  Flüssigkeit  Sei  ferner  G  der 
Schwerpunkt   des  Körpers,    H    der  Schwerpunkt    der   Flüssigkeit, 


Fig.  27. 


Fig.  28. 


welche  durch  den  eingetauchten  Theil  dieses  Körpers  verdrängt 
wurde,  V  das  Volumen  dieses  Theiles,  M  die  totale  Masse  des 
ganzen  Körpers.  Da  der  Körper  nach  der  Annahme  sich  im  Gleich- 
gewichte befindet,  so  steht  die  Linie  G  H  senkrecht  auf  A  B  C  D, 
und  die  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit  ist  der  des  ganzen 
Körpers  gleich,  so  dass,  wenn  p  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  be- 
deutet, M  =  Vp  ist. 

§  739.  Man  nehme  nun  an,  der  Körper  sei  ein  wenig  aus 
seiner  Gleichgewichtslage  entfernt  worden,  die  Ebene  des  Schnittes 
AB  CD  (Fig.  27)  wurde  dadurch  ein  wenig  geneigt,  und  durch 
diese  geringe  Neigung  hat  der  Körper  die  Lage  der  Figur  28  er- 
langt. Die  Punkte  des  Körpers  haben  dadurch  kleine  Geschwindig- 
keiten erhalten,  das  Gleichgewicht  wurde  gestört,  und  die  Frage 
entsteht,  ob  infolge  dieser  Bewegung  des  Körpers,  der  im  Innern 
des  Körpers  feste  Schnitt  AB  CD  sich  immer  mehr  vom  Niveau 
der  Flüssigkeit  entfernen  oder  streben  wird,  dahin  zurückzukommen, 
indem  er  nach  beiden  Seiten  des  Niveaus  kleine  Schwingungen 
macht  Während  dieser  Bewegung  schneidet  das  Niveau  der  Flüssig- 
keit den  schwimmenden  Körper  nach  einem  veränderlichen  Schnitt, 
den  man  die  Schwimmebene  oder  die  Wasserlinie  nennt. 
Wir  betrachten  nun  also  Figur  28. 
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Sei  nun  in  einem  Zeitpunkte  dieser  veränderliche  Schnitt  des 
Körpers  A'  B'  C  D',  ein  anderer  veränderlicher  des  Körpers  sei 
A  B"  C  D",  den  eine  horizontale  Ebene  macht,  die  durch  den  Schwer- 
punkt I  des  Schnittes  AB  CD  geht.  AC  sei  der  Durchschnitt  von 
ABCD  und  AB"  CD",  der  auf  AB  CD  veränderlich  ist,  «  der 
Winkel,  den  diese  beiden  Ebenen  miteinander  schließen,  C  der  Ab- 
stand des  Punktes  I  von  der  Schwimmebene  A'B'C'D',  welchen 
man  als  positiv  oder  als  negativ  ansieht,  je  nachdem  der  Punkt  1 
unter  oder  über  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  liegt.  Die  Größen  Ö 
und  C  sind  im  Anfange  sehr  klein,  und  es  handelt  sich  darum,  zu 
wissen,  ob  sie  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  klein 
bleiben. 

§  740.  Ein  Element  der  Masse  des  außerhalb  der  Flüssigkeit 
befindlichen  Theiles  des  Körpers  d  m  ist  sollicitiert  von  einer  verti- 
calen  Kraft,  nämlich  seinem  Gewichte  g  d  m.  Der  in  die  Flüssigkeit 
eingetauchte  Theil  des  Körpers  ist  zwei  Kräften  unterworfen,  nämlich 
seinem  Gewichte,  und  überdies  dem  Auftriebe,  welcher  dem  Ge- 
wichte der  deplacierten  Flüssigkeit  gleichkommt.  Diese  Kraft  ist 
im  Schwerpunkte  der  verdrängten  Flüssigkeit  angebracht^  deren 
Stelle  der  Körper  einnimmt,  und  wirkt  im  entgegengesetzten  Sinne 
der  Schwere.  Der  Auftrieb  der  Flüssigkeit  kann  demnach  ersetzt 
werden  durch  kleine  verticale  Kräfte,  indem  an  jedes  unter  dem 
Niveau  der  Flüssigkeit  befindliche  Element  der  Masse  dm  eine 
dem  Gewichte  eines  Volumens  der  Flüssigkeit,  deren  Stelle  das 
Element  der  Masse  einnimmt,  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft 
angebracht  wird.  Diese  letzte  Kraft  ist  gleich  — gpdv,  wenn  mit 
d  V  das  Volumen  des  Elementes  d  m  bezeichnet  wird.  Die  Resultante 
aller  dieser  kleinen  Kräfte  ist  dieselbe  wie  die  der  durch  die 
Flüssigkeit  auf  die  eingetauchte  Oberfläche  des  Körpers  ausge- 
übten Drucke. 

In  dieser  Weise  hat  man  als  Componenten  der  Kraft  für  den 
nicht  eingetauchten  Theil  des  Körpers 

X  =  0,     Y  =  0,     Z  =  gdm, 
und  für  den  eingetauchten  Theil  des  Körpers 

X  =  0,     Y  =  0,     Z  =  gdm  — gpdv. 

§  741.  Bezeichnet  man  die  Summe  der  elementaren  Arbeiten 

der  Kräfte  in  der  Zeit  t  mit  -^,  so  hat  man 
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cp  =  25dz21g(lm  —  25dzSgpdv, 
oder 

6.     cp  =  2gSzdm  —  2gp£zdv. 

Dabei  erstreckt  sich  das  Zeichen  S  im  ersten  Gliede  rechter 
Hand  auf  die  ganze  Masse  des  Körpers,  im  zweiten  Gliede  rechter 
Hand  hingegen  nur  auf  den  eingetanchten  Theil  desselben.  Man 
hat  daher  nach  dem  Theoreme  der  lebendigen  Kräfte,  indem  man 
mit  u    die  Geschwindigkeit   eines  Massentheilchens    dm  bezeichnet, 

7.     2u-dm  =  2[gSzdm  —  gp2zdv]-}-c. 

Belangend  nun  Szdm,  so  ist  diese  Größe  gleich  Mz,,  wenn 
Zj  die  verticale  Ordinate  des  Schwerpunktes  G  des  Körpers  ist, 
und  da  wir  schon  hatten  M  =  V  p,  so  ist 

8.     Szdra  =  Vpzi- 

Belangend  die  Quantität  Szdv,  so  theilen  wir  solche  in  zwei 
Theile,  der  eine  sei  ABC  DL,  begrenzt  also  durch  den  Schnitt 
A  B  C  D,  der  andere  enthaltend  das  Volumen  zwischen  A  B  C  D 
und  A'B'C'D'. 

Der  erste  Theil  ist  gleich  V  z',  wenn  man  mit  z'  die  Ordinate 
des  Schwerpunktes  H  der  totalen  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit 
bezeichnet.  Bezeichnet  man  schließlich  den  zweiten  Theil  mit  k,  so 
hat  man 

9.     Iu2dm  =  2gVp(zi  --Z*)  — 2gpk  +  C. 

§  742.  Setzen  wir  G  H  =  a,  und  projiciert  man  diese  Gerade 
G  H  =  Zt  —  z'  =  a  auf  die  Verticale  des  Punktes  G,  so  sieht  man, 
dass  sie  gleich  ist  +  a  cos  9,  je  nachdem  G  über  oder  unter  H 
sich  befindet.  Jetzt  wollen  wir  k  berechnen.  Nennen  wir  den  Schnitt 
ABCD  X,  bezeichnen  also  ein  Element  dieser  Fläche  mit  dX,  und 
projicieren  wir  ein  Element  d  X  am  Punkte  m,  durch  einen  kleinen 
Cylinder  mm',  auf  die  Schwimmebene  A'B'C'D',  so  wird  die  Pro- 
jection  sein  d  X  cos  8,  da  0  der  Winkel  ist,  den  ABCD  mit  A  B'  C  D' 
schließen.  Um  also  dk  oder  diesen  Theil  von  der  Quantität  Szdv 
zu  berechnen,  zerlegen  wir  diesen  kleinen  Cylinder  durch  Horizontal- 
ebenen in  eine  unendliche  Zahl  von  Elementen,  so  wird  man  für 
eines  derselben  haben 

dv  =  dzdX  cos  0 
zdv  =  zdzdX  cos  0. 
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Setzt  man  also  m  m'  =:  y,  wird  man  haben 


dk  =  V  zdzdX  cos  9  =  ^  d X  cos  0. 


4) 

Belangend  die  Senkrechte  y,  so  besteht  sie  aus  zwei  Theilen, 
einer  ist  zwischen  den  zwei  parallelen  Ebenen  A'B'C'D'  und 
AB" CD",  und  wurde  mit  C  bezeichnet.  Der  andere  ist  zwischen  >. 
und  AB" CD",  und  ist  gleich  1  sin  9,  wenn  man  mit  1  den  Ab- 
stand m  n  dieses  Elementes  von  dem  Durchschnitte  A  C  der  beiden 
Ebenen  A  B  C  D  und  A  B"  C  D"  bezeichnet  Man  hat  also 

y  =  C  +  1  sin  e, 

wo  man  1  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je  nachdem  d  X  unter 
oder  über  der  Ebene  AB" CD"  sich  befindet.  Man  hat  daher 

dk  =  4  (C  +  1  sin  0)2  dX  cos  e. 

Daher,  wenn  man  integriert,  wo  C  und  9  bei  der  Integration 
von  k  als  constant  zu  betrachten  sind, 

k  =  4  c*^  cos  e  5dx  +  c  sin  e  cos  e  5idx  + 

+  isin^ecoseU^dX. 

Der  Wert  von  51dX  ist  Null,  da  nach  der  Voraussetzung 
die  Linie  AC  den  Schwerpunkt  von  AB  CD  enthält,  und  setzen 
wir  den  Flächeninhalt  A B C D  =  b,  und  ^\^^\  das  Trägheits- 
moment von  A  B  C  D,  in  Bezug  auf  A I C  =  |i,  so  hat  man 

10.     k  =  4  b  C^cose  +  4  P-  sin^  Ö  cos  e. 

Substituiert  man  diesen  Wert  in  9.,  so  hat  man 

11.     Su2dm=  +  2gVpa  cos  0  —  g  P  b  C^  cos  6  — 

—  g  p  [1  sin^  ö  cos  0  -[-  C  -f-  e. 

Der  Ausdruck  10.  für  k  gibt  nicht  dessen  genauen  Wert.  Sollte 
die  Gleichung-  ihn  ausdrücken,  so  müsste  das  zwischen  A  B  C  D  und 
A'B'C'D'  enthaltene  Volumen  ein  verticaler,  durch  die  Ebene  des 
Schnittes  A  B  C  D  abgestumpfter  Cylinder  sein.  Wie  aber  die  Gestalt 
des  Körpers  beschaffen  sein  mag,  wird  der  genaue  Wert  von  k. 
angesichts    dessen,   dass  C  und  ö    sehr   klein  sind,   vom  Werte  10. 
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sich  nur  um  eine  Größe  dritter  Ordnung  unterscheiden,  wir  be- 
zeichnen sie  mit  s.  Da  ferner  C  und  0  sehr  kleine  Größen  sind, 
kann  man  Größen  dritter  Ordnung  von  diesen  Größen  vernachlässigen. 

und  cos  ö  durch  1  —  -^y  sin  0    durch  9  ersetzen,    und  setzt  man 

C  +  2gVpa  =  c,  so  wird  11. 

12.  2u2dm  =  c  — gpbC^  — gp((i.  +  Va)e2-|.s. 

Man  bestimmt  c  nach  dem  Stande  des  schwimmenden  Körpers 
am  Ursprünge  der  Bewegung.  Die  Größen  C  und  9  setzt  man  als 
bekannt  voraus,  und  so  auch  die  Anfangsgeschwindigkeiten  des  Körpers. 
Da  schließlich  alle  Größen  nach  Belieben  klein  genommen  werden 
können,  kann  auch  c  beliebig  klein  vorausgesetzt  werden. 

§  743.  Um  aus  der  Gleichung  12.  die  Bedingungen  der 
Stabilität  des  Gleichgewichtes  eines  schwimmenden  Körpers  zu  be- 
urtheilen,  wird  man  zwei  Fälle  unterscheiden. 

Ist  vor  allem  der  Schwerpunkt  G  des  Körpers  unter  dem  der 
deplacierten  Flüssigkeit  H,  ist  das  Gleichgewicht  immer  stabil.  In 
der  That  ist  alsdann  die  Gleichung  12. 

13.  £  u2  d  m  =  c  —  g  p  b  C2  —  g  p  (ii  +  V  a)  02  -f  e. 

In  dieser  Gleichung  ist  c,  nach  den  Anfangswerten  von  (i,  C,  9, 
die  man  als  sehr  klein  voraussetzt,  positiv  und  sehr  klein.  Alsdann 
können  die  Quantitäten  C  und  0  nicht  genug  wachsen,  dass  die 
Summe  g  p  b  C^  +  g  p  (p^  -}-  V  a)  9^  größer  als  2  c  werde.  Denn  würde 
diese  Summe  gleich  2  c,  so  würde,  in  Anbetracht,  dass  e  eine  Größe 
der  dritten  Ordnung  ist,  das  zweite  Glied  der  Gleichung  13.  negativ 
sein,  was  unmöglich  ist,  da  die  Quantität  des  ersten  Gliedes  dieser 
Gleichung  S  u^  d  m  eine  reell  positive  Größe  ist.  Daraus  ersieht  man 
also,  dass  man  in  der  Bewegung  des  Systems  immer  hat 


gpb  gP(|A+  Va) 

In  dieser  Weise  kann  man  beweisen,  dass 


:<]l-i£,   e<f. 


IC 


gpb  gp(!A+  Va) 

sind,  wo  i  irgend  eine  Zahl  vorstellt,  die  größer  als  die  Einheit  ist. 

Es  folgt   daher,   da,   wie  aus  12.  und  13.  zu  ersehen,   c   eine 

jedenfalls  positive  Größe  ist  und  beliebig  sehr  klein  sein  kann,  dass 
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die  Werte  der  Veränderlichen  C  und  9  immer  sehr  klein  bleiben 
werden,  und  der  Körper  sich  daher  von  seiner  Gleichgewichtslage 
sehr  wenig  entfernen  werde. 

§  744.  Ist  aber  G  über  dem  Punkte  H,  dann  hat  man 
14.     J:u2dm  =  c  — gpbC2  — (|i.  — Va)e2_^e. 

Im  Ursprünge  der  Zeit  wird  [i  größer  als  Va  sein,  und  das 
zweite  Glied  der  Gleichung  14.  wird  positiv  sein.  Bleibt  jt,  das  Träg- 
heitsmoment der  Fläche  A  B  C  D,  in  Bezug  auf  die  Gerade  A I  C, 
während  der  ganzen  Bewegung  größer  als  V  a,  so  werden  C  und  9 
immer  zwischen  sehr  kleinen  Größen,  und  das  Gleichgewicht  ist 
stabil.  Es  ist  erforderlich,  dass  das  Trägheitsmoment  des  Schnittes 
A  B  C  D,  in  Bezug  auf  irgend  eine  Gerade,  welche  durch  den  Schwer^ 
punkt  I  geht,  größer  als  Va  sei,  da  der  Durchschnitt  der  Ebenen 
AB  CD  und  AB"  CD",  in  der  unendlich  kleinen  Deplacierung  des 
Körpers,  alle  möglichen  Lagen  annehmen  kann.  Es  genügt  also, 
dass  V  a  kleiner  sei  als  das  kleinste  Trägheitsmoment  des  A  B  C  D, 
in  Bezug  auf  alle  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  I  geführt  sind. 
Die  Linie,  welche  diesem  Trägheitsmoment-Minimum  entspricht, 
ist  in  der  Regel  bekannt.  Beispielsweise  in  einem  Schiffe  ist  es  die 
Gerade,  welche  vom  Vordertheil  des  Schiffes  zum  Hintertheil  des 
Schiffes  führt.  Also  in  Bezug  auf  diese  Linie  muss  man  das  Träg- 
heitsmoment berechnen,  und  ist  es  größer  als  V  a,  wird  das  Gleich- 
gewicht stabil  sein. 

Wird  aber  |JL  kleiner  als  Va,  dann  kann  man  aus  der  Gleichung  14. 
nichts  über  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  entnehmen,  da  das 
Glied  rechter  Hand  — gpiV'  —  Va)©^  zu  irgendeiner  Epoche 
positiv  oder  negativ  sein  kann,  wir  also  kein  Kennzeichen  über  die 
Stabilität  des  Gleichgewichtes  haben,  und  C  und  9  unendlich  wachsen 
können,  ohne  dass  die  Gleichung  14.  sich  als  absurd  zeigt. 


Vic^'und. vierzigstes  Oapitel. 

Über  barometrisclie  Höhenmessnngen. 

§  745.  Man  kann,  indem  man  von  den  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes von  Flüssigkeiten  ausgeht,  eine  Gleichung  erlangen,  aus 
welcher  man  die  Höhe  über  das  Niveau  des  Meeres,  auf  der  man 
sich  befindet,  aus  der  barometrischen  Höhe  bestimmen  kann. 
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Wir  setzen  die  Erde  als  sphärisch  voraus  und  bezeichnen 
deren  Halbmesser  mit  r.  Auch  wissen  wir.  dass  die  Intensität  der 
Schwere  ira  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Distanz 
vom  Mittelpunkt  der  Erde  variiert.  Bezeichnen  wir  also  die  Intensität 
der  Schwere  am  Niveau  des  Meeres  mit  g,  wird  die  Intensität  der 
Schwere  auf  der  Höhe  z,  die  wir  mit  g'  bezeichnen,  sein 

1    g.  =  _?i!_  _ 

^     {r  +  ^r 

§  746.  Wir  hatten  ferner  für  das  Gleichgewicht  von  Flüssig- 
keiten im  §  708.  die  Generalgleichung 

2.     dp  =  p(Xdx  + Ydy +  Zdz). 

Bezeichnet  man  also  mit  p  den  Druck  der  Luft  auf  der  Hohe  z, 
und  mit  p  die  Dichtigkeit  der  Luft  daselbst,  so  hat  man 

3.     d  p  =  —      "^      üP^  ^• 

Dieser  Druck  kann  mittelst  des  Barometers  bestimmt  werden, 
wenn  man  einigen  Umständen  Rechnung  trägt.  Die  Höhe  der  Queck- 
silbersäule im  Barometer  zeigt  den  durch  die  atmosphärische  Luft 
am  Beobachtungsorte  ausgeübten  Druck  an.  Dieser  Druck  ver- 
mindert sich,  wenn  man  sich  vertical  erhebt,  und  das  Gesetz  dieser 
Variation  als  Function  der  Höhe,  auf  die  man  sich  erhebt,  ist 
folgendes. 

Der  Druck  oder  die  elastische  Kraft  der  Luft  hängt  ver- 
möge des  Gesetzes  von  Mariotte  und  Gay-Lussac  von  ihrer  Dichtig- 
keit und  ihrer  Temperatur  ab. 

Sind  die  Luft  und  verschiedene  Gase,  welche  demselben  con- 
stanten  gleichen  Druck  für  alle  unterliegen,  in  einen  Umkreis  placiert, 
dessen  Temperatur  variiert,  zeigt  die  Beobachtung,  dass  alle  diese 
elastischen  Flüssigkeiten,  bei  gleichen,  durch  die  Grade  des  Queck- 
silberthermometers angezeigten  Erhöhungen  der  Temperatur,  sich 
gleichmäßig  ausdehnen.  Die  Ausdehnung  der  Luft,  welche  jedem 
Grade  des  hunderttheiligen  Thermometers  entspricht,  ist  000366. 
Sie  ist  fast  dieselbe  für  alle  Gase,  wie  auch  für  Dämpfe. 

§  747.  Seien  nun  n  die  elastische  Kraft  und  D  seine  Dichtig- 
keit bei  der  Temperatur  Null.  Bleibt  der  Druck  ungeändert,  und 
sei  D'  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  der  Temperatur  von  W  Wärme- 
graden, so  wird  eine  in  der  Einheit  des  Volumens  enthaltene  Luft- 
masse von  der  Temperatur  Null,  bei  Erhöhung  der  Temperatur  auf 

Weiaatein,    RationelleMechanik.il.  15 


226 

9  Grade,  ein  Volumen  einnehmen,  welches  gleich  ist  1  -|-  a  0,  wo 
a  den  Ausdehnangscoefficienten  0*00360  für  jede  ErhöhuDg  der 
Temperatur  um  einen  Grad  bedeutet.  Die  Dichtigkeiten  stehen  im 
umgekehrten  Verhältnisse  der  Volumen,  und  man  wird  daher  haben 

4     D'  =  -^- 

Bleibt  anderseits  die  Temperatur  ungeändert,  und  ändert 
sich  der  Druck,  so  hat  man,  wenn  man  den  neuen  Druck  mit  p 
bezeichnet,  und  mit  p  die  entsprechende  Dichtigkeit 

5-     P  =  "  i>r? 

und  setzt  man  für  D'  den  Wert  aus  4.,  und  die  -pr-  =  k,  so  wird 

man  haben 

6.     p  =  kp(l+ae). 

Man  könnte  k  bestimmen,  wenn  man  in  dieser  Formel  die 
direct  durch  die  Erfahrung  erhaltenen  Werte  von  p,  p  und  ö  setzen 
würde,  aber  für  unsere  weitere  Rechnung  ist  es  besser,  k  unbe- 
stimmt zu  belassen. 

Der  Wert  von  a  muss  übrigens  aus  dem  Grunde,  dass  die 
Luft  mit  Dämpfen  vermischt  ist,  um  ein  Geringes,  nämlich  auf 
0*004  erhöht  werden. 

§  748.  Wir  kehren  zur  Formel  3.  zurück,  wonach 

d p  =  —  r^-yi  P^^ 

(r  -f  zj^ 

ist.  Setzt  man  darin  für  p,  welches  die  Dichtigkeit  der  Luft  auf 
der  Höhe  z  bedeutet,  seinen  Wert  aus  6.,  so  wird  man  haben 

„      dp gr^  dz 

"p"  ~  ~  k"f  r+ä»)  (r+^' 

Da  man  ö  als  Function  von  z  nicht  kennt,  so  werden  wir 
der  Größe  0  einen  constanten  mittleren  Wert  geben,  nämlich  gleich 
der  Hälfte  der  Summe  der  Temperaturen  der  Luft  am  Niveau  des 
Meeres  und  auf  der  Höhe  z. 

Integriert  man  die  Gleichung  7.,  so  hat  man 

8.       1  P  =  ,     ,,      , TT 1 \-  c. 

^       k(l -j-aB;  r +  z    ' 
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Um  die  Constante  c  zu  bestimmen,  sei  n  der  Druck  der  Luft 
am  Niveau  des  Meeres,  wo  z  =  0  ist,  hat  man 


und  daraus 


gr^  1 

k(l  -|-aBj  r     ' 


10.    1^=        g^ 


p         k(l  4-ae)r +  z 

oder,  zu  den  ordinären  Logarithmen  übergehend,  wo  man  mit  dem 
Modulus  M  =  0-4342946  multipliciert, 

-it      1        "  Mg  z 

11.     log  —  =  ,  ,,    .  — T . 

'      r 


n 


§  749.   Das  Verhältnis  —  kann  man  vermittelst  der  Höhen 

P 

der  Quecksilbersäule  im  Barometer  ausdrücken,  welche  den  Drucken 
n  und  p  entsprechen.  Sei  h  die  barometrische  Säule  auf  der  Höhe  z, 
und  sei  T  die  Temperatur  des  Quecksilbers,  welche  versdiieden 
von  der  umgebenden  Luft  sein  kann.  Seien  auch  h^  und  Tq  die  anar 
logen  Größen  am  Niveau  des  Meeres.  Seien  m  und  mo  die  Dichtig- 
keiten des  Quecksilbers  bei  den  Temperaturen  T  und  Tq,  so  hat  man 

p=g'mh,     ii=gmoho, 
und  daraus 

iL-  =    g   ™o   ^^0 
p  g'   m    h  * 

Man  hat  aber  nach  1. 

_g_  _  (r  +  z)2 

Das  Quecksilber  dehnt  sich  um  ^^    seines     Volumens    bei 

0  Grad,  für  jeden  Grad,  um  welchen  seine  Temperatur  erhöht  wird, 

T 

80  dass  das  Quecksilber  bei  der  Temperatur  T  1  -j-  rTrä  '  ^^^  ^^ 

T 

der  Temperatur  T©  1  -|-  ^^tt:  wird,    und   indem   die  Dichtigkeiten 

im  umgekehrten  Verhältnisse   dieser  Volumen   stehen,   so   hat  man 

T 

«!<,_.,     T     ^  ^^_         ^  +  6550      

m  ~     "^  5550  •     "^  5550  ""       ,      ^^       T«  —  T  ' 


tÄ'=(i+|Y. 


Ö5ö0  '     5550 

16* 
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also  fast 


ma 


m  ~  1  +  To  —  T. 

5550  ' 
Man  hat  demnach 


1^.  f =0+TyErT^T=('+7yi 


5550 
wenn  wir  nämlich 


-r^^h- 


setzen.  H  nennt  man  die  verbesserte  Höhe.  Es  ist  die,  welche  die 
barometrische  Säule  haben  würde,  wenn  die  Temperatur  des  Queck- 
silbers an  der  oberen  Station  dieselbe  wie  an  der  unteren  Station  wäre. 

§  750.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  11.  —  durch  den  Wert 
aus  12 ,  so  hat  man 

und  daraus 

Die  Intensität  g  der  Schwere  variiert  mit  der  Breite.  Be- 
zeichnet man  also  mit  X  die  Breite  des  Beobachtungsortes,  und  mit 
G  die  von  Paris,  dessen  Breite  48 ^  50'.  14"  ist,  so  hat  man 

G  =  9-80896, 
und  fUr  g  wird  man  haben 

„  —       €1(1  —  0-002588  cos  2  X) 
^  ~  1  —  0-002588  cos  2  (48"  50'  14") 

und  die  Formel  13.  wird,  wenn  man 

^  [1  —  0002588  cos  2  (48«  50'  14")  =  «] 

setzt, 

(1  -I-  0004  ») 


14.   z  =  a 


1  —  0002588  cos  2 X 


('  +  v)hH  +  ^>»K'  +  Ol 
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Die  Größe  a  könnte  man  nach  den  bekannten  Werten  von 
k,  m  und  G  berechnen,  man  kann  sie  aber  durch  die  Gleichung  14. 
selbst  bestimmen,  indem  man  mehrere  bekannte  Höhen  nimmt,  die 
auf  trigonometrischem  Wege  bereits  gemessen  wurden,  und  darnach 
a  berechnet. 

In  dieser  Weise  hat  man  gefunden 

a  =  18336. 

§  751.  Man   kann  z   durch   die  Gleichung   13.    oder   14.   be- 

rechnen,   indem    man   im   zweiten  Gliede  die  Quantität  — ,     welche 

sehr  klein  ist,  vernachlässigt. 
Man  wird  also  haben 

15.    z.=^(l+ae)log^, 
und  die  Gleichung  14.  wird 

Iß     .  _        «  (1  +  O'OO^ »)       in^ ho 
10.     z,  _    j  _  Q.QQ2o88  cos  2  X  '""^  H' 

Man  wird  in  dieser  Weise  einen  genäherten  Wert  von  z  haben. 

Einen  zweiten  mehr  genäherten  Wert  z^  wird  man  haben,  in- 
dem man  den  Wert  von  z,  an  der  Stelle  von  z  im  zweiten  Gliede 
der  Gleichung  14.  setzt. 

Man  könnte  in  dieser  Weise  diese  successive  Approximation 
fortsetzen.  Man  bleibt  aber  gewöhnlich  bei  der  zweiten  Approximation 
stehen. 

Ist   z   nicht    sehr    groß,    so    vernachlässigt   man  —     gänzlich. 

Allein  dann  muss  man  den  Wert  von  a  vergrößern.  M.  Ramönd  hat 
aus  einer  großen  Zahl  Beobachtungen,  welche  er  im  Süden  von 
Frankreich  gemacht,  den  Wert  von  a  auf  18393  festgestellt  und 
hat  die  einfache  Formel  angenommen 

17.     z  =  18393  (1  +  0004  6)  log  ^. 
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Fünf  und  vierzigstes  Capitel. 
Hydrodynamik. 

Gleichungen  der  Bewegung  von  Flüssigkeiten. 

§  752.  Um  die  Bewegang  einer  Flüssigkeit  zu  kennen,  wird 
es  hinreichen,  die  Bewegung  eines  jeden  ihrer  Punkte  zu  kennen. 
Nach  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  ist  es  schwer, 
diese  Bewegung  zu  bestimmen.  Wohl  kann  man  aber  für  einen 
gegebenen  fixen  Punkt  die  Geschwindigkeit  des  Molecüles  bestimmen, 
welches  zu  einer  bestimmten  Epoche  t  durch  diesen  Punkt  durch- 
geht. Man  kann  auch  den  Druck  der  Flüssigkeit  am  fraglichen 
Punkt  in  jedem  Zeitpunkte  bestimmen. 

Beziehen  wir  die  Flüssigkeit  auf  drei  rechtwinklige  Achsen 
0  X,  0  y,  0  z.  Seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  fixen  Punktes  M. 
welcher  im  Innern  der  Flüssigkeit  genommen  ist,  X,  Y,  Z  die  Com- 
ponenten  der  Kraft,  welche  zur  Epoche  t  auf  die  Einheit  der  Masse 
in  M  wirkt,  p  die  Dichtigkeit  und  p  der  Druck  der  Flüssigkeit 
am  selben  Punkte  M  und  zur  selben  Epoche,  bezogen  auf  die  Ein- 
heit der  Fläche. 

§  753.  Die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  der  Flüssig- 
keiten (§  708)  können  auch  auf  Flüssigkeiten  in  Bewegung  ange- 
wendet werden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  zu  den  reell 
wirkenden  Kräften  die  Trägheitskräfte  hinzufüge. 

Bezeichnet  man  nun  mit  u,  v,  w  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Molecüles,  welches  zur  Epoche  t  M  passiert,  so 
wird  die  Trägheitskraft  des  Elementes  (d  x,  d  y,  d  z),  indem  man  hat 

d  X  dy  dz 

dt  dt  dt  ' 

zu  Componenten  haben 

jjjS^  jjj^v  jjj^^^ 

—  pdxdydzg^,     —  pdxdy  dz-y^,     —  pdxdydz  y^, 

indem  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Geschwindigkeit  nicht  brüsk 
von  einem  Punkte  der  Flüssigkeit  zum  anderen  variiert,  so  dass 
dieselbe  Trägheitskraft,  bezogen  auf  die  Einheit  der  Masse,  zu 
Componenten  hat 

_8u     _8v     _8w 

""8t'  8t'  8t' 
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Die    allgemeinen    Gleichungen    des    Gleichgewichtes    (§  708) 


werden  demnach  sein 


1. 


dp 
dx 
dp 

dp 

dz 


=  p    X 


(-  -  '^ 


-(^ 


8 

ä 

'8  t 
8w 


) 


K-^sT) 


In  diesen  Gleichungen  bedeuten 


8u 
8  t ' 


5w 
8  t 


die  totalen  Derivierten  von  u,  v,  w,  genommen  in  Bezug  auf  t, 
und  deshalb  haben  wir  das  Zeichen  8  gewählt.  Die  Größen  u.  v,  w 
hängen  gleichzeitig  von  der  Zeit  t  und  von  der  Lage  des  Punktes  M, 
also  von  x,  y,  z  ab,  so  dass  diese  Quantitäten  als  Functionen  von 
X,  y,  z  und  t  betrachtet  werden  müssen. 

Indem   wir  also   für   die   partiellen    Differenzen   das   charak- 
teristische Zeichen  d  reservieren,  hat  man 


oder 


8u du^^du  8x,^du  8yj^du  8z 

'dt~dt"^dx   8t  ""dy  "8t    'dz"   8t 

8  u       du    ,    du       ,    du       ,    du 
6t=-dt+dx'^  +  dy^  +  dz^- 

In  dieser  Weise  wird  man  auch  haben 

8v  dv.dv  ,dv  ,  dv 

8t  dt    '    dx  '    dy  '  dz 

8w  dw    ,    dw  ,    dw  ,  dv 

ot  dt     '    dx  dy  '  dz 


Die  Gleichungen  1.  werden  demnach 


2. 


dp 
dx 
dp 
dy 

dz  ~ 


(^   du     du 
^-dt-'^dx- 


dv 
dx 


(_   dw    dw 
Z  —  T-  —  u  . 
dt     dx 


du 

dv 
"iy 

dw 
^dv 


du\ 
-^dzj 

dv\ 
-'^d^l 

) 


dw 
dz 
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Zu   diesen  Gleichungen   muss   man    die   Relation   hinzufügen. 

die    zwischen    p  und  p    besteht,    und    welche    von    der   Natur    der 

Flüssigkeit  abhängt. 

3.     F(p,p)  =  0. 

Diese  vier  Gleichungen  2.  und  3.  sind  aber  nicht  hinreichend, 
um  die  fünf  Unbekannten  p,  p,  u,  v,  w  zji  bestimmen. 

§  754.  Wir  benöthigen  noch  einer  fünften  Gleichung,  die  wir 
erhalten,  wenn  man  die  Flüssigkeit  als  continuierlich  betrachtet. 

Betrachten  wir  im  Innern  der  Flüssigkeit  ein  kleines  Parallel- 
epiped,  welches  zu  Seiten  8x,  8y,  8  z  hat,  und  dessen  eine  Spitze 
also  durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  geht.  Berechnen  wir,  was  die 
Dimensionen  8x,  8y,  8  z  dieses  Parallelepipedes  am  Ende  der 
Zeit  8  t  werden.  Deplaciert  sich  die  Flüssigkeit,  die  es  enthalt, 
werden  die  Coordinaten  des  Punktes  (x,  y,  z) 

x-[-u8t,    y  +  v^^i    z-|-w8t 
die  Coordinaten  des  Punktes  (x  -|-  8  x.  y,  z)  werden 

X  -f-  8  X  -j-  1^1  8 1,     y  +  V,  8 1,     z  -}-  Wi  8 1, 

wenn  man  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes 
(x-[-8x,  yjz)  mit  u,,  v,,  Wy  bezeichnet. 

Nun  u,  ist,  was  u  wird,  wann  x  in  x  -j-  8  x  sich  verändert 
und  in  dieser  Weise  sind  V{  und  w^  aufzufassen,  das  heißt  was  v 
und  w  werden,  wann  x  in  x  -|-  8  x  sich  verändert. 

Man  hat  demnach 

u,  =  u  +  ,  -  d  X 
dx 

4      (v.  =v+-     dx 
*•  ^  '    dx 

derart,  dass  der  Abstand  der  beiden  Punkte,  deren  Coordinaten 
sind  X,  y,  z  und  x  -|-  8  x,  y,  z,  am  Ende  der  Zeit  t  -[-  8 1  ist 

f "[8  x"+  (u7—  u)  8 1]-^ +"(v,  -^v)2  8  t2'-f"  (w"i  — "^)2 Tt^; 

oder,  wenn  man  unendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung  ver- 
nachlässigt, 

K8xJ+~2(Ui  —  u)8x8t," 

oder,  wenn  man  noch  unendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung 
vernachlässigt, 

8  X  -|-  (uj  —  u)  8 1, 
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das  heißt,  vermöge  Gleichungen  4., 

"(i  +  ax") 

Man  sieht  also,  dass  die  Seite  des  Parallelepipedes  (8x,  8y,  8  z) 
geworden 

Man  wird  analoge  Ausdrücke  für  die  beiden  Seiten  8y  und 
8  z  finden,  und  man  sieht,  dass  das  Volumen  des  Parallelepipedes 
geworden 

Vernachlässigt  man  Größen  höherer  Ordnung,  so  ist  der  Zu- 
wachs des  Volumens  des  Parallelepipedes 

und  das  ganze  Volumen  des  Parallelepipedes  ist 

fl  +  ^St  +  llSt  +  ^'^sAsxSySz. 
\         dx  dy         '    dz      /  •^ 

Dies  ist  daher,  am  Ende  der  Zeit  t  -|-  8 1,  das  Volumen  des 
Parallelepipedes,  welches  am  Ende  der  Zeit  t  8x  8y  8z  war. 

§  756.    Zu  gleicher  Zeit   ist   die  Dichtigkeit  pinp-|-^-8t 

übergegangen.  Multipliciert  man  daher  den  letzten  für  das  gewordene 

neue  Volumen  erhaltenen  Ausdruck  mit  p  -^  ^    8  t  und  zieht  vom 

Producte  die  ursprüngliche  Masse  des  Parallelepipedes  p  8  x  8  y  8  z 
ab,  so  ergibt  sich  die  Änderung  der  Masse  während  der  Zeit  8  t. 
Erwägt  man  aber,  dass  die  Änderung  der  Masse  gleich  Null 
ist,  da  die  ursprüngliche  Masse  des  Parallelepipedes  p  8x  8y  8z 
ungeändert  und  ganz  dieselbe  geblieben,  und  nur  die  Dichtigkeit  p 

in  P  H~  >(f  ^^  übergegangen  ist,  so  hat  man,  wenn  man  unendlich 

kleine  Größen  höherer  Ordnung   vernachlässigt,   und   alsdann   den 
gemeinschaftlichen  Factor  8x8y8z8t  weglässt, 

/du    .    dv       dw\        8p 
^•^Vdx  +  dy+dzj+-8t=^- 
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Diese  Gleichung  folgt  auch  aus  der  Betrachtung  des  neuen 
Volumens  des  Parallelepipedes.  Dieses  ist,  da  die  Masse  desselben 
ungeändert  geblieben  ist,  am  Ende  der  Zeit  t  -f-  8 1, 

p  8x  5  y  8z 
.    8  p-, 

oder 

8  X  8y  8  z 

p    8t 
oder,  bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Größen  höherer  Ordnung. 

8x8y8z(l--.J    1[U). 

Der  Zuwachs  des  Volumens  ist  demnach 

-,    8t8x8y8z. 

p     8t  -^ 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  Ausdrucke  für  den 
Zuwachs  im  §  754,  so  kommt  man  zur  Gleichung  5. 

Belangend  ferner  die  Quantität  ^r  ^^  5-i  welche  das  totale 

0 1 

Differential  von  p  vorstellt,  so  ist 

8p  dp       I    dp  dp       .    dp 

yf~dx^  +  d^^~ci7^+dt' 

und  die  Gleichung  5.  wird  demnach 

c.   4(p°)_|.4(Pl)  +  'l(pjL)  +  .^p  =  o. 

dx  dv  dz      '     dt 

Dies  ist  die  fünfte  Gleichung,  welche  zusammen  mit  den 
Gleichungen  2.  und  3.  die  Größen  p,  p,  u,  v,  w  bestimmen.  Man 
nennt  diese  Gleichung   die  Gleichung   der  Continuität. 

§  756.  Diese  Gleichung  gilt  für  tropfbare  und  elastische 
Flüssigkeiten. 

Handelt  es  sich  um  eine  tropfbare  Flüssigkeit,  deren  Dichtig- 
keit in  allen  Punkten  dieselbe  und  von  der  Zeit  unabhängig  ist 
so  ist  p  constant,  und  die  Gleichung  6.  reduciert  sich  auf 

_      du    ,    dv    ,    dw       ^ 
dx       dy       dz 

In  diesem  Falle  gibt  es  nur  vier  Unbekannte,  p,  u,  v,  w,  und 
die  Gleichungen  2.  und  7.  genügen  zu  deren  Bestimmung. 
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Bei  einer  heterogenen  Flüssigkeit  ist  die  Dichtigkeit  eines 
jeden  Molectiles  unverändert,  aber  p  dennoch  eine  Function  von 
X,  y,  z,  t.  Um  nun  anzuzeigen,  dass  diese  Function  für  ein  und 
dasselbe  Molectile  constant  bleibt«  muss  man  ihr  totales  Differential 
nehmen,  indem  man  ausdrückt,  dass  8x,  8y,  8  t  Werte  haben, 
welche  der  Bewegung  dieses  Molecüles  entsprechen  und  es  gleich 
Null  setzen.    So  erhält  man 

dt    '    dx       '    dy       '    dz  ' 

k' 

wodurch   man   wieder   zur  Gleichung  7.    gelangt.    In  diesem  Falle 
gibt  es  fünf  Unbekannte,  p,  p,  u,  v,  w  und  fünf  Gleichungen,  2,7,8. 

Bei  einer  elastischen  Flüssigkeit  wird  man  immer  fünf 
Gleichungen  haben,  nämlich  die  Gleichung  3.  oder  p  =  k  p,  ferner 
die  Gleichungen  2.  und  6. 

§  757.  Diese  Gleichungen  genügen,  die  Bewegung  zu  bestimmen, 
wenn  die  Flüssigkeit  unbegrenzt  ist,  und  man  ihren  Anfangszustand 
kennt,  nämlich  die  Werte  von  p,  p,  u,  v,  w  als  Functionen  von 
X,  y,  z  für  t  =  0.  Ist  aber  die  Flüssigkeit  begrenzt,  muss  man  noch 
besondere  Bedingungen  hinzufügen.  Man  setzt  voraus,  dass  alle 
Molecüle,  welche  mit  einer  fixen  oder  beweglichen  Wand  im  Con- 
tacte  sind,  es  beständig  bleiben,  und  dass  diejenigen  Molecüle,  welche 
anfänglich  auf  der  freien  Oberfläche  waren,  nicht  aufhören,  einen 
Theil  derselben  zu  bilden. 

§  758.  Sei  nun  f  (x,  y,  z,  t)  =  0  die  Gleichung  der  festen 
oder  beweglichen  Wand,  oder  die  einer  freien  Oberfläche,  auf 
welcher  ein  Punkt  der  Flüssigkeit  immer  zu  bleiben  hat,  und  nehmen 
wir  an,  dass  seine  Coordinaten  für  einen  gewissen  Wert  von  t  ge- 
nügen. Wenn  jetzt  t  um  8  t  wächst,  so  sind  die  Incremente  der 
Coordinaten  u8t,  v8t.  w8t.    Man  wird  demnach  haben 

f(t  +  8t.  x-fu8t4-y-|-v8t  +  z  +  w8t)  =  0, 

welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  das  Molecüle  auch  am  Ende  der 
Zeit  t  -f"  8 1  auf  der  Oberfläche  bleiben  wird,   und  daraus  hat  man 

df    ,    df       ,    df       ,    df  ^ 

1     +1^+1     V  -4-  ^i —  w  =^  0. 
dt    '    dx     ^  dy       '    dx 

Ist  die  Wand  fix,  wo  also    ,      verschwindet,  so  reduciert  sich 

dt 

die  Gleichung  auf 

df       ,    df       ,    df 

j-   u  +  s     V  +  ,  -  w  =  0, 

dx       '    dy  dz  ' 
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welche  Gleichung  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  der 
an  eine  feste  Wand  grenzt,  in  jedem  Zeitpunkte  nach  einer  Tan- 
gente der  Oberfläche  gerichtet  ist. 

§  759.  Die  Punkte  der  freien  Oberfläche  sind  der  Wirkung 
eines  bekannten  Druckes  unterworfen,  welcher  gewöhnlich  in  allen 
Punkten  derselbe  ist,  aber  mit  der  Zeit  variieren  kann.  Bezeichnet 
man  denselben  mit  P.  so  ist  die  Gleichung  jener  Oberfläche 

p-P  =  Ü, 
und  daher,  da  P  nur  von  t,  nicht  aber  von  x,  y,  z  abhängt, 

dp, dp       ,dp       ,dp  dP 

dt    '    dx       '    dy        '    dz  dt' 

welche  Gleichung  P  zu  bestimmen  verhilft. 

§  760.    Die  Gleichungen    der   Bewegung    vereinfachen    sich, 

wenn     X8x-|-Y8y-j-Z8z     und     u8x  -(-v8y4-w8z     exacte 

Differentiale  sind. 

Seien  also 

9.  X8x  +  Y8y4-Z8z  =8U 

10.   u8x-f-v8y-j-w8z=8cp, 
wo  rp  eine  unbekannte  Function  von  t,  x,  y,  z  ist,  aber  das  Diffe- 
rential d  9  nur  in  Beziehung  auf  x,  y,  z  genommen  ist,  während  t 
als  constant  betrachtet  wird,  so  dass  man  hat 

d  9  d  cp  d  rp 

dx'  dy'  dz 

Auch  U  ist  eine  Function  von  t,  x,  y,  z,  die  aber  nur  in 
Beziehung  auf  x,  y,  z  differenziert  wird. 

Die  erste  der  Gleichunsren  2.  kann  man  schreiben 

dp 

dx 
oder 


(dtJ_    d^  <p        d<p  d-(p       d^     d"^f         d!p     d^f    \ 
dx      dxdt      dx  dx^       dydxdy       dz  dxdz/ 


11. 


dp  _  rdu_  d«^  _  1  A /iii  _L  ^-li  o.  i_?iM 

dx—^Ldx       dxdt        2  dx\dx2  +  dyi  +  dzvJ" 

Man  hat  analoge  zwei  Gleichungen  nnd  daher 
l  dp_dU_    d-^f    _   1    d  /dy^       d(p'^       df^X 
pdx~~dx        dxdt         2  dxVdx*"^  dy"^"^  dzV 

1  dp_dU d^^p    _1    d/d<p2       dy   ,    d^\ 

p  dy~dy        dy'dt         2  dyVdx^'i"  dy""*"  dzV* 
ldp_dU_     djtp    _  1    d   /d?»       dy        d(p*\ 
pdz~dz        dz  dt         2  dz\dx»'T'"dy»"'~  dzV 
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Multipliciert  man  diese  Gleichungen  mit  dx,  dy,  dz  und  setzt 
zusammen,  so  ergibt  sich 

wo  alle  Differentiale  in  Bezug  auf  x,  y,  z  genommen  sind,  während 
man  t  als  constant  betrachtet. 

Beide  Seiten  dieser  Gleichung  können  in  Bezug  auf  x,  y.  z 
integriert  werden,  wenn  p  eine  bekannte  Function  von  p  oder  eine 
Constante  ist.  Im  letzteren  Falle,  welcher  bei  einer  homogenen 
Flüssigkeit  stattfindet,  hat  man 

P  dt         2  \dx^        dy^        dz^/ 

Man  kann  sich  denken,  dass  die  willkürliche  Constante,  die 
man  noch  hinzufügen  müsste,   schon   in  der   unbekannten  Größe  cp 

enthalten  ist,   und  kann     -   und  U  als  ssrnz  bestimmte  Größen  an- 

p 

sehen. 

Die  Gleichung  13.  gibt  den  Wert  von  p,  w^enn  der  Wert 
von  cp  bestimmt  ist.  Aus  der  Gleichung  10.  kann  man  u,  v,  w  be- 
stimmen. Den  Wert  von  cp  findet  man  aus  der  Gleichung  6.,  welche 
hier  wird 

^^-      dt+       dx  ^         dy        +         dz        -"• 

Ist  die  Flüssigkeit  unzusammendrückbar,  so  reduciert  sich  diese 
Gleichung  auf 

dx^  "^  dy'^  "^  dz*^ 


Seeh.^unclviorzigstc^s  Capitol. 
Bewegung  einer  Flüssigkeit  unter  einer  speciellen  Voraussetzung. 

§  761.  Wenn  eine  homogene  Flüssigkeit  in  einem  Gefässe  ein- 
geschlossen  ist,  und  durch  eine  OtFnung  ausfließt  welche  in  der 
horizontalen  Grundfläche  angebracht  und  im  Vergleich  zum  Quer- 
schnitte des  Gefäßes  sehr  klein  ist,  so  zeigt  die  Erfahrung,  dass  alle 
Molecüle,  welche  in  einem  gewissen  Zeitpunkte  in  einer  und  derselben 
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horizontalen  Schicht  sich  befanden,  stets  in  derselben  bleiben, 
solange  sie  der  Öffnung  nicht  sehr  nahe  kommen. 

Die  horizontalen  Geschwindigkeiten  kann  man  vernachlässigen, 
wenn  die  Schnitte  in  der  ganzen  Ansdehnung  des  Gefäßes  wenig 
variieren,  und  ihre  Dimensionen  sehr  klein  in  Beziehung  auf  die 
Höhe  sind.  Man  hat  dann  nur  zwei  Unbekannte,  die  verticale  Ge- 
schwindigkeit eines  Schnittes  und  den  Druck,  als  Functionen  der 
Zeit  und  der  Distanz  des  Schnittes  von  einer  Horizontalebene  zn 
bestimmen.  Die  Schichten  nehmen  wir  als  zu  einander  parallel  an. 

§  762.   Nehmen  wir  die  Achse  der  x  vertical,    im  Sinne   der 

Schwere   gerichtet,    behalten    die   Bezeichnung   des    §  752   bei,   so 

hat  man 

X  =  g,     Y  =  0,     Z  =  0. 

Die  erste  Gleichung  der  Gleichungen  2.  des  §  753  wird 

dp  /         du  du\ 

Die  zwei  anderen  Gleichungen  2.  des  §  753  werden 

dy       "'      dz       "' 

8  V  8  w 

weil  Y  =  0.   Z  =  0,    ,     =0,    -y-  =  0  sind,   und  geben  die  vor^ 

dt  dt  '  ° 

letzten  beiden  Gleichungen  zu  erkennen,  dass  der  Druck  für  alle 
Punkte  eines  und  desselben  Schnittes  derselbe  bleibt. 

Die  Bedingung  der  Continuität  drückt  man  hier  dadurch  aus. 
dass  man  die  Menge  Flüssigkeit,  welche  durch  irgend  einen  Quer- 
schnitt geht,  derjenigen  gleich  setzt,  welche  während  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  durch  die  Öffnung  ausfließt.  Seien  also  co  der  Flächen- 
inhalt des  Schnittes  in  der  Höhe  x,  Q  der  Flächeninhalt  der  Öffnung 
und  U  die  Geschwindigkeit  der  Molecüle  an  dieser  Öffnung.  Die 
Quantitäten  Flüssigkeit,  welche  durch  die  Schnitte  w  und  ß  während 
des  Intervalles  d  t  hindurchgehen,  sind  o)  u  d  t  und  Q  U  d  t.  Man 
hat  daher 

O  OTT  "U 

2.     (ou  =  ÖU,     u  =  — . 

Die  Geschwindigkeiten  u  und  U  beziehen  sich  auf  diesdbe 
Zeit  t.  U  ist  eine  Function  nur  von  t,  u  eine  Function  von  x 
und  t,  0)  eine  durch  die  Gestalt  des  Gefäßes  gegebene  Function 
von  X. 
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Eliminiert  man  u  zwischen  1.  und  2.,  so  hat  man 

dp_     /_Q^dU       ßHPdw\ 
dx~~^y       <o   dt  +    ü)"    dx/ 

Mnltipliciert  man  beide  Seiten  mit  dx  und  integriert  von  der 
oberen  Fläche  an  in  Bezug  auf  x,  so  ergibt  sich 

.  „dUrdx       pß^U»       _ 

4.  p  =  pgx-pQ-^-)-^---  -g^,    +C. 

f  d  X 
Das   Integral  \  kann  als  bekannt  angesehen  werden,  weil 

fo  eine   gegebene  Function   von  x  ist.    Die   Integrationsconstante  C 
ist  unabhängig  von  x.  sie  kann  aber  eine  Function  von  t  sein. 

§  762.  Seien  P  der  constante  Druck  auf  der  Oberfläche  der 
Flüssigkeit,  P'  der  Druck  auf  die  Flüssigkeit,  welche  aus  dem 
Geföße  heraustritt,  so  wird  fast  P'  =  P  sein,  wenn  sich  der  ganze 
Apparat  in  einem  und  demselben  gasft5rmigen  Mittel  befindet.  Femer 
sei  h  der  Abstand  des  Niveaus  vom  Anfange  der  x  und  1  sein  Ab- 
stand  von  der  Öffnung. 

Die  Constante  C  bestimmen  wir,  dass  p  =  P  wird  für  x  =  h, 
woraus  man  hat 

G  =  P  — gph  +  p-2^2, 

wo  O  den  Wert  von  w  am  Niveau  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  und 
daher 

X 

5.  p  =  P  +  gp(x-h)-pö^^^^- 


_    Q2UVJI 1_\ 

^      2     \  CO«         O»  /■ 


Fttr  X  =  h  -{-  1  hat  man  p  =  P',  <«>  ^  Q,  und  setzt  man 

"*''  =  m,     P-P'  =  gp8, 


J 


(0 

h 


SO  wird  die  Gleichung  6. 

6.     g(l  +  8)  =  mß^^--+(^l--Q-,j--. 

§  763.  Jetzt  hat  man  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem 
das  Niveau  der  Flüssigkeit  constant  ist,  das  heißt,  wo  die  Flüssig- 
keit wieder  ersetzt  wird  und  sich  nicht  senkt  oder  variabel  ist. 
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Nehmen  wir  an,   das   Niveau   sei   constant.    Aus   6.  hat  man 

2  m  ß  d  U 


wenn  man  setzt 


'^-     °*~~  k'i  —  aiU^' 


l-^-  =  aS     2g(l  +  8)  =  k2, 


und  wenn  integriert  wird 


~  ka      c  \k  — aU/' 


wo  c  nach  dem  Anfangs  werte  von  U  bestimmt  wird.  Setzt  man 
für  t  =  0.  die  Geschwindigkeiten  =  ü,  so  hat  man  c  =  1.  und  die 
nach  U  aufgelöste  Gleichung  gibt 


k  rj.i 


k    1  —  e     ™  ^ 
8.     U  =  — -       - 


a  *^^'' 


1  +  e     «"ö 

QU 

Ist   U   bestimmt,   wird   man    u    aus   der   Gleichung  u  = 

und  p  aus  der  Gleichung  5.  kennen. 

§  764.  Die  Gleichung  8.  zeigt,  dass  nach  einer  gewissen  Zeit 
welche   umso    kürzer   ist   als  Q  kleiner  ist,   U  constant  und  gleich 

--  oder  [/     ^  ^    oT^^  wird,     u  und  p  nähern  sich  entsprechenden 

Grenzen. 

ß 

Vernachlässigt  man  das  Quadrat   von  —5    ^^^   ^ie    Grenze 

der  Geschwindigkeit  sein  K  2  g  (1  -1-  8),  oder  gleich  K  ^  g  1,  wenn  0 
Null  ist,  das  ist,  wenn  der  äußere  Druck  derselbe  ist  an  der  Öffnung 
und  an  dem  Niveau  der  Flüssigkeit.  Diese  Geschwindigkeit  ist  also 
dieselbe  wie  die,  welche  ein  schwerer,  im  leeren  Räume 
fallender  Körper  erlangen  würde,  wenn  er  von  einer  Höhe 
fallen  würde,  die  gleich  ist  der  Höhe  der  Flüssigkeit  in 
dem  Gefäße.  Dieses  Resultat  nennt  man  das  Princip  von 
Torricelli. 

§  765.  Ist  die  Geschwindigkeit  U  constant  geworden,  hat  man 

dt      ' 
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und  die  Gleichung  5.  wird 

p  =  p  +  gp(x-ii) 2 — y^-w)- 

Nun  im  Zastacde  des  Gleichgewichtes  würde  der  Druck  sein 

P  +  gp(x-h). 

Der  Druck  ist  also  im  Zustande  der  Bewegung  kleiner  in 
allen  den  Schnitten,  für  welche  w  <  O  ist,  das  ist  für  diejenigen, 
welche  geringeren  Flächeninhalt  als  die  freie  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit haben.  Der  Druck  ist  anderseits  größer  als  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes  für  Schnitte,  deren  Flächen  größer  als  0  sind. 

§  766.  Das  Volumen  Flüssigkeit,  welches  nach  Verlauf  der 
Zeit  t  aus  dem  Gefäße  herausgetreten  ist,  erhält  man,  wenn  man 
fi  U  d  t  zwischen  den  Grenzen  t  =  0  und  t  =  t  integriert.  Man  hat, 
indem  das  Differential  wird,  wenn  man  darin  für  dt  den  Wert 
aus  7.  setzt, 

2mfi2UdU 

für  dieses  Integral 

mß2 
QUdt=—    ^2— Uk^  — a-'U^), 


und  setzt  man  darin  für  U  seinen  Wert  aus  8.,  beobachtet,  dass 
für  t  =  0,  U  =  0  ist,  und  nennt  das  fragliche  Volumen  V.  so 
hat  man 

k  «  t 
Q       2  mQ 


9.     V  =  ^-^l(^-^ 

Am  Ende  einer  gewissen  Zeit  kann  man  die  zweite  Exponential- 
größe  vernachlässigen,   und   ergibt  sich   fast  genau,   wenn  man  für 

k  seinen  Wert  y~2  g  (1  -}-  S)    setzt 


fi2  02  ß2  02 

§  767.  Wir  gehen  zum  Falle  über,  wo  das  Niveau  variabel 
ist,  wo  die  Flüssigkeit  sich  nicht  ersetzt,  das  Niveau  sich  senkt 
und  also  h  eine  unbekannte  Function  von  t  ist.  Die  Gleichungen 
1.,  2.,  5.,  6.  bestehen  immer,  aber  m  und  O  werden  bekannte 
Functionen  von  h  sein,  und  1  hängt  durch  die  Gleichung  ab 

h  +  1  =  a, 

Weisstein,   Rationelle  Mechanik.  II.  16 
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wo  a  den  unveränderlichen  Abstand  der  ÖfFnung  vom  Anfangs- 
punkte  der  x  bezeichnet.  Man  muss  dann  ausdrücken,  dass  die 
Quantität  der  in  einem  beliebigen  Zeitintervalle  dt  ausgeflossenen 
Flüssigkeit  gleich  ist  dem  Volumen,  das  zwischen  den  beiden 
Niveaus  enthalten  ist,  welche  dem  Anfange  und  dem  Ende  dieses 
Intervalles  entsprechen.  Das  ausgeflossene  Volumen  hat  zum  Aus- 
druck ß  U  d  t.  und  das  zwischen  beiden  Niveaus  enthaltene  Volumen 
ist  gleich  dhO. 

Man  hat  daher 

r»  TT  1  rv  1 1       d  h       QU 

11.     ßUdt  =  Odh.     -5-  =  —-. 

dt  O 

Die    Gleichung    6.   wird    daher,    wenn    man   1   durch    a  —  h 
ersetzt 

12.     g(a  +  8-h)  =  n.ö*^4-Aß2U'^(-l--i). 

Eliminiert    man    zwischen    II.  und    12.   dt,    und    setzt    man 
U-  =  2  g  z,  80  hat  man 

,-      dz    ,    0/   1  1  \       ,      0     ,,  .^       ^ 

eine  Gleichung  vom  ersten  Grade  und  erster  Ordnung  in  Bezug 
auf  z,  die  man  in  jedem  Falle  integrieren  kann,  weil  m  und  O  be- 
kannte Functionen  von  h  sind.  Wird  z  als  Function  von  h  bekannt 
sein,  wird  man  U  und  folglich  aus  11.  auch  t  erhalten.  Die  Quantität 
der  ausgeflossenen  Flüssigkeit  bestimmt  sich,  wenn  man  das  Volumen 
berechnet,  welches  zwischen  dem  anfänglichen  und  dem  variablen 
Niveau  enthalten  ist,  und  die  Dauer  des  ganzen  Ausflusses  findet 
man,  wenn  man  im  Werte  für  t  die  Höhe  h  =  a  setzt. 

Ist  Q  sehr  klein  im  Vergleiche  zu  den  horizontalen  Schnitten 
des  Gefäßes,  so  reduciert  sich  6.  auf 

14.     U2  =  2g(l  +  8), 

welche  Gleichung  für  U  die  Grenze  der  Geschwindigkeit  gibt,  die 
wir  im  §  764  für  t  =  oo  gefunden.  Die  Geschwindigkeit,  welche 
die  Erfahrung  gibt,  ist  kleiner  als  die  durch  diese  Formel  berechnete, 
im  Verhältnisse  von  0*62  zu  1,  ein  fast  constantes  Verhältnis,  haupt- 
sächlich infolge  der  Reibung  der  Flüssigkeit  an  den  Gefäß- 
wänden. 
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Siebenundvierzigstes  OapiteL 
SclLwingnngen  der  Grase  in  imendliclieii  cylindrisclLen  Röhren. 

§  768.  Im  natürlichen  Zustande  des  Gleichgewichtes  eines 
Gases  ist  seine  elastische  Kraft  n  gleich  mgh,  wo  g  die  Schwere, 
m  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  und  h  die  Höhe  der  Quecksilber- 
säule bedeutet,  welche  dem  Druck  des  Gases  Gleichgewicht  macht. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  in  Ruhe  befindlichen  Molectüe 
der  Flüssigkeit,  welche  in  derselben,  auf  den  Seitenwänden  der 
Röhre,  senkrechten  Ebene  liegen,  sich,  infolge  einer  allgemeinen, 
den  Seitenwänden  parallelen  Bewegung,  deplaciereu. 

Fig.  29. 


Man  nimmt  an.  das^s  die  Luft  oder  das  in  der  Röhre  ent- 
haltene  Gas  in  auf  der  Achse  der  Röhre  senkrechten  Schnitten  sich 
deplaciert,  derart,  dass  die  Molecüle.  welche  in  derselben  auf  der 
Achse  der  Röhre  senkrechten  Ebene  ursprünglich  sind,  darin,  nach 
welcher  Zeit  immer,  verbleiben. 

Nennen  wir  also  A  die  Ebene  der  Röhre,  O  sei  der  Ursprung, 
OM  =  x,  MN  sei  ein  Schnitt  von  der  Dicke  dx,  und  ertheilen 
wir  zur  Zeit  t  der  Seite  M  dieses  Schnittes  M  K  eine  Deplacierung 
M  M'  =  u,  alsdann  wird  die  Seite  N  eine  Deplacierung  erhalten 

NN'  =  u  +  ^-dx. 

dx 

Dabei  ist  also 

M'N'=MN  +  NN'  — MM' 

=  dx-|-u  +  -;i-dx  —  u 

dx 

=  dx-l-,      dx  =  dx(l-|"^r~i- 
»      dx  \  dx/ 

Wir  haben  mithin  für  die  beiden  Schnitte  M  N.  M'  N' 

MN  =  dx 


;-N.=a,  (,  +  !,»). 


M' 

16* 
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aus  dem  Schnitte  M  N  =  d  x  ist,  infolge  der  Bewegung, 

M'N'  =  dx+ ~dx 

dx 

geworden,   so   dass   die   Dilatation   für   den   Schnitt  dx  gleich   ist 
d  x,  und  demgemäß  beträgt  die  Dilatation   für  die  Einheit  der 

Länge  der  Röhre   ,  -. 

§  769.  Dieses  vorausgeschickt,  ist  die  Masse  des  Schnittes 
M  N  =  d  X,  indem  mit  p  die  Dichtigkeit  des  Gases  in  Ruhe,  a  der 
transversale  Durchschnitt  der  Röhre  bezeichnet  wird,  gleich  padx. 

Dieselbe  Qasmasse  ist  auch  im  Schnitte 

M'N'  =  dx4-^dx  =  dx4-du 

'    dx  ' 

enthalten,  so  dass  die  in  M'N'  enthaltene  Gasmasse  auch  gleich 
ist  pa  dx. 

Da  nun  die  Dicke  des  Schnittes  M  N  d  x  und  die  von  M'  N' 

d  X  -[-  d  u,  oder  d  x  I  1  -[-  i     )  ist,  und  diese  Schnitte  dieselbe  Masse 

enthalten,  so  werden  die  elastischen  Kräfte  des  Gases  nach  dem 
Gesetze  von  Mariotte  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Volumens 
beider  Schnitte,  und  folglich  hier  ihrer  Dicke,  stehen.  Daraus  hat 
man,  indem  man  die  elastische  Kraft  oder  den  Druck  des  Gases, 
bezogen  auf  die  Einheit  der  Oberfläche,  zur  Zeit  der  Ruhe  mit  n, 
und  infolge  der  Deplacierung  zur  Zeit  t  mit  p  bezeichnet, 


P  ^ 
11 


dx         1         du  /    du\ 

dx+  dT~    1    1    d^~  ^^'     P  — "\^         dx/ 


+  dx 


wenn  man  nämlich  das  Quadrat  der  sehr  kleinen  Größe   ,  -    ver- 

nachlässigt. 

Betrachten  wir  also  den  Schnitt  dx,  so  wird  auf  die  rück- 
wärtige Seite  desselben,  zur  Epoche  t,  ein  Druck  ausgeübt,  der 
ausoedrückt  wird  durch 


ap  =  «n(l-[^), 


und  mithin  wird  man  den  Druck  auf  die  entgegengesetzte  Seite  a  p* 
erhalten,    indem  man  im  Ausdrucke   von  a  p,  x  durch  x  -[-  d  x  er- 
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setzt,  und  respective  das  zvreite  Differentiale  hinzufügt  und  den 
ganzen  Ausdruck  mit  entgegengesetztem  Zeichen  nimmt,  da  dieser 
Druck  dem  ersten  entgegengesetzt  ist,  so  dass  man  auf  der  ent- 
gegengesetzten Fläche  haben  wird 

/         du       d2u,    \ 
-ap=-an(^l-^^-^^,dxj. 

Die  Differenz  beider  Drucke,  an    ,   ^  d x   ist  die  bewehrende 

Kraft  der  Gasmasse,  welche  im  fraglichen  Schnitte  enthalten  ist, 
und  zum  Ausdrucke  hat  padx.  Theilt  man  die  motorische  Kraft 
durch  die  Masse,  so  hat  man  als  Ausdruck  der  acceleratorischen  Kraft 

n    d^u 

p     dx^* 

Da  ferner  die  Masse  des  Schnittes  padx  ist,  so  ist  die  Kraft 

der  Trägheit 

,      d^u 

P^^^-dF' 

and  man  hat  demnach 

d^u  n    d-^u 

d  t'^  p     d  x*-^ ' 

§  770.  Ist  der  Schnitt  noch  durch  eine  andere  accelera torische 
Kraft  bewegt,  die  man  mit  X  bezeichnet,  wird  man  für  die  aecelera- 

torische  Kraft  haben  ,—  r,-  +  X.  welche  man  d'^i  '  ,„     |  oder 

p    dx^    '       '  \    dt^    / 

d^u         . 
einfach     ,  ^    gleich  zu  setzen  hat,  da  x  nicht  mit  t  variiert.   Man 

hat  demnach  die  Gleichung  für  die  Bewegung  eines  Schnittes 

d*^u   II    d^»i    i^  Y 

"d^^y  d^^  +^' 

und  wenn  keine  andere  Kraft  vorhanden  ist 

d^u  IT    d'U 


oder 


d  t  ^  p    d  x2 

d'-^u  o   d^u 

1.     -,— •   =  a^ 


indem  man  nämlich 


dt^        ^    dx^' 


^  =  g"^^  =^  a= 


P 


setzt. 
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1,  FcHL  wo  die  Bohre  nach  keiner  Seite  begrenzt  ist, 

§  771.  Das  Integral  der  Gleichung  1.  ist 

2.  u  =  cp  (x  -(-  at)  -|-  (|)  (x  —  at). 

Man  wird  die  Functionen  rp  und  ^  bestimmen,  wenn  man  ftlr 
t  =  0  die  anfängliche  Deplacierung  eines  jeden  Schnittes,  ausgehend 
von  seiner  Gleichgewichtslage,  und  seine  anfängliche  Geschwindig- 

keit   j—  kennen  wird.  Sie  werden  gegebene  Functionen  von  x  sein. 
dt 

Statt  aber  der  Deplacierung  u  für  t  =  0,  setzen  wir  voraus, 
dass  die  anfängliche  Dilatation  ,  für  t  =  0  gegeben  sei.  In  dieser 
Weise  wird  man  haben  für  t  =  0 


du  ,  du 

-  =  f  (x).       -j  -  =  f|  (x). 
dx  ^  ^       dt         ^^  ^ 


Nun  haben  wir 


3. 


du 


^^  =  9'(x  +  at)  +  f  (x-at) 


du 


^^-  =  a[cp'(x  +  at)-(^'(x  — at)]. 


Setzt  man  t  =  0,  so  hat  man 

cp'(x)-|-f(x)  =  f(x) 

<p'(x)-<l.'(x)=  J-f,(x), 


daher 


4. 


<p'  (X) = y  [f  (X) + ^  f,  (X)] 

<!>'  (X)  =  l  [f  (X)  +  ^  f,  (X)]  ■ 


Daraus  kann  man  cp  (x)  und  ^  (x),  und  dann  nach  2.  u  her- 
leiten. 

§  772.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  der  zuerst  erschütterte 
Theil  der  Röhre  sich  nur  von  x  =  0  bis  x  =  1  erstreckt,  alsdann 
werden  die  Functionen  f  (x)  und  f i  (x)  und  daher  auch  ^'  (x)  und 
^'  (x)  Null  sein  für  alle  Werte  von  x,  welche  nicht  zwischen  0  und  1 
enthalten  sind. 
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Betrachten  wir  also  einen  aaßerhalb  des  anfänglich  erschütterten 
Raumes  O  L  liegenden  Punkt  von  der  Seite  der  positiven  x.  Indem 

Fig.  30. 


D'       C  0        L        C       J) 

X  größer  als  1  ist,  wird  x  -|-  a  t  umso  sicherer  größer  als  1  sein, 
da  t  positiv  ist.    Man  wird  daher  nothwendig  haben 

f  (x  +  at)  =  0 
du 

du 

und  damit  diese  Werte  nicht  Null  seien,  ist  es  nothwendig,  dass 
X  —  at  zwischen  0  und  1  liege,  oder  dass  x  >  a  t  und  x  <  a  t  -|-  1, 
das  ist,  dass  am  Ende  der  Zeit  t,  keine  Bewegung  außerhalb  von 
OL  als  nur  in  einer  Portion  CD  der  Röhre  von  einer  Länge 
gleich  1  vorhanden  ist.  Diese  Portion,  die  man  Welle  nennt,  ist 
in  einer  unveränderlichen  W^eise  gebildet,  welche  nur  von  der 
Function  ^*  abhängt.  Man  gibt  nämlich  den  Namen  Welle  einem 
fictiven  soliden  Körper  in  Bewegung,  welcher  in  jedem  Zeitpunkte 
mit  dem  Theile  des  Gases  coincidiren  würde,  der  im  Zustande  der 
Erschütterung  sich  befindet.  Die  Welle  entfernt  sich  unendlich  von 
0  L  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  a,  wobei  a  gleich  ist  der 
Quadratwurzel  des  Druckes  dividiert  durch  die  Dichtigkeit  des 
Gases  in  Bewegung.  Diese  Deplacierung  der  Welle  darf  nicht  mit 
der   Bewegung   eines   Molecüles    verwechselt   werden,    welche   nur 

während  der  Zeit        dauert.    Denn  daraus,  dass 

a 

X  —  at  <  1,    und  x  —  at  >  0 

sein  muss.  folgt 

^    X  —  1  .    X 

t  >  .      t  <       . 

a  a 

Ein  Molecüle   beginnt   also   nicht   sich   zu  bewegen  erst  nach 

.        .      X  —  1 
einer  Zeit,  welche  gleich  ist  und  kommt  nicht  zur  Ruhe  erst 

a 

.        X     , 

nach  einer  Zeit  gleich       ,  ist  also  in  Bewegung  nur  während  der  Zeit 

a 


248 

a  a  a' 

Für  jeden  Schnitt  dieser  Welle  gibt  es  ein  constantes  Ver- 
hältnis a  zwischen  der  Geschwindigkeit  und  der  Dilatation,  denn 
man  hat  aus  5.  die  Relation 

du du 

dt  dx 

§  773.  Für  die  Punkte  auf  der  linken  Seite  des  Ursprunges  O, 
indem  x  negativ  ist,  hat  man 

([)'  (x  — at)  =  0 
^^  =  ?'  (x  +  at),      ^^  =  acp'  (x  +  at). 

Überdies  ist  cp'  (x  -f-  at)  Null  für  Werte  von  x,  welche  nicht 
liegen  zwischen  —  a  t  und  —  a  t  -f-  1. 

Die  Bewegung  pflanzt  sich  also  auch  gegen  die  negativen  x 
durch  eine  Welle  CD'  fort,  deren  Natur  von  der  Functionen'  ab- 
hängt, und  welche  auf  der  linken  Seite  von  0  sich  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  a  transportiert. 

Ein  MolecUle   ist   in  Bewegung   während  eines  Zeitintervalles 

1  —  X  1  —  X 

gleich  -     seit  t  > bis  t  <   . 

^  a  a  a 

In  jedem  Schnitte  hat  man  die  Gleichung 

du du 

t  dx 

§  774.  Bezüglich  der  Punkte  zwischen  O  und  L  hängen 
,      und  _.    zunächst  von  beiden  Functionen 'f'(x-|--at)  und  t[)'(x  —  at) 

ab.    Diese   beiden  Functionen   werden   Null,   wenn  t  die  Größe  — - 

a 

überschreitet,  derart,  dass  nach  Verlauf  dieser  Zeit,  der  ganze  Theil 
OL  in  Ruhe  ist,  und  gibt  es,  wie  bereits  erwähnt,  zwei  Wellen, 
welche  sich  davon  nach  der  rechten  und  linken  Seite  mit  constanter 
Geschwindigkeit  a  entfernen. 

Die  Bewegung  würde  sich  nur  durch  eine  dieser  Wellen  fort- 
pflanzen, wenn  die  anfängliche  Erschütterung  eine  solche  ist,  dass 
man  im  Theile  OL  cp'  (x)  =  0  oder  6'  (x)  =  0  hätte,  was  nach  den 
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Gleichungen   4.    darauf  hinauskommt,   für  t  =  0,   die  Relation  zu 

haben 

du  du         -      du  du 

j-  =  —  a  ,    ,     oder    ,     =  a  j    • 
dt  dx  dt  dx 

Hatte  die  anfängliche  Erschütterung  in  mehreren  durch  Inter- 
valle in  Ruhe  getrennten  Theilen  der  Röhre  statt,  würde  es  genügen, 
die  Functionen  cp'  (x)  und  ^'  (x)  in  den  Intervallen  gleich  Null  zu 
setzen,  um  diesen  Fall  auf  den  früheren  Fall  einer  begrenzten  Er- 
schütterung zurückzuführen.  Jede  Erschütterung  eines  Theiles 
erzeugt  zwei  Wellen,  welche  links  und  rechts  mit  gleichförmiger 
constanter  Geschwindigkeit  a  fortschreiten. 

2.  Fallj  wo  die  Röhre  nach  einer  Seite  geschlossen  ist. 

§  775.  Ist  die  Röhre  an  einem  Ende  geschlossen  und  unbe- 
grenzt nur  in  einem  Sinne,   so  nehmen  wir  zum  Ursprünge   der  x 

Fig.  31. 


TJ  K*  O  L  K 

das  geschlossene  Ende  0.  dessen  Abscisse  x  demnach  gleich  Null  ist. 

Wir  nehmen  in  einem  solchen  Falle  an,  dass  die  Molecüle. 
die  anfangs  mit  der  Wand  in  Berührung  sind,  es  beständig  bleiben, 

und  wir  werden  daher  die  Bedingung  haben  =0    für    x  =  0, 

was  auch  t  sei,  welche  Bedingung  mit  den  Gleichungen  verbunden 
werden  muss,  die  für  den  Anfangszustand  des  Gases  gelten,  und 
ist  dieser  für  die  ganze  Ausdehnung  des  Rohres,  das  ist  für  alle 
positiven  x  gegeben.  Die  Functionen  cp  (x)  und  ^  (x)  sind  nur  für 
positive  Werte  von  x  gegeben. 

Die  Bedingung  -  -  =  0    für  x  =  0,    was   auch  t  sei,  positiv 

oder  negativ,  gibt  .nach  der  zweiten  der  Gleichungen  3. 

©'(at)  —  c|>'(— at)  =  0 

oder,  wenn  man  mit  z  irgend  eine  positive  oder  negative  Ver- 
änderliche bezeichnet. 

6.     cp' (z)  =  t|.' (~- z).    . 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Functionen  cp'  und  ^'  für  nega- 
tive Werte  der  Veränderlichen,  wenn  diese  Functionen  für  die 
positiven  Werte  gegeben  sind. 
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Obige  Bedingung  der  Unbeweglichkeit  eines  Querschnittes  des 
Gases  führt  demnach  zur  vollständigen  Kenntnis  der  Functionen  f 
und  '{)  und  folglich  zur  Lösung  der  Aufgabe. 

Die  in  dieser  Weise  bestimmten  Werte  von    ,  -    und    ,        in 

dt  dx 

Gleichungen  3.  für  irgendwelche  Werte  von  x  und  t  sind  dieselben. 

als  wenn  die  Röhre  in  O   nicht   geschlossen   und   sich   unbegrenzt 

nach   beiden  Seiten   erstrecken   würde,    wobei   der  Anfangszostand 

von  der  Seite  gewählt  wird,  wo  man  die  Röhre  in  eben  angezeigter 

Weise  verlängert. 

Unter  dieser  Annahme  wird  man,  wenn  man  x  in  —  x  ver- 
ändert, für  die  Verdichtung  und  Geschwindigkeit  des  Schnittes 
welcher  der  Abscisse  —  x  entspricht,  haben,  wenn  man  die  Relation  6. 
beachtet, 

(dx)_ ^  =  ?•  (-  X  +  at)  +  f  (-  X  -  a  t) 

=  <{.' (X  -  at)  +  ?' (X  +  at)  =  (^^)  X 


(dO-.=  'f'f'^~^  +  '*^"*' 


at)] 


=  a  [<|i'  (x  —  at)  —  o'  (x  4-  at)] 


-  -  m. 


Man  hat  also  in  beiden  Sectionen  in  gleichen  Abständen  vom 
Ursprünge  O  dieselbe  Dilatation.  Auch  die  Geschwindigkeiten  sind 
gleich,  aber  von  entgegengesetztem  Zeichen. 

Diese  Eigenschaft,  welche  für  jeden  Wert  von  t  existiert^ 
findet  auch  für  t  =  0  im  Anfangszustande  statt. 

§  776.  Ist  die  anfängliche  Erschütterung  beschränkt  auf  einen 
begrenzten  Raum  K  L,  zwischen  den  Abscissen  k  und  k  -|-  1,  so 
werden  dadurch  zwei  Wellen  erzeugt,  beide  belebt  mit  den  Ge- 
schwindigkeiten a  und  —  a,  und  nach  dem  Vorangehenden  werden 
dann  zwei  symmetrische  Wellen  von  diesen  sein,  indem  sie  sich 
nach  rechts  und  nach  links  um  das  Intervall  K'L*,  welches  sym- 
metrisch zu  KL  liegt,  entfernen. 

Die,  welche  sich  vom  Ursprung  O  entfernen,  werden  keine 
Alterierung  erleiden.  Belangend  die  beiden  anderen,  werden  sie  in 
derselben  Zeit  in  0  anlangen  und  ihre  Route  fortsetzen,  sie  werden 
sieh  zusammensetzen,  indem  sie  sich  durchdringen,  derart,  dass  die 
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Werte  von   ,      und   ,-  in  einem  beiden  Wellen  ^gemeinsamen  Punkte 

dx  dt 

die  Summen  der  Werte  sein  werden,  die  sie  in  jeder  Welle  haben. 
Dann  werden  die  beiden  Wellen,  nachdem  sie  sich  durchkreuzt  und 
getrennt  haben,  ihren  Gang  fortsetzen.  Man  sieht,  nach  der  Sym- 
metrie, dass  der  in  der  Röhre  erzeugte  reelle  Effect  derselbe  ist^ 
als  wenn  die  verschiedenen  Schnitte  der  Welle,  welche  sich  der 
fixen  Ebene  O  nähern,  sich  auf  sich  selbst  zurückziehen,  indem  sie 
dieselbe  Dichtigkeit  behalten,  und  eine  gleiche  Geschwindigkeit  im 
entgegengesetzten  Sinne  annehmen.  Nachdem  alle  Schnitte  in  O  an- 
gelangt sind,  wird  man  eine  Welle  sich  richtend  von  Seite  der 
positiven  x  haben,  welche  nichts  anderes  als  die  umgekehrte  erste 
sein  wird.  Darin  besteht  der  Effect  des  Verschlusses  in  einer  Röhre 
und  die  Reflexion  der  Bewegung  auf  eine  fixe  Ebene. 


3.  Eine  unendliche  Röhre   in   einem   Sinne   und  offen   in   einem  gas- 
förmigen Mittel  von  constanter  Dichtigkeit, 

§  777.  Man  nimmt  in  diesem  Falle  an,  dass  die  elastische 
Kraft  des  Gases  an  der  Öffnung  O  der  Röhre  dieselbe  ist,  wie  die 

des  äußeren  Gases  in  Ruhe,  und  dass  die  Dilatation  -r—  Null  ist  für 

dx 

X  =  0,  was  auch  t  sei,   da  p  :^  u  i  1  —  —  i  ist. 

Daraus  resultiert,  was  auch  immer  t  sei, 

?'(at)  +  ^'(— at)  =  0 
oder 

7.     cp'(z)  +  f  (-z)  =  0. 

Nimmt  man  die  Röhre  und  die  Flüssigkeit  von  der  linken 
Seite  von  0  unendlich  verlängert  an,  so  wird  man  nach  der  Formel  7. 
für  einen  Schnitt  von  der  Abscisse  —  x  haben 

(J^)_^=  T'  (-  X  +  at)  +  '>'  (-  X  -  at) 

=  _  4,'  (X  _  at)  -  ?'  (X  +  at)  =  -  {^^^ 


(it).,^"  f^'  (-  s:  +  at)  -  i-  (-  X  -  a 


t)l 


=  a  [-<!-'  (X  -  at)  +  ?'  (X  +  at)]  =  (J^V 
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In  beiden  Sectionen,  in  gleichen  Abständen  vom  Ursprnnge. 
sind  also  die  Geschwindigkeiten  gleich  und  vom  selben  Zeichen, 
und  die  Dilatationen  sind  gleich  und  vom  entgegengesetzten  Zeichen. 

Diese  Anordnung,  welche  für  jeden  Augenblick  gilt  findet 
auch  im  Anfangszustande  statt. 

Daraus  folgt,  dass.  wenn  die  anfängliche  Erschütterung  nur 
in  einem  begrenzten  Räume  KL  stattgefunden,  man  in  der  reellen 
Röhre  eine  Welle  habeu  wird,  die  sich  gegen  den  Ursprung  richtet, 
und  eine  Welle,  die  sich  vom  Ursprünge  unendlich  entfernt  und 
nicht  alteriert  wird,  dann  in  der  unbegrenzt  verlängerten  Röhre  im 
Theile  K'L'  zwei  andere  Wellen.  Die  beiden  Wellen,  welche  sich 
von  O  entfernen,  geben  zu  keiner  Bemerkung  Veranlassung.  Die 
beiden  anderen,  welche  gegen  den  Ursprung  marschieren,  kommen 
in  O  zusammen,  lagern  sich  in  diesem  gemeinschaftlichen  Punkte 
aufeinander,  durchdringen  und  durchkreuzen  sich  derart,  dass  in 
der  reellen  Röhre  zu  irgendwelcher  Zeit  die  Welle  sein  wird, 
welche  sich  ursprünglich  gegen  den  Ursprung  gerichtet  und  von 
dort  zurückgeworfen  wurde,  um  eine  neue  Welle,  gerichtet  im  ent- 
gegengesetzten Sinne,  zu  bilden.  Die  Geschwindigkeiten  in  den 
verschiedenen  Sectionen  sind  dieselben  und  in  demselben  Sinne,  als 
die  Welle  sich  dem  Ursprünge  genähert,  während  die  Dilatation  das 
Zeichen  gewechselt. 

Darin  besteht  die  Reflexion  der  Bewegung  in  einem  Mittel  von 
constanter  Dichtigkeit. 

4.  Eine  an  beiden  Enden  geschlossene  Bohre. 

§  778.  Der  Zustand  der  Flüssigkeit  in  der  geschlossenen  Röhre 
ist  immer  repräsentiert  durch  die  Gleichungen  3..  indem  man  sich 
die  Röhre  und  die  Flüssigkeit  nach  beiden  Seiten  unendlich  ver- 
längert denkt.  Man  muss  aber  hier,  für  welche  Werte  immer  der 
Veränderlichen  x,  die  beiden  Functionen  « (x)  und  tp  (x)  bestimmen, 
welche  nur  für  Werte  zwischen  0  und  1  bekannt  sind,  wo  1  die 
Länge  der  geschlossenen  Röhre  bedeutet. 

Man  muss  ausdrücken,  dass  -p-  =  0  ist  für  x  =  0  und  x  =  1, 

dt 

was    immer   auch  t   sei.    und    daraus   hat  man,    wenn   man  at=z 

setzt. 

9'  (z)  =  <!.'  (-  z) 

'i-  (1  +  z)  =  'V  (1  -  z). 
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Man  kennt  ^'  (1  —  z),  wenn  z  zwischen  0  und  1  liegt.  Also 
kennt  man  auch  ?'  (1  +  z),  und  so  kennt  man  cp'  (z)  für  alle  Werte 
von  z,  welche  kleiner  als  21  sind. 

Verändert  man  in  der  zweiten  Gleichung  z  in  1  -f-  z,  so  hat 
man 

?' (2 1  +  z)  =  <{.'(- z). 
und  da  man  hat 

cp'  (z)  =  'y  (-  z). 

so  fol<rt 

'f'  (z)  =  ?'  (2 1  +  z). 


'e»' 


Die  Function  'f '  (z)  nimmt  also  denselben  Wert  an,  wenn  z 
um  21  vermehrt  wird.  Dasselbe  ist  der  Fall  mit  cp' ( — z),  denn  die 
Formel 

cp'  (z)  =  ^'  (-  z) 
gibt 

^'  (^  z  -  21)  =  cp'  (z  +  21)  =  cp'  (z)  =  H-  z). 

Aus  der  Periodicität  der  Functionen  cp'  und  ^'  folgt,  dass  die 

Geschwindigkeit    und    die   Dilatation   dieselben    werden    in    einem 

Punkte    der  Röhre   in  Zeitpunkten,   deren    Abstände   von   einander 

21 
ffleich  sind  einem  Intervalle  T  =  — . 

a 

§  779.  Diese  Thatsache  leuchtet  auch  aus  folgender  Be- 
trachtung ein.  Ein  kleines  Element  der  anfänglichen  Erschütterung 
erzeugt  zwei  Wellen.  Ist  eine  derselben  am  Ende  angekommen, 
wird  sie  zurückgeworfen,  wobei  die  Dilatation  dieselbe  bleibt,  und 
die  Geschwindigkeit  nur  das  Zeichen  ändert.  Am  zweiten  Ende  wird 
sie  von  neuem  zurückgeworfen,  mit  derselben  Dilatation  und  gleicher 
Geschwindigkeit,  letztere  mit  geändertem  Zeichen,  ist  also  in  den- 
selben Zustand  wie   im   Moment   des   Ausganges    zurückgekommen. 

Die  Welle  nimmt  also  die  anfängliche  Lage  wieder  ein,  nach- 
dem sie  einen  Raum  =  2 1  mit  der  Geschwindigkeit  a,  in  der  Zeit- 

21 
dauer  T  =  —  durchlaufen  hat.  So  Verhaltes  sich  mit  allen  Elementen 

a 

der   anfänglichen  Erschütterung    und  man  sieht,    dass    der  Zustand 

des  Gases  im  ganzen  Rohre  derselbe  wie  im  Anfange  der  Bewegung 

ist.  Diese  Bewegung  kehrt  daher  immer  periodisch  wieder. 
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5.  Eine  nach  beiden  Enden  offene^  begrenzte  Röhre, 

A  n 
§  780.  Man  muss  haben,  was  auch  t  sei.   r—  =  0   für  x  =  Ö 

dx 

und  für  X  =  1,  und  daraus  ergibt  sich,  was  auch  z  sei, 

o'(z)  +  f  (— z)  =  0 
'f '  (z  +  1)  +  ^*  (z  —  1)  =  0. 

cp'  (z)  und  ^'  (z)  sind  fQr  Werte  von  z,  welche  zwischen  0 
und  1  liegen,  gegeben.  Es  ist  also  9'  (1  -|-  z)  nach  der  zweiten  Gleichung 
gegeben,  und  daher  ©'  (z)  bekannt  für  Werte  von  z  =  0  bis  z  =  2  1. 
Setzt    man    dann    statt   z   die    Größe    z  -f-  1.    so    wird    die   zweite 

Gleichung 

rp'(21  +  z)  +  f  (-z)  =  0, 

und  da  man  auch  hat 

so  folgt 

cp'  (z)  =  cp'  (2 1  +  z\ 

und  daher  auch 

Cj>'(-Z)  =  r{.'(-21-Z). 

Der  Zustand    der  Röhre  ist  daher   auch  periodisch    und  wird 

21 
derselbe  nach  jedem  Zeitintervalle,   welcher  gleich  ist  "^  ,    welche 

a 

Sohlussfolgerung  man  auch  aus  der  Reflexion  der  Wellen  ziehen  kann. 


6,  Eine  begrenzte  Möhre,    offen    an   einem  Ende   und  geschlossen   am 

anderen  Ende. 

8  781.   Hier  muss   man  haben,   was  auch  t  sei.  3—  =  0    für 
^  dx 

X  =  0   und  -r—  =  0  für  x  =  1.  und  daraus  hat  man 

dt 

9'  (z)  +^'{-^)  =  0 
cp'(l  +  z)-i>'(l-z)  =  0, 
was  auch  z  sei. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  9'  (z)  und  ^'  (z)  für  alle  positiven 
und  negativen  Werte  von  z.  wenn  man  sie  für  positive*  Werte  kennt, 
welche  kleiner  als  1  sind. 
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Die  zweite  Gleichung  gibt 

?'  (2 1  +  z)  =  (|>'  (—  z) 
und  die  erste 

<}.'  (-  2)  =   -  ?'  (Z), 

daher 

<p' (2 1  +  z)  =  -  ^' (z), 

SO  dass  die  Function  9'  (z)  das  Zeichen  wechselt,  wenn  die  Ver- 
änderliche um  2 1  vergrößert  wird,  und  daher,  bei  einer  Vergrößerung 
der  z  um  41,  das  frühere  Zeichen  zurückbekommt.  Denn  man  hat 

cp'  (4 1  +  z)  =  —  cp'  (2 1  +  z)  =  9'  (z). 

Die  Function  ^'  (z)  wird  dieselbe  Periode  4 1  haben,  da  man  hat 

9'  (z)  -h  ^'  (—  z)  =  0. 
Der  Zustand  der  Röhre  wird  daher  nach  einem  Zeitintervalle 

-     derselbe  sein, 
a 

Man  wird  zum  selben  Schlüsse  gelangen,  wenn  man  die  Be- 
wegung beider  Wellen,  welche  aus  der  anfänglichen  Erschütterung 
herrühren,  ihre  successiven  Reflexionen  an  beiden  Enden  der  Röhre, 
und   ihre  Rückkehr   zu    den  ursprünglichen   erschütterten   Theilen, 

41 
nachdem  sie,    in  einem  Zeitintervalle        .  Wege  gleich    41  durch- 
laufen, betrachtet. 


